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LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRAME 


DEPUIS    SA    FONDATION. 


MM. 


1873 

CHASI.ES. 

1874 

LAITON  DE  LADÉBAT 

1875 

BIEXAÏMÉ. 

1876 

DE  LAGOURNERIE. 

1877 

MANNHEIM. 

1878 

DARBOIX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEN 

1883 

RODCnÉ. 

MM. 


1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

POlNCARÉ. 

1887 

FOURET. 

1888 

LAISAXT. 

1889 

DÉSIRÉ  AXDRÉ. 

1890 

IIATON  DE  LA  GOUPILLÙRË 

1891 

COLLIGNON. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

UUMBERT 

1894 

PICQIET. 

S0CI1    l'A  I  li  I    S    PE  1!  l'KTUELS. 

Id.MHSI.  docteur  en  droit,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône-et-Loir). 

Il  I1HKI.I.K,  ancien  garde  général  dos  forêts,  à  Rioz  ;  Haute-Saône). 

liHICHK,  professeur  do  mathématiques,  a  Paris. 

NSCMFFSKII,  membre  do  l'Institut,  h  Paris. 

BMCAIft,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  à  Kar-le-Duc  (Meuse) 

CASET,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

il  \IHI-I.UOM\l\K.  banquier,  à  Paris. 

KHIU.I,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

liW  IIIIKII-Ml.l.MiS,  imprimeur-éditeur,  à  Paris. 

n\T0N  BE  LI  eODPILLKRE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

IER1ITE,  membre  <1«'  l'Institut,  à  Paris. 

MRBAN,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

M^MIKIM.  professeur  a  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

Iil   RENBIZABAL  TAMBOREL,  a  Mexico. 

MERCRREAD,  licencié  es  sciences  mathématiques,  a  Paris. 

l'KlïOTT  (Joseph  ),  a  Worcester  (  Massachusetts). 

l'IllIilN,    ingénieur  en  clicl'  dos  mines,  au  Mans  (Sarlhe  ). 

POINCABÉ,  membre  do  l'Institut,  à  Paris. 

l'OI.IG'Wr.  [prince Ç.  de),  à  Grasse  (Alpes-Maritimes). 

IIFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Paris. 

SYLOW,  professeur  a  11  Diversité,  a  Frederikshald  (Norwège). 

rANNEIl     Paul  ,  directeur  îles  manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

I  UIIH ,  inspecteur  des  contributions  diverses,  à  Al^cr. 

li  III  lili  III I     membre  de  l'Académie  des  Sciences  do  Saint-Pétersbourg. 


ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1894    ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau 


I  MM.   BERTRAND. 
CREMONA. 
DARBOUX. 
HERMITE. 
JORDAN. 
TCHÉBICHEL. 


Président MM.  PICQUET. 

I       DE  COMBEROUSSE. 

v      d   •  •  i     ,  GOURSAT. 

Vice-Presideirts   ■  KOENIGS. 


POINCARE. 

\       CARVALLO. 
Secrétaires j      RU,FY 

(      L.  LÉVY. 
Vice-Secrétaires j       PAINLEVÉ. 

Archiviste BIOCHE. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTA1NE. 

/      ANDRÉ,  1896. 

APPELL,  1897. 

COLL1GNON,  1895. 

EOURET,  1896. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  1897. 
..  ,,         IW!>  !       HUMBERT,  1895. 

Membres  du  Conseil(')..  LAISANT,  1895. 

MANNHEIM,  1897. 
D'OCAGNE,  1895. 
PICARD,  1897. 
ROUCHÉ,  1896. 
VICAIRE,   1896. 

(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(-)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandai  de  ce  membre. 


fa 

PadBlMton 

WIIAHD,    ancien  directeur  de   la   Compagnie  d'assurances   sur  la  vie   la   Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  G  bia,  à  Paris. 
ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 

avenue  de  Aillais,  ■?.,  à  Paris. 
IIICOES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  6G,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 
AVBIIÉ  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  l'aris. 
1890.     IHTOlàRI,  directeur  des  études  à  l'Ecole  Monge,  boulevard  Malesherbes,  i.'ti,  à  Paris. 
IPFILL,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier,  6, 

à  l'aris. 
MîVM'D.  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Arles  (  Bouches-du-Rhône  ). 
1892.     âRROUX  (G.),  ancien  officier  de  marine,  aux  Mées  (Basses-Alpes). 
1x81 .     AST0I1,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Victor-Hugo,  11,  à  Grenoble  (Isère). 

Il  rONRB,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 
188G.     BARBERENA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1889.  BEtilllX  (  Maurice),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4o,  à  Paris. 

1874.  BEXOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (  Saône- 

et-Loire). 

1875.  BEItDELI.É,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),   secrétaire  perpétuel  de   l'Académie  des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue   de  Tournon,  4,  à  Paris. 

|ss7  1IE\E\S  (Ignacio),  major  du  génie,  santa  Inès,  5,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.  BIENAYMÉ  (Arthur),  directeur  du  matériel  au  Ministère  de  la  Marine,  à  Paris. 

1XSS.  BIOT.IIE,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1875.  BISCHOFFSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1890.  BJERkXES.  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1891.  BUTEE,    docteur    es    sciences   mathématiques,  professeur   au    lycée    Condorcel,    rue 

Claude-Bernard,  G5,  à  l'aris. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  Cours  la  Reine,  aa,  à  Paris. 

BONCOMPACNI  (  le  prince  Balthasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 

1>73.     BOIÏ.WfiEli,  professeur  tic  mathématiques,  rue  Constantine,  101,  à  Mustapha  inférieur 
\  Igérie). 
BRADLT  (A.),  boulevard  de  Toulouse,  3G-2,  à  Bordeaux  (Gironde). 

BIIIOSI.HI,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'Ecole  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie  . 
MUSSE   (Ch.),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Vauquelin,  18,  à  Paris. 
BROCARD,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  Ville-Haute,  75,  à  Bar-le-Duc  (  Meuse). 
Bill  XIX,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
BURCK.HARDT,  privai  docenl  à  l'I  Diversité  de  Gœttingue,  avenue  Marceau,  37,  a  Paris. 

1893.  CALBARARA,  professeur  h  l'Université,  via  Macqueda,  23o,  à  Palerme  (Italie). 

1  Wl.l     Gustave  ,  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  de  la 
Méditerranée,  rue  \  ignon,  3,  à  Paris. 

I  IR6N,   i  le  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  8:2,  à  Paris. 

CARONNET,  licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques,  avenue  de  Villiers,  10, 

1  lRVALL0,i  laminateur  d'admission  a  l'École  Polytechnique,  villa  Saïd,  ig,  Paris-Passj 
1  kSPARY,profei  eui  ■<  l'École  d'Architecture,  Invalidenstrasse,  ia3,  Berlin  (Allemagne). 
1  ITALAN    pr<  I  rit<  a  l'I  Diversité,  rue  des  Éburons,   11,  h  Liège  (Belgique) 


Date 

de 

l'admission. 

1890.     CEDERCRANTZ  (baronne  Nanny,  née  de  Lagerborg),  à  Helsingfors  (Finlande). 

1892.  CELLÉRIER  (Gustave),    boulevard  de  Port-Royal,  48,  à  Paris. 

1887.  CERRITI,  professeur  à  l'Université,  à  Rome  (Italie). 

1888.  C1IA1LAN  (Edouard),  rue  Rertliollet,  i4,  à  Paris. 

1893.  CHARMAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  ^6,  à  Paris. 
1881.  CHEMIX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  Paris. 
1884.  CURYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.     CLAUBE-LAFOXTAIXE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3>,  à  Paris. 

1872.     C0LMGX0N,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, rue  des  Saints-Pères,  28,  :i  Paris. 

1890.     C0L0T,  au  château  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1875.     CO.HBEROISSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  g4,  a  Paris. 

1872.     COlJRCEUiES,   professeur   de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,   rue  Gay- 
Lussac,  36,  à  Paris. 

1884.  CRAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  liai  li  more  (  Etats-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.     CREMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de   l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(  Italie). 

1880.  CRETIN,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de- 

Grâce,  9,  à  Paris. 

1872.     DARBOliX,  membre  de  l'Institut,   doyen  de  la  Faculté  îles    Sciences,  rue  Gav-Lussac, 
36,  a  Paris. 

1885.  DAFTHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  'du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg,  4  1 ,  à  Paris. 

1882.  DELAXXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1885.     DEMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DEMOILIX  (  Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, rue  du  Soleil,  8,  à  Gand  (Belgique). 

1883.  DERIIYTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  cours  à  l'Université,  rue  des  Augustin?,  3f>, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.  DEWl'LF,    général   du    génie  en    retraite,   rue   de  l'Aigle  d'Or,   it,  à   Aix    1  Bouches- 

du-Rhône). 

188G.  DIXCVX,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1872.  Dl'RRAXDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCk  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière  . 

1873.  FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  des  Batignolles,  S\,  a  Paris. 
1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAIQIE.MBERGIJE,  professeur  au  collège  de  Parthenay  (Deux-Sèvres). 

1892.  F E 11 R  (Henri),  licencié  es  sciences  mathématiques,   rue   de  Vaugirard,  46,  à  Paris. 

1885.     FERRAZ,  professeur  au  lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.     FIEM1S  (John),  professeur  de   mathématiques,   Burlington    Street,    10,  à    Hamilton 
(Canada). 

1893.  FLEL'RY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  '\6,  à  Paris. 

1881       FLOQLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Naney  (Meurthe- 
et-Moselle). 


—    X    — 
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FLYI  SAINTE-1ARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en   retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 
1891.     FO\r\IOLA\T  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue, d'Erlanger,  ag,  Paris-Auteuil. 
I  ni  illi:.  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 
FODRET,  examinateur   d'admission  à   l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  16,  à 

Paris. 

l'Iinl.OA  (^le  général),  quai  Pierre Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

GAIIBL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 

i  ne  .loutl'roy  .  ,i.|.  à    Paris. 

1872.     GAffrlKt-YILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 
6KIII1,  professeur  libre  à  1*1  niversité,  à  Palerme  (  Italie  |. 
GENTY  (E.  ),  ingénieur  en  chel  des  ponts  et  chaussées,  à  Oran  (Algérie), 
GKNT1      Max),  enseigne  de  vaisseau,  à  bord  du  Héron   (sialion   locale  du  Sénégal). 
i,l.\n  (Paul  .  me  Corneille,  5,  à  Paris. 
GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Lyon. 

1890.  GEKIiU.DI.  professeur  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1881-     GOl'RSAT,  maître  de  conférences  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  112, 
k  Paris, 

GRAINDOHGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  a  Liège  (Belgique). 

GDCCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Rnggiero  Settimo,   ,s.  h  Païenne  (Italie), 

1891,  CUIMARAES,  officier  du  génie,  rua  de  Sacramento  à  Lapa,  41.  •>  Lisbonne  (Portugal). 
iil  \  1  llt.lt  (  I)r  Sigismond  ),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (  Bavière). 

1885.     Gl\0l,  capitaine  de  frégate,  rue  «le  l'Université,  i3,  à  Paris. 

IIHG,  ingénieur  en  chel'  des  ponts  ei  chaussées,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1 ,  a  Paris. 
IIWIIUI.  directeur  de  l'Ecole  des  mines,  a  Lima  (Pérou). 

1872.     Il \T0\   l>t  LA  GOll'ILLIÈRK,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  <>o,  à  Paris. 

IIKMIY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 

III. MM     Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  2,  à  Paris. 

IERMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

IIIKIIIII  ,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 
bonne,   1,  a  Paris. 

11101  \,  professeur  en   retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,    i(i.  ii  Paris. 

Ilol.sl   Bllins  ,  professeurs  l'École  Polytechnique,  Pilestrade,  ig,àChristiauia(Norvège). 

I90MGANT,  chel  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

IKR     '      mie  I..  ,   traducteur   BU    .Ministère  des  Travaux  publics,   rue  des  Sainls-Poi  es, 
1  '| .   a   Paris. 

I01RERT,  ingénieur    des    mines,    répétiteur  à    l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 
cade,   I  \ .  a  Paris. 

IIIAIM  II  1 1  Mil,  professeur  de  mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
1  I  onstantinople  (  I  urquie  ). 

MER,  directeur  des  étude*  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  à  Paris. 

|VN>|  >\     1  abbé  ,  un-  Margaux,  16,  h  Bordeaux  1  Gir le  1. 

HM\,  .  bel  d'escadron  au  17"'  régiment  d'artillerie,  .1  la  l  ère  1  Usne  |. 

IAVARY,  chel  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytei  huique,  rue  du  1  lai  din  il   Lemoine,  t,  h  Pai  ii 


Date 

de 

l  admission. 

1889.  JdNQBlÈRE  (Alfred),  docteur  en  philosophie,  rue  Fédérale.  10,  à  Berne  (Suisse 

1872.     JORDAX,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennc,  £8, 
a  Paris. 

1872.  JOIFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  à  Bourses  (  Cher). 

1875.     Jl'XG,  professeur   à    l'Institut  technique   supérieur,  via   Principe    Umberto,   7.   à    Mi- 
lan  (Italie). 

1890.  KORB  (Gustaf),  maitre  de  Conférences  à   l'Université  de  Stockholm  (Suède). 
1802.     KOf-ll  (H.  von),  maitre  de  conférences  à  l'Université  de  Stockholm  (Suéde). 

1880.  kŒXÏGS,    maitre   de    conférenees    à    l'École    Normale  supérieure,  boulevard  de  Port- 

Royal,  72,  à  Paris. 

1881.  LACOR,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.  LAISAXT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 
1893.     LAXCELIX,  boulevard  Arago,  97,  a  Paris. 

1875.     LAQl'IÈRE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tablât  (  département  d'Alger). 
1873.     IjAI'TU,  manufacturier,  à  Thaun  (Alsace). 

1881.  LAVEISSIÈRE.  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LEAITE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris. 

1893.  LECORXl',  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  du  Mont-Parnasse,   1?,  à  Paris. 

1872.  LE.IIOIXE  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  POiYT,  rue  Saint-Jacques,  247,  à  Paris. 

1891.  LERV,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine-el-Oise). 

1872.     LES1MAILT,  ancien  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde  l. 

1882.      LÉVY  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Coude,    ni. 
à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées. 

professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  Trocadéro,    i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGl'IXE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     LIXDEMAW,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  42,  à  Munich  (Bavière). 

1886.      LI01YILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles. 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  L0RIX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honore.  186.   ■> 

Paris. 

1888       LUCAS  (Félix),   ingénieur  en   chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  iç). 
à  Paris. 

1886.     L10X,  docteur  es  sciences  mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  baron  de  Gunsbourg, 
à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1882.     1IACE  DE  LEPIXAY.  professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV ,    bou- 
levard Saint-Michel.   1  \,  a  Paris. 

IS75.     .1IALL0IZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   1-,  à  Paris. 

1892.  1IAXGE0T.    docteur    es    sciences  mathématiques,    quai   des  Comtes  de  Champagne,    "1, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     MAXXIIEI.il,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  11,  à  Paris. 

1884.     MARTIN  (  Utemas).  U.  S.  Coasl  and  géodésie  Survej  Office,  Washington  I>   C    l  Etals 
Unis  d  Amérique  1. 
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MARTIN  (  Emile  |,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

boulevard  du  Mont-Parnasse,  i')i,  à  Paris. 
MVRTIX  (Gaston),  professeur  de  mathématiques,  rue  Truffant,  us,  à  Paris. 
VATHÉ,  censeur  îles  études  au  lycée,  à  Saint-Brieuc  (Côtes-du-Nord*. 
■ASSIED,  inspecteur  général  des  mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 
llXIKOVITGfl  (  Vladimir),  professeur  à  l'Université,  rue  Timoficoska, 8, àKiew  (Russie). 

IBilDRABAIi  TAMRDKEL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus.  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.      IBMXRBAD,  licencié  es  sciences,  rue  Denfert-Rochereau.  31,  à  Paris. 

1893.     MICHEL,  lieutenant  du  génie,  à  Montpellier  (Hérault). 

1873.     MITTAG-I.EFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

|S7'2.     ROUTARD,  inspecteur  gênerai  des  mines,  examinateur  desélèves  à  l'École  Polytechnique, 
rue  du  \ 'al-ile-Gi  ace,  ij,  à  Paris. 

I8SS.     MlklIDPADUYAA   (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  RI»o- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

ISSÔ.     M  IlIKItli,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

OCAfiflE     i>).   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  de   Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  OMDIO  (Enrico  a'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  à  Turin  (Italie). 

FAIKLEVE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de   mathématiques    spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.  PMI  Vf,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

187».  PARMEVTIER.  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1893.  PASSERAI,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  des  Archives,  '|i,  à  Paris. 

1884 .     PAITOWIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-Champs. 
ni,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Ballainvilliers,  7,  à  Clermont-Fervand 
1  Puy-de-Dôme  1. 

1883.     PBLLETREAU,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PRRCIN,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  directeur  de  la  manufacture  d'armes,  à  Saint- 

I-  tienne  (  Haute-Loire). 

1881.     PEROTT  (.Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

PERRIN,  ingénieur  en  chef  desmines,  rue  Brpell,  ">,  au  Mans  (Sarthé). 

I'l - 1 î I ï l V  (  I  lie),  professeur  de  mathématiques,  rueLaraandé,  7,  à  Paris. 

Il  //'i     DEL  |,  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  1  Italie). 
1879.     PICARD     l mile  ,   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la   Faculté   des  Sciences,  rue 

Soufflot,    1  '■,    a    Paris. 

1872.     PICQOIT,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  a  l'Ecole  Polytech- 
nique, me  Bara,  g,  à  l'ai  i-,. 

POIRCARE,    membre    de    l'Institut,   ingénieur   en    chef   des  mines,   professeur    a   la    l'a 

culte  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
PtftfRRl     Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
l'Ol.n.wi    princi   <  .  de),  villa  Jessie,  route  de  Cannes    a  Grasse  (  Upes  Maritimes). 
Pil  SNI  l    prol        mi  ,,u  |y(  ée,  à  Poitiers  (  \  ienne  ). 

int  militaire  en  retraite .  rue  Monge    Ba    h  P  ti  i 


Date 

île 
l'admission. 

1872.     PlITZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-el- 
Marne). 

1893.     QUINTARD,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  des  Batignolles,  '(5.  à  Pari-.. 

1872.     RADAl),  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.     RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Normale  supé- 
rieure, boulevard  Saint-Michel,  99,  à  Paris. 

1881.     RIDOT,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  à  Dijon  (  Côte- 
d'Or). 

1893.  RIVEREAl  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1888.  RORIX  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 

1872.  RODET,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  quai  d'Orsay,  G3,  à  Paris. 

1872.  ROl'ART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i3-,  à  Paris. 

1872.     ROUCHE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examinateur  ilrs 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

1885.     BOUQUET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de   l'École-d'Ai  tille 
rie,  2,  à   Toulouse    (Haute-Garonne). 

1872.     ROTSSELIiV,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  du  Rocher,  35,  à  Paris. 

1888.  RUSSO  (Giovanni),  professeur,  palazzo  Serravalle,  via  Aranci,  2,  à  Catanzaro  (Italie  1. 

1881.     SAIXT-l'AUL  (Diclpde),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en    retraite,  rue  Saint-Sauveur 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques.  229,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,   professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SART1AUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,   chef  de  l'exploitation  à  la  Coin 

pagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAUVAGE,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (  Houches-du-Rhône  ). 
1881.     SCHLEGEL  (Dr  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  à  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande  ). 
1877.     SÉGUY,  avenue  des  Gobelins,  28,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  1(3,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 

1883.  S1MART,   lieutenant  de  vaisseau ,  répétiteur    à    (Ecole    Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à   l'École  navale,  rue  Miroménil,  -jo,  à  Paris. 

1881.  STARKOFF   (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,   fi,  a  Odessa 

(Russie). 

1879.     STEPBANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1886.  STIELTJES,  professeur  à   la  Faculté   des    Sciences,  rue  de    Fleurance-Montplaisir,  ^,à 

Toulouse  (Haute-Garonne). 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1872.  TANNERY  (Paul),  directeurdes  manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  2,  Paris. 

1875.  TANXERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rued'Ulm,  ^T>,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
1882.  TCIIÉBICIIEF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russ 
1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1872.     TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Paris 
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liSSOT,  ancien  examinateur  d'admission  a  l'École  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
IfllI.IIK.  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  de  Téhéran,  i\,  à  Paris. 

ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  château  de  Courtozé,   par   v*en- 
,l,-,in.      I  wr-et-Cher). 

1872.  \  Wol  VM.  inspecteur  général  de  l'I  niversité,  houlevard  Saint- Michel,  ia,  a  Paris. 

\  il  1 1  I  POUSSIN  (de  la  ),  charge  de  cours  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Louvain 

(Belgique). 
I  \\H  I  k  (J.-S.),  professeur  au  fyeé»,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 
188."'       riHEOH  (M.-M.),  professeur,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

USl.llï,   répétiteur    et    examinateur   d'admission  à    l'École   Polytechnique,    avenue 
Bosquet,  68,  à  Paris. 
1876 .     VICAIRE,  ingénieur  en  chef  îles  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1888.     VITO  VOLTERRA,   professeur  à  l'Université,  à  Pise  (Italie). 
1893.      WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Pierre  Charron,  1.  à  Paris. 

1880.  WiLCKINAIR,  ingénieur  des  mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

1879.     WHLL,  professeur  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet 
(Seine-et-Oise  ). 

1873.  WEÏR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème;. 
1872.     WEYR  (Dr  Emile),  professeur  à  l'Université,  Hauptstrasse,  10g,  à  Vienne  (Autriche). 

WII.SOV  avenue  d'Iéna,   2,  à  Paris. 

1878.     VYOIUIS  DE  ROIILLT,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.     ZABOIDSkY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (Russie). 

1890.     ZAREAIB.A,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  à  Digne  (Basses- 
Alpes). 

1881.  ZF.UTHEX,  professeur  à  l'Université,  Ostersogade,  10.  à  Copenhague  (Danemark). 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam  . 

Berlin 

Berlin 


Berlin. 
Berlin . 


Baltimore 

Bologne. . 
Bordeaux. 
Bruxelles. 


Bruxelles. . 
Cambridge. 
Christiania. 


Coïmbre.  .  . 
Copenhague. 


Cracovie. 
Delft.... 
Dresde. 


Edimbourg. 
Gand 


Goettingue. 
Leipzig. .  .  . 


Hambourg. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov. .  .  . 
Kharkov. .  .  . 

Leipzig 

I»  n  d  res .  .  .  . 


\eademie  Royale  di-s  Sciences  d'Amsterdam  .  Hollande. 

Société  mathématique  d'Amsterdam.  Hollande 

Académie  des  Sciences  de  Berlin.  Allemagne. 

Archiv  fur  Mathematih  und  Pliysik  (rédac- 
teur Dr  Hoppe,  Prinzenstras.se,  69.  S.  \\  .  Allemagne. 

Jahrbuch  iïber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matih [\\.  Lampe,  Kurl'urstenslrasse),  i3i).  Allemagne. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik  (rédacteur  M.  Fuchs.  Kronprin- 

««»  Ufer,  24)-  Allemagne. 
American    Journal   of  Mathematics,    publié 

par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur  États-Unis 

M.Thomas  Craig).  d'Amérique. 
Académie  des  Sciences   de  l'Institut  de  Bo-  ! 

logne.  Italie. 
Société  des  Sciences  physiqneset  naturelles 

de  Bordeaux.  France. 
Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles.  Belgique. 

Société  philosophique  de  Cambridge.  Grande-Bretagne. 
Archiv  for  Matltematik    og   Xaturvidenskab 
chez     M.     Gammenneyer,    libraire,    Cari 

Johans Gade,  33,  à  Christiania.  Norvège. 

Jornal  de  Sciencias  maternât icas  e  astrono- 
mie as  (rédacteur   M.    Gomes  Teixeira).  Portugal. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematih  (rédacteurs 

MM.  Foldberg  et  Juel).  Danemark. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie.  Autriche. 

Ecole  Polytechnique  de  Delft.  Hollande. 

Zeitschrift  fur  Matltematik  und  Pliysik  (ré- 
dacteur Dr  Oscar  Schlomilch).  Allemagne. 

Société  Royale  d'Edimbourg.  !   Grande-Bretagne 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 

et  Neuberg.  à  Liège).  Belgique. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue.  Allemagne. 

Mathematisclie  Anna/en   (rédacteur  Al.  Félix 

Klein,  à  Goettingue).  Allemagne. 

Société  mathématique  de  Hambourg.  Allemagne. 

Société  hollandaise  des  Sciences.  Hollande 

Société  des  Sciences  de  Finlande.  Russie. 

Société  physico-mathématique.  Russie. 

Annales  de,  l'Université.  Russie. 

Société  mathématique  de  Kharkov.  Russie. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe  Allemagne. 

Société  astronomique  de  Londres  Grande-Bretagne. 


Londres 

Londres 

Luxembourg 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

Odessa 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Palerme 

Pise 

Piso 

Prague 

Prague  

Prague  

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Toulouse 

i  psal 

\  enise 

Vienne 

\  ienne 

Zurich 


Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Institut  Royal  de  Luxembourg. 
Sociedad  cienlifico  Antonio  Alzatc. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Let- 
tres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 
académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et   Arts  du   Connec- 
tirut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin     des   Sciences     mathématiques    (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.   Tannery). 

fouinai  de  V Ecole  Polytechnique. 

Journal  de    Mathématiques  élémentaires  (rè- 
dacteur  M.  G.  de  Longchamps). 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  (rédac- 
teur M.  G.  de  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

Circolo  maiematico  (Rendiconti  del). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovàni  mathematihy  a  fysihj 
(rédacteur  M.  Edouard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

ActaMathematica(vi:dacl.  M.  Mittag-Leffler). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fur    Mathematik    und    Physik, 
(rédact.  MM.  Fschcrieh  et  Weyr).    ' 

Société  des  Sciences    naturelles  de  Zurich 


Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière . 

Italie. 

États-Unis 

d'Amérique. 

Russie. 

France. 

France. 
France. 

France. 
France. 

France. 

France. 

France. 
Italie. 
Italie. 
Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suéde. 

France. 
Suède. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Suisse. 
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BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU    3  JANVIER   1894 

PRÉSIDENCE    DE    M.   HUMBERT. 

La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  bureau  et  à  l'élec- 
tion de  quatre  membres  du  Conseil. 

Démissions  : 

MM.  Henri  Buisson   et  Léon  Lévv  adressent  leurs  démissions 
de  membres  de  la  Société. 

Communication  : 

M.  Humbert  :  Sur  une  surface  du  sixième  ordre  en  relation 
avec  les  fonctions  abéliennes  de  genre  trois. 


SÉANCE  DU  17  JANVIER  1894. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    PICQUET. 

Communications  : 

M.  Lancelin  :  Essai  d'application  de  la  théorie  des  variables 
complexes  au  problème  des  trois  corps  dans  le  cas  des  mouve- 
ments plans. 

M.  Biocbe  :  Sur  le  degré  des  lignes  asymptoliques  des  sur- 
faces dont  les  génératrices  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire. 

XXII.  i 


M  Picquel  :  Sur  l'identité  du  problème  du  neuvième  point 
commun  à  un  faisceau  de  cubiques  planes  avec  celui  du  hui- 
tième point  commun  à  un  réseau  de  quadriques. 

M.  Kaffj  :  Sur  le*  gèodésiques  spéciales  des  surfaces  harmo- 
niques. ♦ 

\1.  Emile  Picard  adresse  un  Mémoire  :  Sur  une  équation  <iux 
dérivées  partielles  de  la  théorie  de  lu  propagation  de  l'élec- 
tricité.  

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


.  SUR  UNE  ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DE  LA  THÉORIE 
DE  LA  PROPAGATION  DE  L'ÉLECTRICITÉ; 

Par  M.  Emile  Picard. 

Les  variations    du  potentiel  électrique  dans  un  i\\  qui  transmet 
une  perturbation  électrique  onl  été,  comme  l'on  sait,  représentées 

par  l'équal  ion 

,r-'\  ,A  -\  . 

\  '  !  •  —   <  -  ,    , 

•  Il  ././•- 

\   esl  le  potentiel,  el  A.  !!.  C  son!  (rois  constantes  positives. 

En   choisissant    convenablement    1rs    unités,    on    peul    réduire 
l'équation  à  la  forme 


el  enfin,  en  posanl 
on  a  I  équal m 'ii 


~orî  '     '   <>/    ~   o.r'- 


\l.  Poincaré  a  l'ail  récemment,  dans  les  Comptes  rendus  ('), 
une  discussion  des  intégrales  de  ««i  i«*  équation,  fort  intéressante 
.m  poinl  de  vue  physique;  j'ai  monl  ré  ensuite  i  -  i  coin  me  ni  l  équa- 


II.  Poini  mu  |  Sur  lu  propagation  de  l'électricité (  Compte*  rendus,  »6  <li'-- 
«  embi  ■ 

i  t  Pu  v i : i .  |  sur  l'équation  aux  dérivées  partielle»  '/ni  se  présente  dans 
lu  théorie  de  la  propagation  de  l'électricité  (Comptes  rendus,  ■  janviei  i^.'in 


lion  précédente  pouvait  être  discutée  de  Ja  manière  la  plus  simple 
et  la  plus  rigoureuse  à  l'aide  delà  méthode  générale  de  Riemann, 
méthode  fondamentale  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  caractéristiques  réelles  :  c'est  ce  que 
je  me  propose  de  développer  ici. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  les  résultats  de  Riemann,  en  me  re- 
portant à  la  remarquable  exposition  faite  par  M.  Darboux,  dans 
le  tome  11  de  ses  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces 
(p.  7  5).  Prenons  l'équation 


<Pz 


dz 


1  dz 

0  — -  -t-  cz  =  o, 

dy 


dx  dy  dx 

et  soit  considérée  en  même  temps  son  adjointe 

d2  u  du  du        /  àa        db 

ôxdy  dx  dy        \  dx        dy 

et  posons 


ifttZ-^ —  lu 


M 

N  =  bu  z  ■+ 


dz_ 
dy 


dz 

u  —   — 

dx 


du 

dy 
du 
dx 


SoienlB'C'(/?^.  1)  une  courbe  tracée  arbitrairement  dans  le  plan 
et  A  un  point  quelconque  de  ce  plan. 


y 

IB' 

A 

/B 

cP 

i 
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En  désignant  par  x0,  y0  les  coordonnées  de  A,  supposons  que 
l'on  ail  déterminé  la  solution 


u(x,y;  x0,yQ) 


—  A  — 

de  l'équation  adjointe,  se  réduisant  à  l'unité  pour  x  —  x0,  y=y0, 
et  prenant  la  valeur 

/'  '  i  ./.»■ 

•  ■•■il 

e 
pour>y=iyoj  tandis  qu'elle  prend  la  valeur 

.•V 

pour  x  =./,).  Dans  ces  conciliions,  on  aura 

(»«)B  +  («2)C  f      ,1*  J  M     /     N 

(  //  z  )\  =  —    I      (  M  a.r  —  AI  dy  ), 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  de  OB'. 

Cette  formule  permet  de  déterminer  la  solution  c  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  proposée,  qui  prend  des  valeurs  données 
ainsi  que  l'une  de  ses  deux  dérivées  pour  les  points  de  la  courbe 

B'C.  L'équation 

dz  dz 

dz  =  —  dx  -\ dy, 

dx  ^>y 

appliquée  à  un  déplacement  suivant  cette  courbe,  détermine  évi- 
demment  celle  des  deux  dérivées  premières  qui  n'est  pas  donnée 
n  priori. 

"2.   Cecirappelé,  revenons  à  l'équation 

<)-z        à'1  z 

iir-       ax2 
en  remplaçant  U  par  s.  Transformons-la  en  posant 
2X  =  x  ■+- 1,        1 Y  =  x  —  1 . 

On  obt uni  de  suite 

d*z 

5XdY+*  =  0, 
I.  équation  adjointe  esl  ici  : 


1  la  même  équal  ion . 


-I-  u  =  o, 


—  s  — 

Supposons  qu'une  intégrale  de  l'équation  (i)  soit  déterminée 

par  les  conditions  initiales  suivantes  :  on  se  donne  z  et  —  pour 
r  dt  ' 

t  =  o,  ces  valeurs   étant  seulement  différentes  de  zéro  pour  x 
compris  entre  a  et  b  (a  >>  b). 

On  voit  alors  que,  pour  l'équation  (2),  on  peut  considérer  la 
fonction  z  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  comme 
données  sur  la  bissectrice  de  V angle  des  axes;  les  valeurs  don- 
nées sont  seulement  différentes  de  zéro  sur  un  segment  fini  de 
cette  bissectrice,  à  savoir  le  segment  déterminé  par  les  équa- 
tions 

X=  Y=  -, 

2 

x  variant  de  b  à  a. 

3.  Pour  appliquer  la  méthode  de  Riemann,  nous  avons  seule- 
ment à  voir  si  nous  pouvons  déterminer  l'intégrale  m  de  l'équation 

adjointe 

>r-  u 

-4-  u  =  o 


oX  d\ 


qui  pour  X  =  X0  prend  la  valeur  un  quel  que  soit  Y,  et  qui  pour 
Y  =  Y0  prend  la  valeur  un  quel  que  soit  X.  Or  cette  recherche 
est  immédiate,  car,  en  posant 

X=(X-X0)(Y  — Y0), 

on  trouvera  une  fonction  u  =  'f  (a)  satisfaisant  à  l'équation  pré- 
cédente; en  effet,  on  obtient  ainsi  l'équation  de  Bessel 

,.   d*-^         da 

A  -~-   -+-    -y ±    -t-  O  =  O 

(h. 2         d/. 
et  la  fonction  cherchée  esl  la  série  de  Bessel 
À  X*  X* 


M  =  I  — 


I2  (l  .2  1-  (  I  ,2.3)2 


i.   Figurons  {fig.  2)  le  plan  (X,  V  >. 

L'intégrale  z  est  nulle  ainsi  que  ^  (et  par  suite    "  )  sur  la  bis- 
sectrice des  axes,  sauf  sur  La  partie  [3a;  on  a  sur  celte  partie  des 
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successions  de  valeurs  données  pour z  et    ^  (d'où  résulte  la  va- 
leur de-^-V  Nous  avons  donc  la  formule 


(uz)n-  -{uz  v.        i 


i    rK  /     dz  du\    7V       /    dz  du\ 


ce  que  l'on  peut  écrire  : 


I  //  8  Ib  -+-  (k.s  ),;        i 


U  ?fê-:;;i-^{4- 


On  peut  regarder  sous   les    signes   d'intégration  —  —  -y  et  z 
comme  des  fonctions  arbitrairement  données  de  X,  différentes  de 


Fis.  2. 


Y 

A 

B.''' 

Sa.  j 

C 

/* 
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,' 

zéro  entre  -  et  -  et   nulles    pour  toute  autre  valeur   de  \;    dési- 
gnons-les  part|/(X)  el  -/( '\  ).  Nous  aurons  Jonc 


z(/„.  ■ 


(uz)b   \-(uz)c        1 


I  f  ?(X)4»(X)rfx  -h  f  x(X)<p'(X)rf: 


'  X„        x0    I    /„■  -'V,,  —  ,r„  —  /„ 


en  désignan I  par  C'  el  B'  les  projections  de  C  el  H  sur  OX,  ei  en 
posant 

telle  est  la  forme  de  V  intégrale  générale  de  V  équation  (i). 
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5.   Discutons  la  valeur  do  c(/„,  x0),  quand,  ./•„  élant  arbitraire 
mais  fixe,  tti  varie  de  o  à  +  ce. 

Supposons  x0  en  dehors  de  l'intervalle  ba.  Les  relations 

2  An  =  ;T0  "+"  ^0)  2  lu  =  Xn  —  /0 

montrent  que  le  point  A  de  coordonnées  X0)  Y0  se  déplace  sur 
une  droite  perpendiculaire  à  ajj,  comme  l'indique  la  fig.  3  qui 
correspond  à  x0  >>  a. 

Tant  que  t{)  est  trop  petit  pour  que  le  point  B  soit  situé  dans  l'in- 

Fis.  3. 


tervalle  a(3,  tous  les  termes  figurant  dans  l'expression  de  z(ta,x0) 
sont  nuls.  C'est  seulement  quand  B  arrive  en  a  que  3  devient  dif- 
férent de  zéro;  ceci  se  produit  quand 


c'est-à-dire  à  l'instant  ,r0 — a,   et  la  partie  ne  contenant  pas  de 


signe   d'intégration  dans  z(tQ,  ./„),  c'est-à-dire 


<  UZ  )b 


sera  diffé- 


rente de  zéro  depuis  le  temps  ./  0  —  a  jusqu'au  temps  x0  —  b.  On 
peut  dire  que  cette  partie  correspond  à  une  onde  régulière. 
Une  fois  le  temps  x0  —  b  dépassé,  la  valeurde  ;  se  réduit  à 


s(  /,i.  •'•„) 


2  •  /. 


(X)dX  —  L 


f    x(X)?'(  X)^X- 


On  voit  donc  ainsi  bien  nettemenl  une  sorte  de  résidu  laissé 
par  l'onde  régulière  que  représentait  le  terme  —    —  • 
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Quant  à  la  valeur  asyraptotique  de  z(t0)  3rQ)  ou  plutôt  de 

V(f0)  a?o)  =  e~'*  «('o^o) 

pour  /„  très  grand,  elle  serait  facile  à  obtenir  à  l'aide  de  l'expres- 
sion asymptotique  bien  connue  de  <p(X)  pour  a  infini,  mais  je  ne 
m'y  arrêterai  pas:  ce  «pie  nous  venons  de  dire  suffit  pour  montrer 
la  nature  des  intégrales  de  l'équation  des  télégraphistes. 


SUR  LES  GÉODÉSIQUES  SPÉCIALES  DES  SURFACES  HARMONIQUES; 
Par  M.   L.   Raffy. 

1 .   On  sait  que,  si  l'élément  linéaire  d'une  surface  est  réductible 

à  la  forme 

rfs*  =(U  —  V)(du*-hdç*), 

les  lignes  géodésiques  de  cette  surface  ont  pour  équation  finie 

/du  r      dv 

V/TT  —  a       J    Ja  —  V  ~ 

Si  l'on  établit  une  dépendance  quelconque  entre  les  deux 
constantes  arbitraires  a  et  /;,  on  obtient  une  famille  de  géodé- 
siques.  Mais  on  peu!  aussi  attribuer  à  l'une  de  ces  constantes  une 
valeur  numérique.  Il  y  a  lieu  de  considérer,  en  particulier,  les 
familles  de  géodésiques  qui  s'obtiennent  en  prenant  pour  a  une 
valeur  numérique  <z0  rI  laissanl  varier  h.  Nous  leur  donnerons, 
pour  abréger  le  Langage,  le  nom  de  géodésiques  spéciales. 

Il  existe  entre  les  géodé>iques  spéciales  et  la  forme  de  l'inté- 
grale quadratique  une  relation  que  voici  : 

Etant  donnée  une  surface  harmonique  d'élément  linéaire 

\t  on  la  rapporte  a  une  famille  de  géodésiques  spéciales 
8,  =const.  et  a  leurs  traj 'ectoires  ortho gonales  0  =  const.,  en 
sorte  qu'il  vient 

ds*     </>>'  i   7, /ivj. 


—  g  — 

V équation  aux  géodésiques  relative  aux  variables  H  et  0, 

p*  -+-  ■—  =i 

admet  une  intégrale  quadratique  dont  le  ternie  en  p2  est  af- 
fecté d'un  coefficient  constant  et  peut,  par  suite,  être  supposé 
nul. 

Réciproquement,  si  pour  V élément  linéaire  (2) ,  l'équation 
aux  géodésiques 

admet  une  intégrale  quadratique  dont  le  terme  en  p2  a  un 
coefficient  constant,  les  géodésiques  0,  =  const.  sont  des  géo- 
désiques spéciales,  c'est-à-dire  qu'après  le  changement  de  va- 
riables qui  ramène  l'élément  linéaire  (2)  à  la  forme  (1),  ces 
géodésiques  sont  représentées  par  l'équation 

du  dv 

o, 


s/M  -a        y/a  — Y 
où  a  est  une  constante  numérique. 

2.   On  sait  en  effet  que,  pour  l'élément  linéaire  (1),  l'intégrale 
quadratique  du  problème  des  géodésiques  est 

^  Iss  W=Y  U)  +  TT-v  U)  =  const- 

On  sait  aussi  que  l'élément  linéaire  (1)  peut  s'écrire 

ds*  =  (fïT^d  du  -+-  /^=V  rfp>  -+-  (U  -  a)(  «  -  V)  (—-—— -i*L-Y 

W  U  —  a        /«  -  V/ 

de  sorte  que,  pour  rapporter  la  surface  à  une  famille  de  géodé- 
siques spéciales  Q|  =  const.  et  à  leurs  trajectoires  orthogonales 
6  =  const.,  on  fera  le  changement  de  variables 


-  a  du  -+-  \/a  —  Y  c/v, 
(4)  „v  du  dv 


Voyons  ce  que  devient   l'intégrale   I  quand  on   l'exprime  en  h 


—  iO  — 
el  B( .  L'identité  générale 


,1-rn n  dm    (        du  dv        \ 


ou  nous  posons 

dm  dta 


*-"*     »;-* 


donne  immédiatement 


ô™ /fi ~    ,  V 


/>/U  — a  -t- 


d«  v/U  —  a 

—  =  p\/a  —  V r-J • 

*  /a  -  V 

Il  suffit  de  porter  ces  expressions  dans  l'intégrale  (3)  pour  voir 
que  le  coefficient  de p-  se  réduit  à  la  constante  a.  On  peut  donc, 
en  retranchant  de. cette  intégrale  l'équation  aux  géodésiques 

,.+*;=„ 

multipliée  par  a,  obtenir  une  nouvelle  intégrale  quadratique  dé- 
pourvue de  terme  en  p'1,  ce  qui  prouve  la  première  partie  de 
notre  énoncé. 

3.  Pour  établir  la  réciproque,  nous  allons  déterminer  le  chan- 
gement de  variables 

,/0   =  )\    du  ■+-  N   dv, 


(5) 

■  d§i=  Mt  du  -t-N^p, 

par  lequel   on    passe,  dans  l'hypothèse  actuelle,  de  l'élément   li 
Déaire  |  ■>.  |  à  l'élément  linéaire  (i). 
L'identité 

M         \  M  du*  hdv*)—\  M  du  -H  N  dv)*  ■+■  -a  M,  du  -h  N,  afo)» 

entraîne  1rs  trois  relations 

M*       -,\\\       I         \.  M\    ,    tM.N,-    o,         N»H-aNf  =  U  —  V, 

entre  lesquelles  on  élimine  aisément  M  ,  el  N , .  <  >n  trouve  ainsi 

I  \         M-    ;    N 
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Mais,  par  hypothèse,  le  coefficient  de  p-  dans  l'intégrale  qua- 
dratique I  exprimée  en  9  et  Ht  se  réduit  à  une  constante.  Or  les 
formules  (5)  donnent,  pour  la  fonction  ro, 

dm        M1  .,  dm 

=  Mp  -+-  M,  y,  —  =  N/>  -+-  N,  ?. 

c'a  df 

D'après  cela,  si  nous  calculons  le  coefficient  de  p-  dans  l'inté- 
grale (3),  en  l'égalant  aune  constante  a,  nous  trouverons 

VM*-f-UN2 

ce  qui  peut  s'écrire 

V  U  i 


N2—  a        M--t-a        h 

en  désignant  par  //   une  indéterminée.  Ces  deux  relations  don- 
nent 

M*  =  Uk  —  a,        N2  =  a  —  Y  h; 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  condition  (6)  montre  que  h 
est  égal  à  l'unité.  On  a  donc 

M  =  /U  —  a,        N  =  /ô^V, 
et,  par  suite, 

d()  =  \/\j  —  a  du  -+-  /«  —  V  '/r. 

Dès  lors  la  différence  r/\-  —  rfQ2,  qui  n'est  autre  que  crt/Q*,  se 
réduisant  à 

en  vertu  de  l'identité  rappelée  au  début,  l'équation  <r/8,  =  o  re- 
vient à 

du  dv 

.— ,  =  o, 

/U  —  a        y/a  —  V 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

•4.   Supposons  maintenant  qu'un    élément    linéaire    de   surface 
harmonique  soit  donné  sous  la  forme 

ds2  =  du2  -+-  G(u,  i>)  dv2. 

et  cherchons  sous  quelles  conditions  les  géodésiques  ^  =  const. 
seront  des  géodésiques  spéciales. 
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Nous  devons  exprimer  que  l'équation  aux  géodésiques 

admet  une  intégrale  quadratique  dépourvue  de  terme  en  p- 

I  ==  iBpq  -4-  C</2  =  const. 

Écrivons,  à  cet  effet,  que  le  crochet 

_  d\  dl        d\  dl        d\   dl         d\  dl 
'     '    J  ~  du  dp        dp  du        àv   dq         dq  àv 

est  nul  quels  que  soient/?  et  q.  L'identité  ainsi  obtenue 

q*  (  bg^  -+-  cg;,  +  gc;  )  ■+■  Pq*  (  bg;  -4- 1  gb;  ■+■  g*  cu  )  -+-  2  qp*  g*  b„  =  o 

donne  lieu  aux  trois  équations 

BG'„-t-CG;,+  gc;=o, 

bg;+2Gb;+g»q=o,        «« 
K  =  o. 

Ainsi  H  est   une  fonction  de  V  seulement,  d'où  cette  conclu- 
sion : 

Un  élément  linéaire  étant  donné  sous  la  forme 

ds*  =  d«2-4-  G(u,v)dç\ 

pour  qu'il  convienne  à  des  sur/aces  harmoniques  et  qu'en  outre 
les  courbes  v  =  const.  soient  des  géodésiques  spéciales,  il  faut 
et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonction  B  de  la  seule  variable  v  et 
une  fonction  C  de  u  et  de  v  qui  vérifient  les  deux  équations 


(7) 

BG'tt-+-  cg;,  -+-  GC'„  =0, 

(8) 

BG'„-i-2GB'-hG»C'M  =  0 

où  B 

.'  désigne  la  dérivée  de  B. 

"».  Noua  allons  appliquer  cette  règle  à  l'élément  linéaire  des  sur- 
races qui  présentent  une  famille  de  courbes  parallèles  dont  la 
courbure  géodésique  en  chaque  point  esl  fonction  de  la  courbure 
totale.  Si  I  on  rapporte  ces  surfaces  aux  courbes  considérées 
(a  =  const.)  ei  aux  géodésiques  orthogonales  (v  const.),  leur 
élémenl   linéaire  prend    la  forme  ci-dessus.  La  courbure  eréodé- 
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sique  to  des  courbes  u  =  const.  et  la  courbure  totale  (K,  Ra)-'  de 
la  surface  ont  respectivement  pour  valeurs 


i     à  /G 

i 

i     dVG 

/G     ôu 

Ri  Ra 

/G     <>"2 

Nous  exprimerons  donc  notre  hypothèse  en  écrivant  que  la 
combinaison 

j 2_  _i_  ^2/G_  ( J_  d/G\*_       ^w 

R1R2  ~  /g   ^"2        \v/g    <>"  y       ~^« 

est  une  fonction  de  w,  ce  qui  revient  à 

L'intégration  introduit  une  fonction  arbitraire  V  de  (-'  et  donne 

^H  =  b+v. 

On  conclut  de  là  que  w  est  une  fonction  de  u  -f-  V,  et  si  l'on 
pose 

i     dj/G  _  i  <?yAp(M-t-V) 

/G     <>"     '"  y/cp  (  «  ^V")  <>" 

on  trouve  immédiatement 

G(u,  v)  =  es  (m  -+-  V), 

en  réduisant  à  l'unité,  comme  il  est  permis,  la  fonction  de  ^  qui 
devrait  multiplier  le  second  membre.  Nous  obtenons  ainsi  l'élément 

linéaire 

ds-  =  du-  +  o(h  +  V)  dv-, 

qui  convient  en  particulier  à    toutes  les  surfaces   de  révolution 
quand  la  dérivée  de  V  se  réduit  à  une  constante. 

6.  Pour  simplifier  la  discussion  des  équations  (-)  et  (8)  qui  ex- 
priment la  propriété  des  géodésiques  spéciales,  nous  supposerons 
que  la  fonction  B  se  réduit  à  une  constante,  ce  qui  permet  de  faire 
B  =  i.  Alors  ces  équations  deviennent 

f^  dG    ■    rJ(CG>       n 

.  dC         à    i 

(lO) j-   ^        =0. 

du  dv  G 


-  u  - 

Introduisons  I  li\  po  thèse 

G  =  <p(a-4-V). 
L'équation  (10)  s'écrira 

dC      .„  t)     i 

i v    1 =  °- 

Ou  au  9 

Intégrant  et  désignant  ])ar  W  une  fonction  inconnue  de  i>, 
on  a 

(io)'  C=  —  -h  W, 

d'où,  par  substitution  dans  l'équation  (9), 

(9)'  (  WV'+i )©'■+-  W'cp-f-  V"=o. 

Avant  d'aller  plus  loin,  indiquons  que  la  supposition  V  =  o 
conduirait  à  l'élément  linéaire 

,/s2=  du*-+-  e«"  r/c2 

des  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Ce  cas  particulier  mentionné,  différentions  l'équation  (())'  par 
rapport  à  «,  nous  aurons 

nu  (WV'+i)?'+W'(p'=o. 

Supposons  d'abord  WV  +  1  =  o,  ce  qui  exige  soit  <p'  =  o,  soit 
W' =  0.  La  solution  cp=  consl.  correspond  aux  surfaces  dévelop- 
pables.  Si  W  est  constant,  il  en  est  de  même  de  V;  on  a 

W=  I,  \       -a  V*=o. 

'/ 

I-  équatiqn  (gf  est  une  identité.  La  fonction  f  reste  arbitraire  el 
I  élément  h  oéaire 

rf*'      rfu*-i-<p(a  —  ay)dv* 

convienl  à  toutes  les  surfaces  de  révolution. 

Vous  supposerons  désormais  !<•  produit  (WV'-hiW  diffère  ni 


-  13  — 

de  zéro.  Alors  l'équation  (i  i)  donne 

,    v  ?"  w' 

d'où  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  m  est  nul  ou  différent  de 
zéro. 

7.   Premier  cas  :  m  =  o.  La  fonction  W  se  réduit  à  .une  con- 
stante, la  fonction  cp  est  linéaire  et  l'on  peut  prendre 

o  =  n(u-T-\),         n  =  const. 

L'équation  (9)' devient 

n  (  WV  +  1)  -+-  V"  =  o 
ou,  en  intégrant, 

(  9  )"  V  -+-  n  W  V  +  /if=  o. 

Si  la  constante  W  est  nulle,  une  nouvelle  intégration  donne 

v2 
d'où  l'élément  linéaire 

ds2  =  du2  -t-  n  lu  —  n  —  1  dv2, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  plus  simple 

(  I  )  ds*  =  du1  —  ■>.(  u  —  V-)  dv2, 

en  multipliant  u  et  v  par  des  constantes  convenables. 

Si  la  constante  W  n'est  pas  nulle,  l'intégration  de  l'équation  (9)" 
donne 

v  -pe  w  +  ^ws, 

avec   une   nouvelle    arbitraire  /;.    Alors    l'élément   linéaire   peut 
s'écrire 

ds-  =  du2  -+-  n  (u  —  —  -+-pe— nWp  )  dv1. 

On  le  réduit  à  la  forme   plus  simple 

(II)'  ds3  =  du"--\-  ■>.  ^  u  -+-  av  +  be")  dv2, 


—  1(>  — 

où  n'entrent  pins  que  deux  arbitraires  a  et  b,  en  multipliant  a  et  v 
par  des  constantes  convenables.  On  peut  même,  quand  b  n'est  pas 
nul,  le  réduire  à  l'unité  en  profitant  des  constantes  qui  s'ajoutent 
à  u  et  à  o. 

Remarque.  —  Les  éléments  (I)  et  (II)  se  présentent  dans  la 
recherche  des  surfaces  réglées  harmoniques  quand  on  considère 
celles  de  ces  surfaces  qui  admettent  une  génératrice  tangente  au 
cercle  de  l'infini.  J'ai  démontré,  en  effet  ('),  que  leur  élément  li- 
néaire est  réductible  soit  à  la  forme  (I),  soit  à  la  forme  (II),  qui 
conviennent  l'une  et  l'autre  à  des  paraboloïdes  imaginaires,  sauf 
pour  b=  o,  cas  où  le  paraboloïde  est  de  révolution.  Ce  sont  là  les 
seules  quadriques  dont  on  connaisse  toutes  les  déformations,  dé- 
couvertes successivement  par  M.  Weingarten,  celles  du  parabo- 
loïde de  révolution  d'abord  (2),  puis  celles  (3)  du  paraboloïde  (I), 
enfin  celles  (4)  du  paraboloïde  (II). 

8.  Second  cas  :  m  je  o.  Nous  poserons,  pour  abréger,  t  =  u  +V. 
Les  deux  relations  (i  i)'  donnent 

(la)  W'  =  -m(WV'+i) 

(i3)  o  =  <temt—  p, 

en  désignant  par  a  et  [i  deux  constantes  arbitraires.  Substituant 
cette  expression  de  œ  dans  l'équation  (o,)'  et  tenant  compte  de 
l'équation  (12)  nous  avous,  pour  déterminer  V  et  W,  le  sys- 
tème 

(11)'  V"+wp(WV'+i)  =  o, 

1,.  W-+-/W    (WV'+i)  =  o. 

L'hypothèse  (3  —  o  donne  Y"  =  o,  d'où  l'élément  linéaire 
ils"1  =  du'1  -+-  c'«i«-«")c/i'2, 
<|in  correspond  à  des  surfaces  j  courbure  totale  constante. 


(»)  Détermination  des  surfaces  harmoniques  réglées  {Comptes  rendus  de 
/'  Icadémie des  Sciences,  1.  CX,  p.   •  1 3 :  1890). 
(')  Journal  de  C  relie,  t.  U\.  p.  383;  1861. 
(»)  Gottingei    Vachrichten;  (887. 
•}  Comptes  rendus  de  V  Icadémie  des  Sciences,  1.  t'Ait,  p.  706;  1891. 
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Soit  donc  désormais  [i  ^£  <>.  L<-  système  ci-dessus  entraîne 

V"— [SW'=o 

on  bien,  en  appelant  —  2^y  une  constante  d'intégration, 

04)  V'=P(W-2Y). 

Substituons  cette  expression  de  V  dans  l'équation  (12);  nous 
aurons 

Il  faut  distinguer,  suivant  que  n  est  nul  ou  différent  de  zéro. 
i°  Soit  n  =  o.  L'équation  (i5)  s'écrit 

—  \\  '  m 


(W-r)2       Y2' 
on  en  déduit 


W  - 
La  relation  (i4)  donne  alors 


v        1   ,  v 

Y     -     -■      lOgP 7 


et  la  formule  (i3)  devient 


«(«--)       1 
m  =  a  t>e  Y    —  — -  • 


Nous  avons  négligé  deux  constantes  additives  sans  importance. 
L'élément  linéaire  auquel  nous  arrivons  peut  être  simplifié  et  mis 
sous  la  forme 

(III)  ds*  -  r!u-  -+-  (  vr"  +'•  —  1  )  r/c-\ 

L'intégrale  quadratique  correspondante  est 

I  =  ?.  07  -f-  2     7-  —  const. 

7   '         I     iv"+' '—  I  J   J 

2°  Soit  maintenant  n  y:  o.  De  l'équation  (i5)  on  tire 

W  — •;  —       n  tang/nnpf. 
xxii.  a 
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La  relation  |  i  i  !  donne  alors 

Y  =  —  Byp  H log  eosnin  3r, 

'  '  m 

el  la  formule  (i3)  devient 

ip  =  a  COS  mn  ?>  pe^ta-Pï"!  —  p. 

L'élémenl  linéaire  cherché  est  donc 

<h-  -  du*      h  cosm/i  p(;e«(«*-PY,')—  p]rfp*. 

Si  y  est  nul,  mi  peut  le  ramener  à  la  forme  pins  simple 

I  \  ds*  =  du*-  ■+-  (  e"  cos  c  —  i  )  de*, 

el  l'intégrale  quadratique  correspondante  est 

c"  sint' 
I       ?.»« <72  =  const. 

1        eu  cosp  —  i 

Si  v  n'est  pas  nul,  il  subsiste  une  constante  arbitraire  dans 
l'expression  définitive  de  l'élément  linéaire 

(V)  ds*  =  du* -\-(eu+v  cos av  —  a*  —  i)dv*,      a(a*H-i)?  o, 

et  l'intégrale  quadratique  correspondante  est 

qï      re"+"(cosoc  —  asinav) 

I  =  ipq  -, -3 —    i 1     =  const. 

^2        a!-ri  [   e-'+^cosac  —  a2 —  i  J 

On  sait  que  la  connaissance  de  l'intégrale  quadratique  fournit 
le  changement  de  variables  propre  à  ramener  l'élément  linéaire  à 
la  forme  harmonique. 

\).  Nous  terminerons  par  une  observation  relative  aux  enve- 
loppes  des  familles  de  géodésiques spéciales.  Si  l'élémenl  linéaire 
es!  donné  sous  la  forme 

rfK*=(U  —  V)(U\du*-hY\  tfp»), 

chaque  famille   de   géodésiques   spéciales   sera    représentée   par 
l'équation  différentielle 

Ti  du  \  i  dv 

/Î        a        s  »        \ 
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où   la  lettre  a  représente  un   nombre   déterminé,  variable  d'une 
famille  à  l'autre. 

D'après  cette  équation,  on  pourrait  être  tenté  do  croire  que 
toutes  les  courbes  d'une  famille  sont  tangentes  aux  lignes  de  la 
surface  représentées  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

U  —  a  =  o,         V  —  a  =  o. 

Car  si  m0,  par  exemple,  est  une  racine  de  la  première,  pour 
u  =  u0  l'équation  différentielle  donne  en  général  du  =  o,  en  sorte 
que  les  géodésiques  de  la  famille  seront  tangentes  à  la  courbe  de 
paramètre  u0.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  si  u0  annule  la 
fonction  U,  et  fait  acquérir  une  valeur  finie  au  rapport  U|  Iy/U  —  a, 
on  n'est  plus  en  droit  d'affirmer  que  du  soit  nul.  Les  géodésiques 
de  la  famille  spéciale  peuvent  n'avoir  pas  d'enveloppe.  C'est  pré- 
cisément ce  qui  a  lieu  pour  les  surfaces  du  second  degré.  Leur  élé- 
ment linéaire  étant  mis  (en  coordonnées  elliptiques  ou  parabo- 
liques) sous  la  forme 

ds*  =  (u  —  v)  (U?  du?  -    Vf  dv*  ). 

où  U|   et  V,  ont  des  expressions  bien   connues,  c'est  en   faisant 
a  =  o  dans  l'équation 

U  !  dit  Y|  dv 


y/«  —  a        \/a  —  i> 

qu'on  obtient  les  génératrices  reclilignes,  qui  sont  des  géodé- 
siques sans  enveloppe.  Les  coefficients  de  du  et  de  dv  restent 
finis  quand  on  fait  soit  //  =  o,  soit  v  —  o. 


NOUVELLE  CONTRIBUTION  AU  PROBLÈME  DU  HUITIÈME  POINT  COMMUN 
A  TROIS  QUADRIQUES.  SON  IDENTITÉ  AVEC  UN  PROBLÈME  PLAN: 

Par  M.   IL    Picqiet. 

1.  Dans  le  premier  Volume  de  V  Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens,^. 12.  M.  Zeutben.  en  réponse  à  une  question  de  M.  Poin- 
caré,  fait  un  rapide  historique  du  problème  du  huitième  point 
commun  aux  quadriques  qui  passent  par  sept  points  donnés.  On 


—  20  - 

v  N()1|  que  ce  sujet  n'a  |>as  été  traité  par  moins  de  onze  auteurs, 
Jr.ni  les  travaux  sauf  ceux  de  M.  I*.  Serret,  ont  tous  été  publiés 
à  l'étranger,  <i  la  plupart  en  langue  étrangère.  Cette  circonstance, 
rapprochée  des  raisons  pour  lesquelles  la  question  a  été  de  nouveau 
soulevée,  m'engage  à  rappeler  dans  un  recueil  français  une  des 
solutions  que  j'en  ai  indiquées. 

En  i S7 1 ,  j'ai  donné  au  Journal  <!<■  Crelle  (t.  7o,  p.  365) 
une  première  construction  du  huitième  point,  dont  le  caractère 
linéaire  fui  à  tort  contesté  par  Borchardt,  comme  je  l'établis  en 
i885,  en  même  temps  que  j 'envoyais  à  ce  recueil  (t.  99.  p.  225) 
une  seconde  solution,  plus  simple  que  la  première  et  que  je  vais 
résumer. 

2.  Construction.  —  Soient.  1,  2,  3,  4,  5,  (),  7  les  sept  points 
donnés. 

1"  Dans  le  plan  .j  G  7  joindre  le  point  5  à  deux  des  trois  cou- 
ples de  sommets  opposés  du  quadrilatère  complet  résultant  de 
l'intersection  de  ce  plan  avec  le  tétraèdre  1  2  3  4,  et  prolonger 
ces  deux  couples  de  droites  jusqu'à  la  droite  o"  7.  sur  laquelle  elles 
déterminent  deux  couples  de  points  a,  a1  et  b,  !>' .  Mener  parle 
point  6  une  droite  quelconque  qui  coupe  le  couple  (5â,  5a')  aux 
points  c  <t  <  •':  joindre  bc  qui  coupe  5  a'  en  d  et  b'd  qui  coupe  5  a 
en  '/'.  La  droite  <hl  détermine  sur  6'  7  un  point  x. 

2°  Opérer  de  même  dans  les  plans  ,\  6  7  et  3  (>  7  a\ec  la  droite 
6  -  et  respectivement  les  points  \  et  3,  ce  qui  donne  sur  cette 
droite  deux  nouveaux  points  [i  et  y. 

3"  Le  plan  V  mené  par  6  7  et  formant  avec  les  trois  précédents 
un    rapport  a  11  harmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  7.  a,  |3,  Y 

passe  par  le  point  cherché. 

4°  Les  mêmes  constructions,  répétées  den\  luis,  en  substituant 
;i  l,i  droite  6  7  les  droites  i  5  el  2  3,  par  exemple,  déterminent  le 
point  8  par  l'intersection  de  trois  plans.  Mais  on  peut  aussi  opérer 

<  Omme  il  Suil   dans    le  plan   I*. 

Figurer  sur  ce  plan  les  traces  l)t,  Da,  lJ:t  du  trièdre  formé  par 
les  trois  droites  1  \.  >  j..i  [  et  les  traces  A,.  A2,  A:!  du  trièdre  formé 
par  les  trois  droites  i  .>.  ■-.,.  3  5  (deux  triangles  homologiques). 
Chercher  le  point  d  intersection  de  la  droite  6  7  el  de  I)|  que  l'on 
joindra   par  une    droite  G<    an   point  d'intersection  de  D2  et  D3; 
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chercher  de  même  le  point  d'intersection  de  6  7  et  de  A,  que  l'on 
joindra  par  une  droite  G2  an  point  d'intersection  de  A2  et  A;,  ;  la 
droite  qui  joint  les  points  (G,  Go)  et  (D|  A,  )  passe  par  le  point  8. 
La  même  construction,  répétée  une  fois  en  permutant  les  côtés 
du  triangle  D,  D2  D3  et  de  la  même  manière  ceux  du  triangle 
A|  A2  A;!,  donne  une  seconde  droite  passant  par  le  point  8. 

3.  Parmi  les  autres  solutions  du  même  problème,  je  veux  rete- 
nir celle  que  M.  Reye  a  publiée  dans  le  tome  suivant  du  Journal 
de  Crelle  (t.  100,  p.  487)  (')•  Elle  diffère  complètement  de  la 
précédente,  en  ce  sens  surtout  qu'elle  opère  toujours  dans  l'es- 
pace. A  première  vue,  elle  parait  plus  simple;  il  y  a  lieu  toutefois 
de  se  demander  si,  en  détaillant,  comme  pour  la  mienne,  chaque 
élément  de  la  construction  on  n'arriverait  pas  à  l'opinion  con- 
traire. M.  Emile  Lemoine  pourrait  seul  nous  le  dire,  grâce  à  ses 
procédés  géomélrographiques.  La  voici  : 

Avec  six  des  sept  points  donnés  1,  2,  3,  4<  J,  63  7  former  trois 
couples  1  2,  3  4j  5  6.  Par  les  points  /,  k  d'un  de  ces  couples  mener 
deux  transversales  rencontrant  les  deux  droites  sur  lesquelles  sont 
les  deux  autres  couples.  Mener  par  7  une  transversale  (i  k)  qui 
coupe  les  deux  précédentes.  On  a  ainsi  trois  droites  (  1  2),  (3  4), 
(5  6)  passant  par  le  point  7  et  formant  les  arêtes  d'un  trièdre. 

Chercher  les  points  d'intersection  des  droites  (1  2),  (3  4)5  (5  6) 
avec  les  faces  respectivement  opposées  de  ce  trièdre,  et  couper  le 
trièdre  par  le  plan  de  ces  trois  points. 

On  obtient  ainsi  un  triangle  dont  les  côtés  rencontrent  respec- 
tivement les  droites  (  1  2),  (3  4)3  (à  6)  en  ces  trois  points  et  déter- 
minent avec  elles  trois  plans  passant  par  le  point  cherché. 

M.  Reye  termine  en  faisant  observer  que,  dans  le  cas  où  quatre 
des  points  donnés  sont  dans  un  même  plan,  sa  solution  s'ap- 
plique encore,  mais  qu'il  y  en  a  une  plus  simple.  Je  ne  sais  s'il  l'a 
publiée  ailleurs,  mais  elle  est  effectivement  si  simple  qu'il  est  aussi- 
tôt fait  de  la  donner  que  d'en  parler. 

Le  plan  P  des  quatre  points  et  le  plan  Q  qui  passe  par  les  trois 


(')  M.  Reye  glisse  légèrement  sur  l'historique  de  la  question.  Suivant  lui,  elle 
a  été  traitée,  pour  parler  court,  par  Casparv  et  Schrôter,  qui  ont  pris  pour  point 
de  départ  les  travaux  de  liesse,  et  sa  solution  est  la  troisième.  On  voit  que  les 
géomètres  non  allemands  n'existent  pas  pour  le  savant  professeur  <lr  Strasbourg. 


autres  forment«en  effet  une  quadrique  passant  parles  sept  |)oinls; 
le  huitième  poinl  est  donc  dans  l'un  des  deux  plans.  Les  coniques 
passanl  par  les  quatre  premiers  points  déterminent  sur  la  droite 
PQ  une  involution  dont  deux  couples  de  points  conjugués  s'ob- 
tiennent immédiatement,  et  comme  les  couples  de  points  de  cette 
involution  sont  ceux  où  la  droite  coupe  toutes  les  quadriques  du 
système,  il  en  résulte  que  les  coniques  de  ces  quadriques  dans  le 
plan  Q,  lesquelles  passent  par  trois  points  et  sont  conjuguées  à 
deux  points  fixes  sur  la  droite  PQ  (quatrième  condition  linéaire), 
passenl  par  un  quatrième  point.  D'où  la  construction  : 

Joindre,  dans  le  plan  P,  i  2  et  3  4  qi|i  donnent  a  et  a'  sur  la 
droite  PQ  ;  joindre  de  même  i  3  et  a  .\  qui  donnent  b  et  b'.  Join- 
dre, dans  le  plan  Q,  5  6  qui  donne  c  sur  PQ  ;  construire  (par  la 
règle)  ('),  le  sixième  point  c'  de  l'involution  aa\  bb',  c;  la  droite 
-'  passe  par  le  point  cherché.  Joindre  de  même  5  7  qui  donne 
il  sur  PQ  ;  la  droite  6d'  achève  de  déterminer  le  point  8. 

4.  M.  Poincaré  a  aussi  demandé  dans  V Intermédiaire  la  solu- 
tion du  problème  du  neuvième  point  d'un  faisceau  de  cubiques 
planes.  M.  Zeuthen.  lui  répondant,  a  indiqué  une  solution  de 
Chasles  (Comptes  rendus,  t.  XLI)  et  une  solution  antérieure  de 
YYeddle  et  Hart  (  Cambridge  and  Dublin  mat hemai irai  Jour- 
nal, t.  VI).  Je  croyais,  pour  ma  part,  que  ce  problème  avait  donné 
lieu  à  autant  de  recherches  que  le  précédent  ('-);  mais  une  chose 
m  «'tonne  davantage,  c'est  que  personne  n'ait  fait  remarquer  leur 
identité  complète,  ("est  ce  qui  semble  du  moins  résulter  de  ce 
fait  que  le  rapprochement  des  deux  questions,  qui  sans  doute  n'est 
pas  fortuit,  n'a  pas  été  en  même  temps  une  occasion  de  souligner 
leur  identité  qui  est  absolue,  comme  je  vais  le  prouver  et  comme  je 
l'ai  observé  depuis  longtemps. 

.).   Considérons   les   cubiques  planes  passanl    par   huit    points 

».   |,    ).  (J,  7,  8,  et  d'un  point  S  pris  sur  une  quadrique  (Q), 

projetons-les  coniquemenl  sur  «cite  quadrique  ,  après  avoir  pris 

-"in  de  faire  passer  la  surface  par  les  droites  qui  joignent  le  point  S 

(')  Voir  ma  Géométrie  analytique,  p.  362. 

\  n'ai  dire,  il  ne  faut  pas  compter  la  Bolulion  anglaise  qui  n'esl  m  linéaire 
111  projective  el  •■  recours  notamment  .1  l'emploi  de  quatrièmes  proporli iclles. 


—  2:i  — 

à  deux  des  huit  points,  i  et  2  par  exemple.  Chaqive  cône  projeclif. 
coupant  la  quadriqué  suivant  deux  génératrices,  la  coupera  en 
outre  suivant  une  quartique  (G). 

On  sait  qu'il  existe  deux  espèces  de  quarliques  gauches  :  une 
quartique  de  la  première  espèce  (biquadratique  gauche)  est  l'inter- 
section commune  d'une  infinité  de  quadriques;  elle  est  coupée  en 
deux  points,  sur  chacune  de  ces  surfaces,  par  toute  génératrice  de 
la  surface;  au  contraire,  par  une  quartique  de  la  seconde  espèce 
il  ne  passe  qu'une  quadriqué  et  les  génératrices  d'un  système  ren- 
contrent la  courbe  en  un  point,  tandis  que  celles  de  l'autre  système 
la  rencontrent  en  trois  points. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  la  quartique  (C)  est  rencontrée  deux 
fois  par  toute  génératrice  de  la  quadriqué  (Q).  Cette  génératrice 
rencontre,  en  effet,  l'une  des  deux  génératrices  Si,  S  2,  la  pre- 
mière par  exemple,  et  comme  elle  coupe  en  trois  points  le  cône 
projeclif  de  lune  des  cubiques  planes,  que  d'ailleurs  ces  trois 
points  doivent  se  trouver  sur  l'intersection  du  cône  et  de  la  qua- 
driqué Q,  il  en  reste  deux  sur  la  quartique  C,  laquelle  est,  par 
suite,  une  biquadratique  gauche. 

Ainsi,  à  toutes  les  cubiques  planes  données,  correspondent  sur 
la  quadriqué  les  biquadraliques  passant  parle  point  S  (  '  )  et  les  pro- 
jections 3',  4'5  5',  6',  7',  8'  des  points  donnés  3,  4>  5,  6,  7,  8.  Si 
l'on  admet  que  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  ces  sept  points 
passent  par  un  huitième  point  (/,  les  biquadraliques  suivant  les- 
quelles elles  coupent  la  quadriqué  Q  passeront  elles-mêmes  par 
ce  point  et  les  cubiques  auront  dans  leur  plan  un  neuvième  point 
commun  9,  projection  conique  de  9'. 

On  démontrerait  d'une  façon  analogue  que,  si  l'on  admet  le 
théorème  sur  les  cubiques,  la  représentalion  plane  des  figures  tra- 
cées sur  une  quadriqué  permet  d'en  conclure  la  proposition  rela- 
tive aux  quadriques  qui  passent  par  sept  points;  d'où  il  suit  que 
les  deux  propositions  sont  identiques. 

6.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  chacune  des  constructions 
connues  du  huitième  point  commun  à  trois  quadriques  permet  de 
trouver    le   neuvième   point    d'un    faisceau  de    cubiques    planes. 

(')  Sans  quoi,  le  cône  qui  les  projette  serait  du  quatrième  degré. 
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Comme  il  est  préférable  de  ramener  le  problème  de  l'espace  au  pro- 
blème plan,  je  \ais  donner  une  nouvelle  solution  du  huitième 
point  commun  à  trois  quadriques,  en  m'appujant  sur  la  solution 
du  problème  plan. 

Soient  i,  2,  3,  j.  5,  6,  7  les  sept  points  donnés,  et  (D)  la  droite 
d'intersection  des  plans  (  i  a  3),  (4  5  6).  La  droite  (2  3)  coupe  D 
en  a  :  je  joins  {o/\).  De  même  la  droite  (5  6)  coupe  (D)  en  b;  ]e 
joins  (b\).  Les  deux  couples  de  droites  (b  î  )  (2  3)  et  («4)  (5  6), 
qui  constituent  deux  coniques  ayant  une  corde  commune  ab  sur 
la  droite  d'intersection  de  leurs  plans,  déterminent  avec  le  point 
n  une  quadrique  (Q)  dont  le  plan  tangent  en  -  est  défini  par  les 
deux  droites  menées  par  ce  point  et  rencontrant,  la  première  les 
génératrices  de  même  système  (ib),  (/\(t),  la  seconde  les  géné- 
ratrices de  l'autre  système  (2  3),  (5  6). 

Soient  y'  et  7"  les  traces  de  ces  deux  droites  sur  le  plan  (  1  2  3)} 
soient  4«  •>'?  6'  les  projections  sur  ce  plan  des  points  4?  5,  6  vus 
du  point  y;  soit  8' le  neuvième  point  commun  dans  ce  plan  à  toutes 
les  cubiques  qui  passent  par  les  points  1,  2,  3,  4'?  5',  6',  l',  7".  Le 
point  8  cherché  est  la  projection  sur  la  quadrique  (Q)  du  point  8' 
\u  du  point  7.  D'où  la  construction  suivante  : 

Tracer  la  droite  d'intersection  des  plans  (12  3),  (4  5  6);  joindre 
(  2  3  t  ipii  coupe  cette  droite  en  a  et  tracer  («4)>  joindre  (5  6)  qui 
coupe  cette  droite  en  b  et  tracer  (b  1  ).  Mener  par  y  les  deux  droites 
y  [(  1  b)  (4«)]  el  7  [(2  3)  (5  6)]  dont  les  traces  sur  le  plan  (  1  -i  3) 
sont  7'  et  7 ". 

Projeter  du  point  y  sur  le  même  plan  les  points  4,  5,  (3,  en  4', 
V,  <i'.  Construire  dans  ce  plan  le  neuvième  Doit  8'  commun  aux 
cubiques  qui  passent  par  1 .  •?,  3,  4',  5'-,  6',  7',  y".  Joindre  y  8'  et 
chercher  le  second  point  d'intersection  de  cette  droite  avec  la 
quadrique  déterminée  par  le  point  7  et  les  couples  de  droites 
[I  .*)<a3)],|  |a,  56]. 

\  cet  efl'et,  considérer  le  plan  passant  par  (-  8')  el  l'une  des 
génératrices  issues  de  7.  7I  1  6)1  \aj\  par  exemple.  Ce  plan  coupe 
la  quadrique  suivant  une  autre  droite,  qui  esl  celle  qui  joint  Ses 
points  <l  intersection  avec  leN  génératrices  (a  3)  et  (5  6);  et  cette 
droite  rencontre  la  droite  1  7  8')  au  point  cherché. 

\  défaut  d'autre  mérite,  cette  solution  a  tout  au  moins  celui 
d'affirmej  I  identité  des  deux  problèmes.  Celui  du  neuvième  point 
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commun  aux  cubiques  planes  est  d'ailleurs  très  simple  dans  ce 
cas  et  se  ramène  immédiatement,  vu  la  situation  particulière  des 
huit  points,  à  celui  du  quatrième  point  commun  à  deux  coniques 
déterminées  chacune  par  cinq  points  dont  trois  leur  sont  com- 
muns. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  7    FÉVRIER    1894. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    PICQUET. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Principes  de  lu  méthode  de  M .  Avnoux  concer- 
nant V  étude  des  espaces  arithmétiques  hyper  magiques . 

M.  Gentj  adresse  une  Note  sur  des  couples  de  surfaces  àppti- 
cubles. 

M.  Koekigs  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  un  mouvement  particulier  d'un  point  dans  le  plan. 

Je  pose  le  problème  du  mouvement  d'un  point  dans  un  plan, 
en  le  supposant  attiré  par  deux  axes  rectangulaires  en  raison  in- 
verse du  cube  des  distances.  Les  équations  du  mouvement 

dix  _         V  d'-y  _         B 

(,)  ~dt*  "~       x*'         ~d&       " 


y* 


s'intègrent  immédiatement  et  donnent 


/dx\*        A  dyY        B 

(a)  (  __       =  _  +  a,  (  -4.  ) h  'i  ; 

\  dt   '          x-  '   dt )         y- 

(3)                    ar*  =  a<*-+-a')»r--,  .y«=P(t-HP')« 


Y 


Les  quantités  %',  fi',  a,  (3  sont  des  constantes;  on  peut  disposer 
des  données  initiales  de  sorte  que  a,  fi  soient  indifféremment  posi- 
t  ives  ou  négatives. 

L'élimination  du  temps  entre  les  équations  (3)  donne  une  équa- 
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tion  du  quatrième  degré  dont  l'ensemble  des  termes  du  plus  liant 


degré  est 


toutes  les  trajectoires  pour  lesquelles  on  a  aj3  <<  o  sont  des  courbes 
fermées. 

On  pourrait  s'attendre  de  prime  abord  à  voir  le  mobile  décrire 
périodiquement  la  courbe  fermée.  Mais  le  temps  est  lié  algébri- 
quement à  ./•  rt  à  r;  le  mouvement  périodique  est  impossible. 

Supposons  a<o  et  ^i>o.  L'équation 

a(  t  -»-  %'  )*  —  —  =  o 
tx 

admet  deux  racines  réelles  t'  et  -^>~'.   Pour  que  la  valeur  de  x- 

soit  positive,  il  faut  que  t  soit  compris  entre  7'el  7.  Donc  le  temps 

dans  ce  problème  ne  peut  dépasser  la  valeur  t. 

La 'raison  de  ce  fait   est  facile  à  comprendre.  Un   mouvement 

peut  être  légitimement  continué  au  delà  d'une  époque  t  à  la  con- 

....  .  ,  ,  dx    dv     dtx    d*  v  . 

dition  expresse  que  les  valeurs  de  x,  y,  -3-1  ~7  —. —  — j—  a  celte 
11  K       (Il    dt     'II1      di' 

époque  -  fournissent  les  éléments  initiaux  acceptables  d'un  mou- 
vement qui  sera  le  prolongement  du  mouvement  antérieur  à 
l'époque  t.  Or  ici,  pour  £  =  x,  on  voit  que  la  vitesse  et  l'accélération 
sont  infinies;  on  ne  peut  donc  en  aucune  manière  continuer  le 
mouvement  au  delà  de  l'époque  t. 

Dans  un  article  inséré  au  tome  X  du  Bulletin  de  la  Société, 
RI.  Gascheau  a  consacré  un  article  à  un  problème  de  Poisson  sur 
l'attraction  par  un  cenlre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la 
distance.  M.  Gascheau  a  complètement  méconnu  le  principe  que 
je  viens  d'énoncer.  La  rédaction  du  Bulletin  a  fait  suivre  cet  ar- 
ticle d'une  Noie  où  elle  formule  des  réserves  au  sujet  de  la  Note 
de  M.  Gascheau;  mais  il  faut  bien  avouer  que  cette  Note  elle-même 
esl  gravemenl  fautive,  quand  elle  allègue  (pi' un  corps  a  ni  ré  par  un 
centre  li\<'  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  el  tombanl  en 
ligne  droite  sur  ce  centre  fi\e  rebondira  sur  lui  après  la  chute 
poui  revenir  au  point  de  départ,  lui  réalité,  lors  de  la  chute,  la 
l"'1'  el  la  vitesse  deviennenl  infinies  et  l'on  n'a  plu-  le  droit  de 
•  ontinuei  le  mouvement. 


Si  l'on  envisage  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  attiré  par 
un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  puissance  (m  —  i)"'"lede  la 
distance,  oùo<^/«<  i,  on  reconnaît  que  la  chute  a  lieu  au  bout 
d'un  temps  fini;  la  vitesse  est  finie  à  l'instant  de  la  chute,  mais 
l'accélération  devient  infinie.  Dans  ces  conditions,  il  n'est  plus 
permis  d'outrepasser  L'époque  de  la  chute. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 
Sur  les  courbes  autopolaires  par  rapport  à  une  conique  donnée. 

Etant  donnée  une  conique  S,  une  courbe  est  autopolaire  par 
rapport  à  S  quand  elle  est  à  elle-même  sa  polaire  réciproque. 

i°  Il  est  facile  de  former  l'équation  générale  des  coniques  S 
autopolaires  par  rapport  à  S;  cette  équation  contient  deux 
paramètres  u  et  v. 

2"  Si  l'on  établit  entre  u  et  v  une  relation,  la  conique  S  enve- 
loppe une  courbe  autopolaire  par  rapport  à  S.  Réciproquement 
toute  courbe  autopolaire  peut  être  obtenue  de  cette  façon. 

On  remarquera  l'analogie  avec  les  anallagmatiques  de  M.  Mou- 
tard . 

Ces  considérations,  que  je  développerai  ultérieurement,  peuvent 
s'étendre  à  l'espace. 


SEANCE  DU  21   FÉVRIER    1894. 


PRESIDENCE    DE   M.    POINCARE. 


Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  la  discontinuité  en  Mécanique. 

M.  Fouret  :  Sur  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut 
mener  à  une  surface  par  une  droite  qui  y  est  située. 

M.  D.  André  :  Sur  certaines  suites  récurrentes. 

M.  Touche  :  Si/r  l'équation  de  continuité  en  Hydrody- 
namique. 

M.   Humberl  :  Sur  les  fonctions  abéliennes  intermédiaires. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


PRINCIPES  DE  LA  MÉTHODE  DE  M.  ARNOUX 
CONCERNANT  LÉTUDE  DES  ESPACES  ARITHMÉTIQUES  HYPERMAGIQUES: 

Par  M.  C.-A.  Laisant. 

Préliminaires.  —  L'un  de  nos  collègues  de  la  Société  mathé- 
matique, M.  \rnoux,  ancien  officier  de  marine,  s'est  livré  depuis  de 
longues  années  à  des  recherches  curieuses  sur  l'étude  des  carrés 
magiques,  à  laquelle  il  a  donné  une  extension,  fort  remarquable  à 
mon  avis.  Les  principes  de  ses  méthodes  se  trouvent  développés 
dans  un  volume,  actuellement  sous  presse,  intitulé  :  Arithmétique 
graphique  ;  les  espaces  arithmétiques  hypermagiques,  et  qui  sera 
probablemenl  publié  dans  quelques  semaines.  L'auteur,  qui  vit 
dans  une  petite  commune  des  Basses-Alpes,  en  dehors  du  mou- 
vement mathématique  contemporain,  a  bien  voulu  faire  appel  à 
mon  amitié  pour  me  demander  de  l'aider  dans  la  rédaction  de 
ce  volume;  j'ai  donc  été  conduit  à  étudier  ses  méthodes  avant 
qu'elles  n'aient  été  soumises  au  public,  et  il  m'a  semblé  inté- 
ressant d'en  faire  connaître  la  substance  à  la  Société  mathé- 
matique. 

Il  \  a  en  effet  une  telle  originalité,  une  telle  puissance  d'in- 
vention dans  1rs  méthodes  dont  il  s'agit,  que  je  serais  bien  étonné 
si  I  Arithmétique  n'arrivait  pas  quelque  jour  à  les  utiliser,  soit 
pour  obtenir  des  démonstrations  plus  simples  de  vérités  connues 
déjà,  soit  pour  découvrir  des  vérités  nouvelles. 

Pour  faire  comprendre  comment  l'auteur  pose  le  problème  de 
I  hvpermagie,  il  faul  tout  d'abord  reproduire  quelques  définitions 
qui  sonl  à  la  base  d<-  s,,  méthode;  il  importe  de  bien  comprendre 
en  effel  que  l< \s  constructions  de  carrés  magiques,  ou  d'espaces 
magiqties  en  général,  auxquelles  il  s'est  appliqué,  n'ont  guèreété 
pour  lui  qu  une  occasion  d'utiliser  des  idées  générales,  avant  une 
bien  autre  portée  qu  un  simple  amusement  arithmétique. 

Espaces  arithmétiques  modulaires.  —  Si  l'on  imagine  une 
li-ie    droite  sur  laquelle  sonl    placés  m   objets  (ou   ///  nombres) 
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équidistants,  el  si  la  figure  formée  par  ces  objets  se  reproduit, 
indéfiniment  sur  le  prolongement  de  cette  droite  dans  les  deux 
sens,  la  disposition  qui  en  résulte  est  appelée  par  l'auteur  un 
espace  arithmétique  à  une  dimension,  de  module  m.  Dans  un 
tel  espace  modulaire  infini,  tous  les  faits  constatés,  toutes  les 
nouvelles  ligures  tracées  dans  un  segment  quelconque,  pareil  à 
celui  qui  a  servi  de  point  de  départ,  pourront  être  reproduits  dans 
celui-ci,  qui  sera  en  quelque  sorte  Y  image  de  la  succession  infinie 
dont  nous  venons  de  parler.  On  représentera  ainsi  l'espace  modu- 
laire infini  par  une  figure  comprenant  m  objets  seulement. 

Par  exemple,  soit  m  =  5  et  supposons  les  cinq  objets  a,  b,  c,  d.  e 
composant  l'espace  modulaire  à  une  dimension 

...  abcdeabcdeabcdeabcdeabcde       ... 

Si,  partant  de  la  première  position  a  pour  origine,  en  prenant 
pour  unité  les  intervalles  consécutifs,  nous  suivons  une  marche 
régulière  dont  le  pas  soit  i,  nous  trouverons  les  objets  dans 
l'ordre  écrit  ci-dessus,  c'est-à-dire  abcde  indéfiniment  re- 
produits. Une  marche  de  pas  2  donnerait  acebd,  le  pas  3, 
adbec,  etc..  Le  pas  5,  seul,  donnerait  dans  cet  exemple, 
a  a  a  .  .  . ,  ou  b  b  b  .  .  . ,  c'est-à-dire  des  objets  identiques  à  celui 
d'où  l'on  est  parti;  et  toujours  la  période  ainsi  obtenue  pourra  être 
figurée  dans  le  premier  segment  abcde. 

Une  marche  qui  rencontre  tous  les  objets  différents  est  dite 
une  marche  magique.  Une  marche  dont  le  pas  serait  5  ou  un 
multiple  de  5  (en  général  m  ou  un  multiple  de  m)  serait  une 
marche  des  identiques,  ou  d' invariation. 

On  comprend  déjà  toute  l'analogie  qui  rattache  ces  considé- 
rations graphiques  à  la  théorie  des  congruences,  que  M.  Arnoux 
considère  toujours  comme  de  simples  équations  où  l'on  doit 
faire  m  =  o.  On  voit  aussi  qu'il  y  aura  une  distinction  capitale  à 
établir  entre  les  cas  où  le  module  est  premier  et  ceux  où  il  est 
composé.  Nous  ne  nous  occuperons  à  peu  près  que  du  cas  de  m 
premier,  le  plus  simple  de  beaucoup,  dans  cette  exposition 
sommaire. 

Si,  au  lieu  d'un  segment  sur  lequel  sont  portés  m  objets,  nous 
supposons  m-  objets  placés  sur  /;/  segments  pareils,  parallèles  et 
xxii.  2* 
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équidistants,  par  exemple  dans  les  m2  cases  d'un  carré,  et  si  par 
la  pensée  nous  imaginons  ce  carré  reproduit  identiquement  dans 
le  sens  de  ses  deux  dimensions,  et  dans  toute  l'étendue  du  plan 
auquel  il  appartient,  nous  aurons  de  même  un  espace  arithmé- 
tique à  tleux  dimensions,  de  module  m,  qui  trouvera  sa  représen- 
tation ou  son  image,  dans  le  carré  primitif.  Une  case  quelconque 
de  cet  espace  aura  deux  coordonnées  x,y  qui  pourront  l'une  et 
l'autre  être  considérées  comme  plus  petites  que  ;w,  puisqu'il  ne 
faudra  jamais  prendre  que  les  restes  des  divisions  par  m,  pour 
tout  ramener  au  premier  carré. 

On  voit  encore  qu'un  cube  de  m3  cases  pourra  représenter  un 
espace  arithmétique  de  module  m  à  trois  dimensions,  exactement 
de  la  même  manière.  Un  espace  à  quatre  dimensions  serait  figuré 
par  une  collection  de  m  cubes  pareils,  supposés  par  exemple 
rangés  en  file.  L'une  quelconque  des  m4  cases  aurait  quatre 
coordonnées,  les  (rois  premières,  x,  y,  z  par  exemple,  indiquant 
sa  position  dans  son  cube,  et  la  quatrième  t,  le  numéro  de  ce 
cube  dans  la  file  des  m  cubes.  Il  est  facile  de  s'élever  ainsi  à  la 
conception  d'un  espace  arithmétique  modulaire  à  autant  de  di- 
mensions qu'on  voudra,  et  à  la  possibilité  de  représenter  maté- 
riellement de  tels  espaces.  Nous  nous  bornerons  exclusivement 
ici  aux  espaces  à  deux  dimensions,  qui  suffisent  pour  donner  une 
idée  des  principes  essentiels,  principes  faciles  à  étendre  ensuite 
aux  espaces  supérieurs. 

Directions  dans  un  espace  à  deux  dimensions,  de  module 
premier.    —    Reprenons,   pour    plus    de    simplicité,    l'exemple 

Fig.  .. 
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de  //'        5e1  lupposons  un  carré  de  :>.\)  cases.  Si,  partant  de  la  case 
origine  (  >  Bit  liée  à  gauche  et  en  haut,  nous  choisissons  une  a  une 
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case  quelconque  du  carré,  A,  ayant  par  exemple  pour  coor- 
données x  =  2,  y  =  i ,  et  si  nous  traçons  la  droite  OA  sur  l'espace 
indéfini,  par  les  centres  des  deux  cases,  nous  obtiendrons,  en 
marchant  sur  cette  droite  du  même  pas  régulier  OA,  la  succession 
des  cases  O,  A,  B,  C,  D,  indéfiniment  reproduites  dans  le  même 
ordre.  On  trouvera  donc  5  cases  différentes,  et  5  cases  seulement, 
en  suivant  cette  marche.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  deux 
faits  :  le  premier,  c'est  qu'il  en  serait  de  même  si  l'on  parlait  de 
toute  autre  case  que  O  ;  le  second,  c'est  que,  en  parlant  de  O,  et 
marchant  du  pas  OA,  ou  OB,  OC,  OD,  on  retombera  toujours 
sur  les  5  mêmes  cases  dans  un  certain  ordre.  C'est  à  un  tel  groupe, 
répondant  à  des  cases  qui  sur  l'espace  indéfini  se  trouveraient  en 
ligne  droite,  qu'on  donne  le  nom  de  ligne  arithmétique,  de  di- 
rection donnée;  et  l'ensemble  des  lignes  arithmétiques  de  même 
direction,  obtenues  en  partant  des  diverses  cases,  forme  une 
direction  arithmétique. 

On  voit,  en  parlant  de  l'origine  O,  que  la  même  case  ne  peut 
appartenir  à  deux  directions  différentes;  comme  il  y  a  a5  cases 
en  tout  (m-  en  général)  et  que  chaque  direction  partant  de  O 
rencontre  4  cases  (m  —  i  en  général)  non  compris  O,  le  nombre  des 

directions  possibles  est  donc  —  =  6  (en  général ■ —  =  m  +  i  ). 

4  \  ni  —  i  / 

Une  direction  quelconque  est  caractérisée  par  les  coordonnées 
rt,  b  de  la  première  case  à  atteindre  enparlantde  l'origine,  etque 
M.  Arnoux  représente  par  le  symbole  ax  +  by.  Il  désigne  en  outre 
par  ((m))  l'un  quelconque  des  nombres  o,  i ,  3,  . .  .,/>?  —  i  inférieurs 
à  m,  et  en  écrivant  ((m))(tf#  -+-  by)  il  a  l'expression  d'une  direc- 
tion arithmétique  de  l'espace.  Par  exemple,  la  direction  figurée 
plus  haut  s'écrirait  ((5))  (23?  +  ly)  et  exprimerait  qu'on  rencontre 
successivement  les  cases  dont  les  coordonnées  sont  : 


X. 

0.2  =  0, 

1.2  = 

2, 

2  .2          i  • 

3.2  =   1  , 

1.2  =  3    j 

(  îiidd  'x 

y- 

0. 1  =  O, 

I  .  I  = 

'. 

2.1  =2, 

3.i  =  3, 

4.1=4  \ 

Directions  magiques,  espaces  hypermagiques.  —  Si  l'on 
suppose  que  le  carré  représentatif  de  l'espace  à  deux  dimensions 
de  module  m  ;iil  ses  cases  remplies  par  les  m-  nombres  différents 
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suivant  une  disposition  quelconque9  la  somme  de  tous  ces  objets 

//i'1 |  m 2  —  i )     r  . .       ,    i 

esl  — •  Le  quotient  de  cette  somme  par  m  est 

/»  (  m  -  —  i  j        (  m  —  i  )  m  (  m ■•+•  I  ) 


c'est  ce  qu'on  appelle  la  somme  magique  correspondant  au  mo- 
dule m. 

(  îeci  posé,  si  chaque  ligne  comprise  dans  une  direction  arithmé- 
tique déterminée,  dans  le  carré  dontnous  venons  de  parler,  contient 

,  ,,    .  ,  ,  •  ,      •       ,  (    /Il    —   l)m(lH   ~h\) 

des  éléments  dont  la  somme  soit  précisément  ,  on 

dira  que  cette  direction  esl  magique.  Et  un  espace  à  deux  di- 
mensions est  hypermagique,  quand  il  présente  le  plus  grand 
nombre  possible  de  directions  magiques. 

On  reconnaît  que  la  définition  ordinaire  des  carrés  magiques 
revient  à  dire  que  les  directions  ((m))(\x  -j-  oy)  et  ((m)  (ose  -+-  \y) 
sont  magiques,  et  qu'il  en  est  de  même  des  deux  lignes, diagonales 
du  carré. 

Si  les  quatre  directions  ((m))(ix-\-oy),  ((m))(ox -\- \ y), 
((m))(ix  -f-  i y),  ((m))(ix —  \ y)  sont  magiques,  on  a  un  carré 
diabolique,  selon  la  définition  d'Edouard  Lucas,  c'est-à-dire  un 
carré  magique  qui  reste  encore  magique  si,  après  l'avoir  sectionné 
verticalement  ou  horizontalement,  on  fait  permuter  entre  elles  les 
deux  parties  ainsi  obtenues. 

Position  fondamentale  principale.  —  Reprenons  encore 
l'exemple  m  =  5,  et  supposons  que  nous  ayons  écrit  les  25  nombres 
o,  i,2,  ....  ■> \  dans  leur  ordre  sur  5  lignes  horizontales  de  ma- 
nière à  former  un  carré 

o  i  ■>.  i  l\ 

5  6  ;  S  g 

10  II  i  ■>.  i  î  i  \ 

i  "i  i(>  17  18  ig 

'<»      2]       23      'l'\      2/j 

Celte  disposition,  qui  s'étend  d'elle-même  à  un  module  quel- 
conque,   esl    Ce    que    l'auteur  appelle   la  position    fondamentale 

pi  incipale  du  c.wn'-  de  module  5. 
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Celle  position  fondamentale,  si  nous  employons  pour  écrire  les 
nombres  le  système  de  numération  de  base  5,  deviendra 

oo     01     02     o3     04 
i o     ii      12     1 3     1 4 

20       21        22       23        >| 

in      3l      32      33       \\ 

4o    4i    42    43    Ï4 

Méthode  des  abaques.  Transformation  en  quinconce.  —  En 
séparant  les  deux  chiffres,  dans  la  figure  précédente,  on  obtient 
les  deux  Tableaux  ; 

0  o     o     o     o  o     I 

1  I        I        I        I  0       1 

(  2  )    {    2       2       2       2       2  0       1 

3  3     3     3     3  o     i 

4  ï     ï     4    4  o     i 

auxquels  M.  Arnoux  donne  le  nom  d'abaques. 

Dans  le  premier  abaque,  toute  direction,  à  l'exception  de  celle 
des  x,  rencontrera  les  cinq  nombres  différents  o,  ï,  a,  3,  4;  de 
même  dans  le  second,  à  l'exception  de  la  direction  des  y.  11  en 
serait  encore  de  même  si  l'on  formait  une  permutation  quel- 
conque des  colonnes,  ne  modifiant  pas  le  premier  abaque,  ou  des 
lignes  horizontales  ne  modifiant  pas  le  second. 

Donc  la  position  fondamentale  principale,  et  toutes  celles  qui 
s'ensuivent  par  permutation  des  lignes  ou  des  colonnes,  sont  telles 
que  toutes  les  directions  sont  magiques,  sauf  celles  des  x  et  desj^. 
En  effet,  on  aura  pour  somme  des  éléments  rencontrés  par  une 
ligne    de    direction    quelconque    (sauf   les    deux    exceptions)  : 

(o  +  i  +  2  +  3  +  4)5  +  (o+i  +  2  +  3  +  4),     et,    en    général. 

(m  —  [)/«               (  m  — 1)/«         (m  —  \)m('m-hi)        ,  ...» 
m  H — 5   c  est-a-dire  nrecisé- 

2  2  2  i 

ment  la  somme  magique,  qui  est  6o  dans  notre  exemple. 

La  position    fondamentale    principale    donne    donc     un    carré 
lrypermagique,  et  il  en  est  de  même  de  toutes  les  positions  fon- 
damentales obtenues  par  permutation,  dont  nous  venons  de  par- 
ler; mais  il  faut  le  modifier  si  Ton  veut  lui  donner  la  disposition 
xxii.  3 
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habituelle  des  carrés  magiques.  Pour  cela,  on  écrira 
£  =  ax  -+-  by,         7)  =  a  x  -t-  6'^, 

les  deux  cases  ax  +  by  Qia'x-\-b'y  ne  devant  pas  appartenir 
à  une  même  direction  en  partant  de  la  case  origine,  et  l'on  for- 
mera le  carré  nouveau  en  prenant  successivement  les  éléments 
contenus  dans  les  cases 

O.f +  o.ï,,       !.£-+- 0.1] {m  —  I  ).;  -4-  o.r,. 

<>.:-+-  I  .  r  .      I .  Ç  -+-  1 .  7) ,      ....      (m  —  t  ) .  ij  -t-  '  I .  T) , 


o.Ç-+-(m  —  i).ï] ,     (/«  —  i.).ç  -+-  (m  —  i  )•/,. 

pour  avoir  les  différentes  lignes  horizontales  du  nouveau  carré. 
Cela  donne  lieu  à  un  calcul  des  plus  faciles,  et  cela  correspond  en 
somme  à  la  formation  d'une  figure  construite  dans  l'espace  modu- 
laire indéfini,  en  forme  de  quinconce,  en  parlant  des  deux  bases 
ax  -H  by,  a'x  -+-  b'y. 

Soit  graphiquement,  soit  par  un  calcul  tout  à  fait  simple,  il  est 
donc  possible  de  construire  des  carrés  hjpermagiques  qui  offri- 
ront toujours  deux  directions  non  magiques.  Ces  directions  seront 
les  transformées  des  x  et  des  y  dans  la  transformation  qui  vient 
d'être  indiquée.  Il  est  visible,  en  effet,  que,  dans  celte  transfor- 
mation, toute  ligne  droite  correspond  à  une  droite,  toute  direc- 
tion à  une  direction,  et  réciproquement. 

Si  «,  b,  a,  b'  sont  choisis  de  telle  sorte  que  i  ç  zb  i  r,  ne  soit 
dirigé  ni  suivant  les  x,  ni  suivant  les  y,  le  carré  obtenu  sera  dia- 
bolique. Nous  nous  bornerons  à  donner  ici  le  résultai  obtenu  par 
la  transformation  £  =  ix  -+-  j  r,  t\  =  i  x  -h  2)'  : 

o       7     i  i     i(i    23  — *•  £ 

2         !) 
I  i       l  5 

>'\         » 
."»      i  x 


Les  seules  directions  non  magiques  sont  données  par  i  c  +  it\  el 

r 

i  /, . 


1  1 
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10 

>9 

21 

. 
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Les  abaques  (a)((3)  ci-dessus  nous  ont  s<:r\ i  à  établir  la  dé- 
monstration,  et  devraient  subir  des  transformations  correspon- 
dantes, devenant  ainsi  (a')  et  ({3').  Le  carré  hypermagique  ci- 
dessus  pourrait  se  représenter  alors  symboliquement  par  5(a')-h([3') 
et  en  général  par  m  (a')  -j-  ((3');  cela  signifierait  qu'à  chaque  élé- 
ment de  ([i')  il  faut  ajouter  l'élément  correspondant  de  (a')  mul- 
tiplié par  mK  pour  former  le  carré  définitif.  Toute  direction  ma- 
gique de  ce  dernier  correspond  à  une  direction  magique  dans 
chacun  des  abaques,  d'après  la  définition  donnée  pour  les  espaces 
à  une  dimension.  Toute  direction  non  magique  correspond  à  une 
direction  d'invariation  dans  l'un  des  deux  abaques. 

Pour  la  construction  d'un  carré  hypermagique,  les  abaques  ne 
sont  pas  nécessaires,  d'après  la  transformation  en  quinconce  dé- 
crite plus  haut.  Mais  pour  l'analyse  d'un  carré  déterminé,  cette 
méthode  est  pour  ainsi  dire  indispensable  et  fournit  un  précieux 
moyen  d'investigation. 

Il  est  vraiment  digne  de  remarque  que  la  position  fondamen- 
tale principale,  si  simple  à  écrire,  représente  un  carré  hyperma- 
gique au  plus  haut  point,  et  que  cette  propriété  n'ait  pus  encore 
été  constatée,  malgré  les  innombrables  travaux  relatifs  à  celte 
question.  Je  crois  que  cela  lient  à  deux  causes  :  la  première,  c'est 
qu'on  a  plutôt  cherché  jusqu'ici  des  procédés  souvent  très  ingé- 
nieux qu'une  méthode  allant  au  fond  des  choses,  comme  celle 
de  M.  Arnoux;  la  seconde,  c'est  qu'on  a  constamment  écrit  les 
carrés  magiques  d'une  façon  peu  rationnelle,  en    y  faisant  figurer 

les  nombres  i,   2,  3,   ....  /;?-,  au  lieu  de  o,  1,  2 ni- —  1. 

Ce  simple  changement  dans  le  point  de  départ  était  de  nature  à 
masquer  des  propriétés  qui  deviennent  très  claires  avec  cette 
méthode,  et  qui  amènent  tout  naturellement  à  l'emploi  du  svs- 
tème  de  numération  de  base  m.  Il  est  bien  évident,  en  effet,  qu'un 
espace  magique,  avec  les  définitions  courantes,  reste  magique, 
et,  dans  les  mêmes  conditions,  si  l'on  ajoute  ou  si  l'on  retranche 
à  tous  les  éléments  un  nombre  constant  quelconque. 


Modules  composés.  Numération  à  bases  multiples.  —  Nous 
ne  voulons  pas  même  aborder  le  problème  des  espaces  à  modules 
composés,   beaucoup    plus    complexe,   comme   nous  l'avons    dit, 
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mais  n< »us  tenons  à  faire  ressortir  une  idée  très  heureuse,  à  notre 
avis,  don!  M.   \m<>u\  a  fait  usage  pour  cette  étude. 

De  même  qu'il  et  rit  tous  les  nombres,  de  o  à  m- —  i,  au  moyen 
de  deux  chiffres,  lorsque  le  module  ni  est  un  nombre  premier, 
de  même  si  m  est  composé,  par  exemple,  de  deux  facteurs  pre- 
miers />,  (j.  il  sera  possible  de  représenter  un  nombre  N  quelconque 
inférieur  à  m-,  de  la  manière  suivante  : 

Divisons  N  par  y;  le  reste  qK  sera  inférieur  à  q,  elle  quotient  N, 
inférieur  à  p-q\  on  aura  N  =  Ntq  -\-qt.  Divisons  N,  par  y?;  le 
quotient  V  sera  inférieur  à  pq  et  le  reste/;,  inférieur  à  p  ;  on 
aura  \,  =  N2p  -r/>i-  De  même  N2=  N3p  -h/>o,  p.,  étant  inférieur 
a  //  el  Y,  inférieur  à  q  ;  posant  N3  =  «y2,  on  a  donc 

\  =  q%.p* q  -\-p%.pq  +/'!•'/  —  <J\. 

C'est-à-dire  que  N  peut  s'écrire  avec  les  chiffres p^p^  Ç[,  q-i 

de  la  manière  suivante,  qui  représente  l'expression  ei-dessus 

(  «/ 1      (  p  )      (  p  )        v 

q%     p-2     p\     <ji- 

Cesl  à  un  semblable  système  de  numération  que  M.  Arnoux  a 
donné  le  nom  de  numération  à  bases  multiples.  On  comprend 
qu'il  v  a  autant  de  manières  d'écrire  ainsi  un  nombre  qu'il  y  a  de 
permutations  distinctes  des  éléments  p,  p,  q,  q,  et  l'on  voit  aussi 
comment  ces  notions  peuvent  s'étendre  au  cas  où  il  y  a  non  plus 
deux  facteurs  y?,  q  seulement,  mais  un  aussi  grand  nombre  de 
facteurs  qu'on  voudra. 

Mais  nous  tenonsà  terminer  cet  exposé,  que  nous  aurions  voulu 
pouvoir  abréger  plus  encore,  et  nous  ne  pouvons  que  renvoyer  à 
I  examen  du  livre  de  M.  \rnoux  ceux  que  de  plu^  complets  dé- 
veloppements pourraient   intéresser. 


NOTE  SUR  DES  COUPLES  DE  SURFACES  APPLICABLES: 

Pai    \l.   E.   Genty. 
Dans  une  Corni tication  récente,  M.  Caronnet  ( ' )  s'esl  pro- 

Bullelin  de   In   Société  mathématique,  i    XXI,  p,  ■  34, 
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posé  de  rechercher  les  couples  de  surfaces  applicables  I  une  sur 
l'autre  et  telles  que  la  distance  des  points  correspondants  soit 
constante.  Il  a  trouvé  deux  groupes  de  telles  surfaces;  dans  le 
premier  groupe,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  dé- 
pendent de  deux  fonctions  arbitraires  de  deux  paramètres  dif- 
férents; les  surfaces  du  second  groupe  sont  réglées;  elles  dé- 
pendent de  deux  fonctions  arbitraires  d'un  •même  paramètre  et 
sont  applicables  Tune  sur  Tau  Ire  avec  parallélisme  des  génératrices 
correspondantes. 

Le  regretté  Ribaucour  a  étudié  depuis  longtemps  les  surfaces 
du  premier  groupe.  Dans  son  Mémoire  (couronné  par  l'Académie 
de  Bruxelles )  sur  les  élassoïdes  ou  surfaces  à  courbure  moyenne 
nulle,  il  a  établi  le  lien  étroit  qui  l'attache  cette  théorie  avec  celle 
de  la  correspondance  avec  la  sphère  par  orthogonalité  des  élé- 
ments, et  il  a  démontré  la  proposition  remarquable  dont  voici 
l'énoncé  : 

Si  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  ((instante  sont 
les  points  correspondants  de  deux  surfaces  applicables  l'une 
sur  Vautre,  le  plan  mené  normalement  a  la  corde  par  son 
point  milieu  enveloppe  une  surface  minima . 

Nous  allons  reprendre  cette  question  et  montrer  avec  quelle 
facilité  on  peut  obtenir  les  résultats  de  MM.  Ribaucour  et  Caronnet 
par  les  procédés  de  la  Géométrie  vectorielle. 

Soient  p  et  raies  vecteurs  de  deux  points  correspondants  M  et  P 
de  deux  surfaces  (S)  et  (II).  Le  point  O  étant  l'origine,  on  peut 
construire  deux  nouvelles  surfaces  (St)  et  (S2)  en  menant  par  le 
point  M  une  parallèle  à  OP  et  en  portant  sur  cette  droite,  de  part 
et  d'autre  du  point  M.  deux  longueurs  égales  à  OP. 

Les  surfaces  (S,)  et  (S2)  auront  pour  équation  vectorielle 


et,  si  l'on  veut  qu'elles  soient  applicables  l'une  sur  l'autre,  on  devra 
satisfaire  à  la  condition 

THrtp  -+-  dm)  =  T-(  dp  —  dm  ) 
ou 

S  de  dm  =  o  ; 


-  ;{8  — 

on  voil  donc  que  la  surface  (S)  et  la  surface  (II)  devront  se 

correspondre  par  ortho-tonalité  des  éléments. 

Si  l'on  suppose  que  (II)  soit  une  sphère  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine, La  distance  M!  Ma  de  deux  points  correspondants  des  surfaces 
|  S,  i  ci  (S2)  sera  constante;  c'est  le  résultat  obtenu  par  M.  Ca- 
ronnet. 

La  recherche  de  <<■  groupe  de  surfaces  revient  donc  à  celle  des 
surfaces   qui   correspondent    à    la   sphère   par    orthogonalité   des 

éléments.  Soit  alors 

d\i  =  •->!  du  -+-  o%dv 

l'équation  différentielle  de  la  sphère  unitaire  rapportée  aux  para- 
mètres de  ses  lignes  de  longueur  nulle;  u  étanl  un  orienleur,  on 
aura 

Sutuj=  F,        \  '.>i'jo=  iFu, 
{  -.-  -  àloS¥  ,  à  loK  F , 


T*U|  =  o. 

T*us=  o, 

T\  u,uj=  /F. 

aJogF 

d« 

a*logF 

!  2 1  .    V,    H-  r  =  o, 

en  désignant  parles  indices  i  et  a,  respectivement,  les  opérations 

-r-  et  —  effectuées  sur  des  vecteurs. 
du       ov 

Ceci  posé,  je  dis  que  le  vecteur  •=!  est  indépendant  de  tt  ;  il  faut 
démontrer  qu'on  a 


Ul 


du  \  SujUS 
ou 

Uj|  SU|US—  J|(  SuHU4-+-  SU|.Uis  )  =  o, 

el  Ton  voit  tout  de  suite  que  cette  équation  est  vérifiée. 

On  reconnaîtrait  de  même   que   le  vecteur  rf  est  indépendant 

dev. 

Soil  alors  p  le  vecteur  d'une  surface  correspondant  à  la   sphère 
par  orthogonalité  des  éléments;  on  aura  identiquement 

Sdùd'j  -   o, 
d'où 

s  pj  ■> ,  t-  S  pj  \i|  —  o. 
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Les  deux  premières  équations  peuvent  s'écrire 

Sp,  pr  =  o,  Spa  p  =o, 

et  donnent  immédiatement 

(3)  lSpUî  =  FU, 

U  et  V  étant  des  fonctions  de  u  et  de  v,  respectivement. 
La  troisième  peut  s'écrire 

dSpu-2      dSpi»i  C/"N- 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (i)  et  (3), 


(4)  Sup  = 


i  r^(FU)     d(F\y 


?.f[ 


du  dv 


Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  la  solution  du  problème;  si 
on  les  résout  par  rapport  à  p,  il  vient 

i     rd(FU)        à(FV)-] 

et  alors  les  surfaces 

m  =  p  -+-  /o, 

ra  —  p  —  /'j, 

où  /  est  une  constante,  sont  deux  surfaces  applicables  l'une  sur 
l'autre  de  telle  sorte  que  la  distance  M,  M2  de  deux  points  corres- 
pondants soit  constante. 
Si  dans  l'équation 

BT  =  p  -r-  lit 

on  regarde  /  comme   un  paramètre  variable,  elle   représentera  la 
congruence  des  droites  M,,  M2.  Je  dis  que  cette  congruence  est 
isotrope  et  que  le  point  p  est  un  point  de  sa  surface  moyenne. 
Il  faut,  pour  cela,  qu'on  ait  identiquement 

.  Sdpd'j  =  o; 

ce  qui  donne  les  trois  conditions 

(5)  Spi'jj  =  o,        Spji>2=  o, 

(6)  Spiua-+-.SpîUi  =  o. 


—  il)  — 

Or,  si  l'on  différentie  par  rapport  à  u  la  première  des  équa- 
tions (3).  il  vient 

xrd¥  àloeF0  ^.d¥ 

r  '  <h/  <>u  ou 

on  verrait  de  même  qu'on  a 

S  ;2  ->■>  =  o. 

Si  enfin  on  différentie  les  équations  (3)  par  rapport  à  v  et  par 
rapporl  à  //  respectivement,  il  vient 

à(F\)        >\      d(VY)   ,  pc 
11  -  dv  '  dv 

d(FV)       _/\      d(FU)       cc 

Ï5pi  'J2  =   ; —  oP'Jio  =   : ■    -f-  r  Su  p. 

r  Ou  on 

et  l'équation  (6)es1  aussi  vérifiée  en  vertu  de  l'équation  (4)- 

Je  dis  maintenant  que  le  plan  nioven  de  la  congruence,  c'est- 
à-dire  le  plan  mené  par  le  point  M  normalement  à  v,  enveloppe 
une  surface  minima. 

De  la  valeur  trouvée  pour  le  vecteur  p  du  point  M  de  la  surface 
moyenne,  on  déduit  très  simplement 

i   p*  =  m  F  u  -+■  /■-»  i , 
(   P2  =  n  v  u  —  /j2- 
où  l'on  ;i  posé 

»iF=^-FV,  „F=^-FU; 

ou  dv 

.     r<?(FU)       d(FV)-| 
■2  F  [     au  dv     J  ' 

el  enfin 

j_  rd(FU)       d(FVH 

''  =  2  F  [       d«        +         <fr         I  ' 

Or  I  équation  «lu  plan  moyen  est 

S  (  m  —  p)u  =  o. 
Si  I  on  prend  les  dérivées  par  rapporl  ;'i  //  <i  par  rapporl  à  r.  il 

\  irnt 

S(  nr  —   p)uj    =  m  F, 

>(  es  —  p  )o,      //  F. 


il 


En  résolvant  les  trois  équations  qui  précèdent,  il  vient  pour  le 
vecteur  du  point  N  fie  l'enveloppée  moyenne 


Le  vecteur  mu->  -f-  fvj{,  qui  est  évidemment  tangent  à  l'enve- 
loppée moyenne,  touche  aussi  la  surface  moyenne;  on  a,  en 
effet, 

S(m'Js+  n  u1)(/nFu  -+■  Zuj)(/îFu  —  !->î)=  o. 

Donc  la  droite  qui  joint  le  point  central  d'un  rayon  d'une 
congruence  isotrope  au  point  de  contact  du  plan  moyen  avec 
V  enveloppée  moyenne  engendre  une  congruence  dont  les  focales 
sont  la  surface  moyenne  et  l'enveloppée  moyenne. 

Si  l'on  écrit  maintenant  que  les  valeurs  de  p(  et  de  p2  tirées  des 
équations  (7)  sont  égales,  on  obtient  sans  difficulté  les  relations 
suivantes 

/Fh — - — =0,       ;f — — =0 

1  du  dv 

)         àl  _  àl  - 

f         r+mF  =  o.  —  =  n  F. 

\  du  dv 

On  a  d'ailleurs,  en  tenant  compte  des  relations  (1)  et  (8), 

dm       ,  dm  an  (HogF  dm 

—  =  hy  -+-  — -  u.2  -f-  — -  u,  -+-  n  — f~  «i  =  — -  u2  ; 
du  du  du  du  du 

dm        dn 
ou         dv 

donc  les  lignes  de  longueur  nulle  de  l'enveloppée  moyenne  ont 
pour  image  sphérique  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  sphère, 
ce  qui  caractérise  les  surfaces  minima. 

L'enveloppée  moyenne  est  donc  une  surface  minima;  on  aurait 
pu  le  démontrer  encore  en  vérifiant  directement  la  relation 

02  P  17 

qui  exprime  que  le  plan  Si>p  —  p  enveloppe  une  surface  minima, 
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lorsque  //  el   v  son!  les  paramètres  dos  lignes  de  longueur  nulle 
de  la  sphère. 

L'équation  des  lignes  asymptotiques  de  l'enveloppée  moyenne 
est 

S  dm  dj  =  o 


ou 


ou  en  lin 


_  [dm  du 

S  (  —  oj  -+-  - 
\  du     '       d 


n      \ 

-  o,  1  ('Ji dit  -+-  j.2d\')=  o, 


/    x  à  m    .    .       dn    ,  . 

(q)  — —  rfas  -+-  —  tfr2  =  o. 

dit  dv 

De  même,  si  v  est  un  vecteur  quelconque  parallèle  à  la  normale 
de  la  surface  moyenne,  l'équation  des  lignes  asjmptotiques  de 
celle  surface  sera 

Sdpdv  =  o. 

Or  on  a 

v  II  V(;hF'j  +  /ji)(nFj  —  /->2)||  /»us—  hj{—  /j, 

el  si  l'on  prend 

v  =  nvj-i —  nu\  —  l'j, 

on  trouve  immédiatement,  en  tenant  compte  des  relations  (8), 


du 

dm 
'àu~'"î  = 

dm 
du 

dv 

an 
dv 

dm 

de  sorte  que  l'équation  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
moyenne  est 

•  / llr"               an         \ 
•s  (  — -  j-idu r-Midv  \\  (m  ru  -+-  lv1)du  -+-(nFu  —  lt\i)dv]  —  o. 

En  développanl  I*-  premier  membre,  on  retrouve  l'équation  (9)  : 
donc  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  lu  surface 
moyenne  et  sur  Venveloppèe  moyenne  d'une  congruence  iso- 
trope. 

On  obtient  les  directions  principales  el  les  rayons  principaux 
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de  courbure  de  l'enveloppée  moyenne  en  résolvant  l'équation  veclo- 

rielle 

dm  =  R  d  'j  , 
ou 

——  u*  du  -t-  ■ —  y  t  dv  =  R  (  '->i  rf«  -+-  j.>  «Yc  ), 
du    "  dv 


ee  nui  donne 


-—  du  =  Rdv,  —  dv  =  R  du. 

du  dv 


Si  l'on  élimine  R  entre  ces  équations,  il  vient,  pour  l'équation 
des  lignes  de  courbure, 


dm    .  du 

— —  du'1 —  dv2  =  o. 

du  dv 


Si,  au  contraire,  on  élimine  dit,  dv,  il  vient 


dm  du 

R-  = —  > 

du    dv 

ce  qui  montre  de  nouveau  que  l'enveloppée  moyenne  est  bien  une 
surface  minima. 

Si  R  et  R'  sont  les  rayons  principaux  de  courbure  de  cette  sur- 
face, on  a 

du    dv 

Pour  la  surface  moyenne,  l'équation  à  résoudre  prend  la  forme 

ou 

.         /r-  t    x  r        ,    n  /         ,        R  /  dm        ,  dn        ,\       YXdt 

(io)  (mv  'j-f-  W|  ai(+  «F'j-  lui)dv=  —     — o,  du —  ji  dv  \ v, 

x  t  \  du    -  dv  )         t- 

où  Ton  a  posé 


t  =  v  =  />£'j2 —  «'->i —  ^'J  =  v^2 —  2  nuiY . 

Si  l'on  projette  l'équation  (10)  avec  les   vecteurs  »jFu  +  /'J| 
et  «Fu  —  /u2,  il  vient 

m-  r  du  -+- (  nui  l  —  t*)dv  =  —  - —  du  ; 

t      du 

(  m n  Y  —  l-  )du  ■+-  n2  Y  dv  = <ft\ 

/      dp 


—    H  — 

En  éliminant  du,  dv,  on  obtient  pour  l'équation  aux  rayons  de 
courbure  principaux 

J*R»  d/n  d/i        /HF  /    .dm  àn\ 

: ; n- h  m-  x-  )  +  /2  f2  =  o. 

/-     Ou   di-  t      \      ou  ov  ) 

Si  H,  et  IV,  sont  les  racines  de  cette  équation,  on  a 

dm  on 
du    dv 
d'où 

R  R  '  R  i  R  '.  =  -; — — —  , 

SI  II  *  \ 

en  désignant  par  \    L'angle  des  normales  à  la  surface  moyenne  et 
à  l'enveloppée   moyenne   et  par  D   la   dislance    entre  les    points 
correspondants  de  ces  deux  surfaces. 
Hemarquons  enfin  qu'on  a 

Sdrndv  =  o, 

ce  qui  montre  que  l'enveloppée  moyenne  et  la  surface  avant  pour 
vecteur  v  se  correspondent  par  orthogonalité  des  éléments;  on 
reconnaît  d'ailleurs  très  simplement  cpie  la  surface  avant  pour 
vecteur  —  ev  n'est  autre  que  la  sur/ace  adjoint»'  de  l'enveloppée 
moyenne;  on  a,  en  effet, 

—  idv  =  V  dm, 

ce  qui  met  en  évidence  la  proposition. 
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Halsted,    présenté   par  MM.    Poîncaré  et   Craig;    M.    Balitrand, 
présenté  par  MM.  Mannheim  et  Picquet. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  composition  des  lois  d'erreur  de  situa- 
tion d  un  point .  f 

M.  Poincaré  :  Sur  la  question  de  savoir  si  les  courbes  d'un 
même  genre  forment  une  multiplicité  continue. 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre. 

M.  Gotjrsat  adresse  la  Noie  suivante  : 

Sur  les  tangentes  à  une  cubique  plane. 

Étant  donnée  une  cubique  plane  sans  point  double  (G),  on  sait 
que,  par  un  point  M  de  celle  courbe,  on  peut  lui  mener  quatre 
tangentes,  sans  compter  celle  qui  a  son  point  de  contact  en  M; 
le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  tangentes  reste  con- 
stant lorsque  le  point  M  décrit  la  cubique  (C).  On  possède 
déjà  plusieurs  démonstrations  de  cette  remarquable  propriété;  en 
voici  une  autre,  qui  me  paraît  assez  simple. 

Prenons  sur  la  cubique  (C)  deux  points  quelconques  A  et  B, 
qui  seront  supposés  fixes,  et  un  troisième  point  variable  M.  Si  A 
et  [j.  désignent  les  coefficients  angulaires  des  deux  droites  AM  et 
13M,  il  y  a  évidemment  enlre  A  et  p.  une  relation  algébrique  et  du 
second  degré  par  rapport  à  chacune  des  variables,  car  à  une  va- 
leur de  X  correspondent  deux  valeurs  de  u.  et  inversement.  Soit 

j   F(X,  [jl)=X2(A[ji2+B!jl4-C> 

|  -+-  X(Ai  [A2-t-  Bi  fi -+-  Cj)  -f-  A.2  [j.2 -+-  R2  [x  -+-  C2=  o 

cette  relation,  que  l'on  peut  aussi  écrire 

l  F(X,fi)  =  n»(AX»  +  AiX-4-A,) 

(  +  ^BX2-^  BiX  +  B2)-+-GX2-h  G,).  -+■  C2=o. 

Si  la  droite  AM  devient  tangente  en  M  à  la  cubique,  les  deux 
valeurs  correspondantes  de  p.  deviennent  égales;  les  coefficients 
angulaires  des  quatre  tangentes  issues  du  point  A  sont  donc  les 
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racines  de  l'équation 

|  HiÀ)  =(BX*-+-BiX-+-Bî)î 

î  i  \  X«-t-  A,  À  ■+■  -V.  )t  C  X*  +  C,  À  +  Gj)  =  o. 

Les  coefficients  angulaires  dos  tangentes  issues  d«  point  B 
sont  de  même  les  racines  de  l'équation  * 

l  R,(hl)=I  \,;^+  Blfn-C,)» 

-  KA.f**-+-  Ba-^-C)(.V2a2—  Bj(jH-G2)=  o. 

Tout  revient  à  démontrer  ([ne  les  équations  (3)  et  (4)  ont  mémo 
invariant  absolu.  Le  calcul  direct  serait  un  peu  long,  mais  on 
peut  l'éviter  comme  il  suit. 

Il  est  permis  évidemment  d'effectuer  sur  X  et  sur  u.  deux  substitu- 
tions linéaires  quelconques,  et  la  proposition  sera  établie  si  l'on 
montre  qu'on  peut  choisir  ces  deux  substitutions  linéaires  de  telle 
façon  que  la  relation  F  (À,  u)  =o  soit  remplacée  par  une  relation 
symétrique  en  Xetu;  alors,  en  effet,  les  deux  équations  (3)  et  (4) 
seront  identiques.  Soient  X,  une  racine  de  R(X)  —  o,  et  p.,  la  racine 
double  de  l'équation  F(X,,  jjl)  =  o;  soient  de  même  |A2  une  racine 
de  Ri  (u.)  =  o,  et  À2  la  racine  double  de  l'équation  F(X,  uu)  —  o. 
Posons 

À  —  )>!         ., .  fi,  —  uu 

la  relation  (i)  se  change  en  une  nouvelle  relation  de  même  forme 

y     f\  /.'.   Il'  I  —   X'2(  (7u'--f-  Au'-f-  C) 

I  -i-  A   (  r/  !  (JL  2  -r-  6»  1  JJL    -+-   C i   )  -î-  « 2  î-"-      -*-'■* 2  ,,J-   -+"  c>  =  O. 

Pour  X'=0,  la  nouvelle  équation  en  u.'  doit  avoir  une  racine 
double  infinie  et,  de  même,  pour  ij.'=:o.  l'équation  en  a'  doit 
.i\  oir  une  racine  double  infinie.  Ceci  exige  que  l'on  ait rt2  =  b>  =  o, 
<•  =  C(  r=  o.  La  relation  (5)  est  donc  de  la  forme 

/'i  >.'.  ;;.'  i  —  aX'*  a'2  +  >,'  ;jl'(  A  À' 4-  rt|  |a'-I-6i  )  -h  Cj  =  O. 

Si  aucun  des  coefficients  A,  '/,  n'esl  nul,  il  suffil  de  remplacer  4u/ 
pai  pi' pour  être  ramené  à  une  relation  symétrique  entre  V  <-t  ;/. 
el  la  proposil  ion  esl  établie. 


Aucun  des  coefficients  b,  ns  ne  peul  èlre  nul.  Si,  par  exemple, 
on  avait  b  =  o,  l'équation  /()/,  fi/)  =  o  aurait,  pour  >jf  =  o,  une 
racine  double  infinie  en  À',  et,  pour  X'=co,  une  racine  double 
nulle  en  a'.  Les  deux  droites  correspondantes  AM  et  BM  rencon- 
treraient chacune  la  cubique  en  deux  points  confondus  en  M;  ce 
point  serait  nécessairement  un  point  double.  On  arrive  à  la  même 
conclusion  en  supposant  a,  =  o. 

M.  Demoi  lin  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  propriété  caractéristique  de  l'élément  linéaire  des  surfaces 

de  révolution. 

Soient  (S)  et  (S,)  deux  surfaces  qui  se  correspondent  ponc- 
tuellement dans  les  conditions  suivantes  :  M  étant  un  point  quel- 
conque de  (S)  et  M|  le  point  qui  lui  correspond  sur  (S,),  deux 
éléments  correspondants  MM',  M,  M',  et  la  normale  en  M  sont  pa- 
rallèles à  un  même  plan. 

Est-il  possible  de  choisir  les  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  de  telle 
manière  que  les  droites  MM,  soient  tangentes  en  M  à  la  première? 

Pour  répondre  à  cette  question,  rapportons  la  surface  (S)  aux 
courbes  (p  =  const.),  auxquelles  les  droites  MM,  seront  tan- 
gentes, et  à  leurs  trajectoires  orthogonales  (u  =  const.);  son  élé- 
ment linéaire  sera  de  la  forme 

ds*=  A»rfa*-i-C*isfos. 

Soient  Mx,  My  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées,  et  M; 
la  normale  à  la  surface;  les  coordonnées  du  point  M,  sont 
(je,  o,  o).  On  a,  pour  les  composantes  du  déplacement  infiniment 

petit  du  point  M, 

\  du.     ('.  dv.     o. 

et,  pour  celles  du  déplacement  correspondant  de  M,('  ), 

dx  -+-  A  du.     G  dv  -t-  ( /•  du  +  i\  dv )x.     —  (  q  du  -+■  q \  dv)x. 

.Nous  exprimerons  toutes  les  conditions  du  problème  en  écri- 
vant que  le  déplacement  du  point  M  est  parallèle  à  la  projection 


(  '  )   Voir  G.  Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces,  t.  II,  p.   ;>  i 
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du  déplacement  du  point  M,  sur  le  plan  ./Mr.  ce  qui  donnera 

dx  —  V  du       G  dv  ■+-  (  /•  dit  ■+-  >i  dv)x 
A  du  Cdv 

Celle  équation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  du  et  dv,  on 
en  conclut,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  /•  et  de  rt. 


' 


A  dA 

.  dx          dG 

(, .r  — 

OU             ou 

=  0 

(  )n  lire  de  là 


A  =  li,        x=Vi,        C  =  U,Y. 


U  et  Ut  désignant  des  fonctions  arbitraires  de  u  et  V  une  fonction 
arbitraire  de  v. 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  :  Pour  que  la  surface  (S) 
satisfasse  à  la  question,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  son  élé- 
ment linéaire  soit  de  la  forme 

La  surface  (S)  choisie,  la  surface  (S()  sera  le  lieu  du  point 
(U,,  o,  o). 

Il  suffit  de  poser 

/  U  du  =  oc,        /  V  di-  =  p, 

pour  ramener  L'élément  Linéaire  ci-dessus  à  La  forme  la  plus  gêné 
raie  de  L'élément  linéaire  des  surfaces  de  révolution,  savoir 

ds*    :rfa*-+-A(a)rfp*. 
Les  équations  (i  )  donnent  ensuite 

M\l,        ///v'Acu. 

///  désignant  une  constante* arbitraire. 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suîvanl  : 

Si  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  se  correspondent  ponctuelle- 
ment de  telle  manière  que  deux  éléments  correspondants  M  \1  , 
.M,  M',  et  la  normale  en  M  soient  parallèles  a  un  même  plan  : 
si,  en  outre,  les  droites  MM,  sont  tangentes  à  la  surface  (S), 
cette  dernier*'  sera  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
L'élément  linéaire  avant  été  ramené  à  la  forme 

ds*=  di*-—  Ai  x)d$\ 

les  droites  MM,  seront  tangentes  aux  lignes  jj  =  const.,  ci  l'on 
aura  MM,  =  /;?  y/.\(a),  m  désignant  une  constante. 

Réciproquement,  si  une  surface  (S)  est  applicable  sur  une 
surface  de  révolution  d'élément  linéaire 

ds*=  d-S^r-  A<  y.  u/3-', 

et  si  l'on  porte,  à  partir  de  chaque  point  M  de  la  surface  (S), 
sur  la  tangente  à  la  courbe  rp  =  const.  qui  passe  en  ce  point, 
une  longueur  MMI  =  my/A(a),  m  désignant  une  constante,  le 
lieu  du  point  Mt  sera  une  surface  (S,)  qui  correspondra  èi  la 
surface  (S)  dans  les  conditions  indiquées  ci-dessus. 


SÉANCE   DU  -2\    MARS   L894. 


PRESIDENCE    DE    M.    PICQUET. 


Communications  : 

M.  D.  André  :  Su/1  la  structure  des  permutations. 

M.  Anlomari  :  Sur  les  surfaces  réglées  applicables  avec  pa- 
rallélisme des  génératrices. 

M.  Em.  Picard  adresse  une  Note  Sur  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  et  les  équations  différentielles  linéaires. 
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SÉANCE  EXTRAORDINAIRE  DU  30  MARS  1894. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    PICQUET. 

(  'omniunications  : 

M.  Pelle!  :  Sur  les  <:</i/t//ii>/is  solubles par  radicaux. 
M.  Pellel  :  Sur  les  équations   numériques  et  les  /mictions 
implicites. 

M.   \m)i;\ih    communique  la  Note  suivante  : 

Note  sur  les  intégrales  de  M.  Schwarz. 

Si  Ton  considère  la  suite  infinie  de  fonctions  V0,  V);  V*,  •  •  • 
s'annulant  toutes  sur  la  surface  qui  limiie  un  volume  D,  et  satis- 
faisant, à  l'intérieur  de  ce  volume,  aux  équations 

(i  )  4Vi+1+  Y,  =  o        (i  =  0,1,2...), 

et  si  l'on  envisage  les  intégrales  de  volume  relatives  au  do- 
maine IJ. 

le  théorème  de  Green  montre  immédiatement  que  ces  intégrales 
sont  tontes  positives  et  que  l'on  a 

I )c  pins,  on  aura 

Wo,      w02      w03    .      . 
w     <w"<w"<,"; 

c'est  là  un  théorème  de  M.  Schwarz  dont  j'ai  trouvé  une  démon- 
stration qui,  paraît-il,  est  nouvelle,  et,  comme  elle  est  fort  simple, 
peut-être  lui  accordera-t-on  quelque  intérêt. 

En  raison  de  la  relation  \Y„,)//  =  W0j,H+„,  il  suffit  d'établir  les 
deux  premières  inégalités  (a). 

Soienl  /..  \>..  o  les  valeurs  des  trois  premiers  rapports.  Nous 
aurons  d'abord 


/   \„Y,  dz        1    fv*rft  =  o, 
f\0\    -I-       h    /"Vo 


\  |  il-  =  o. 
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Remplaçant  /  \u\2(h  par  /  V*  dt,   el    posant   V<  =  \0-i-£0, 
nous  obtenons 

(i  —  À)  I  VI  d-  -,-  I  V0s0dT  =  o, 

(  i  —  ;j.)    /  Vg  afs  H-  (  2  —  fi  )    /  Y0  e0  «5?t  +    /  eg  r/T  =  o  : 

d'où,   en   éliminanl  l'intégrale    /  V0eoû?T,  dont  nous  ignorons   le 
signe,  nous  tirons 

[X  —  jx  —  (i  —  X)(i  —  ji]  |  VJ  <h  -h  !  -4  ch  =  o, 

et,  par  suite, 

(3  )  / —  u.  —  (  1  —  À  )  (  1  —  ;jl  )<  o, 

inégalité  non   homogène.  Là  est  le  point  essentiel  de  ma   dé- 
monstration. 

Pareillement,  nous  avons  la  relation 

A',  V3  d~-  0    I   \\,\,d-  =0, 
que  nous  pourrons  écrire 

(i-P)   fv0V2ûfc  +  f  iAid-  =0. 
Si  nous  posons  V2=V|4-£,,  elle  devient 

(1  -  p)  f  V0  V.,  d-  +  I*  b0e,  rfc  -h  ^s0 Y,  dz  =  o. 
D'autre  part,  en  écrivant  ainsi  l'équation  de  définition  de  ut, 

(1  —  a)    /    \\  d-  -f-  [x    !    e0Vi  d-.  —  o, 

et  éliminant,  entre  les  deux  dernières  équations  écrites,  l'intégrale 
/  s0V,  c/t,  dont  nous  ignorons  le  signe,  nous  aurons 

I  [J-  <  '  —  p )  -+-  H  —  '  I  /  Vf  rf-r  -+-  fi  y  E„  E,  eh  =  O. 

Or,  comme  la  suite  s0,  st,  ...   jouit  évidemment  des  mêmes  pro- 


prié  lés  que  la' suite  des  fondions  \.  l'intégrale  /  seei</rest  [►*»>!- 
tive;  donc  on  a 

(4)  H-0  —  p)  +  P-  —  i<o. 

Les  inégalités  (3)  el  (  î  |  n'étant  pas  homogènes  en  X,  ul,  o,  une 
remarque  fort  simple  achève  la  démonstration. 

Si  l'on  fait  sur  le  domaine  D  une  transformation  homothétique 
à  l'échelle  /.,  et  si  l'on  fait  sur  les  fonctions  \  „,  \  ,.  \  2,   ...   la 

substitution 

V    I  k-"  Y 

»  II  I  "•        '  Il  • 

qui  laisse  inaltérée  la  suite  des  équations  (î),  les  inégalités  (2)  à 
démontrer  ne  changent  pas;  car  si  les  rapports  X,  u.,  a  se  chan- 
gent en  a',  ul',  z'.  on  a  visiblement 

X*  =  £«  '/.',  ;jl  =  A2  p.',  p  =  k-  p'. 

Considérons  les  inégalités  (3)  et  (4),  où  X',  ul',  0'  remplaceraient 
/..  ul,  p,  nous  pourrons  faire  ul'  =  1.  Elles  donnent  alors,  la  pre- 
mière ul'  >>  À',  la  seconde  p'  >»  ul'  ;  donc  enfin  X  <  ul  «<  p. 

C.   Q.   F.   U. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR    LA   MÉTHODE    DES    APPROXIMATIONS    SUCCESSIVES 
ET  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES: 

Par  M.  Emile  Picard. 
I.   On  considère  le  système  de  11  équations  différentielles 

(//    =/i(a?,  "■  '' » ■'■ 

,A  t  \ 

ih        /.(ar.ii.P,  .....,,. 


35      ./,<■'■■  »,  <• »  1, 


ou   les   fonctions  /  sont  des   fonctions  continues    des  quantités 
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réelles  .r.  //.  v w  dans  le  voisinage  de  .r„.  //,,,  c0.  .  .  .,  o0, 

définies  quand  ./•,  //,  ....  w  restent  respectivement  comprises 
dans  les  intervalles 

(#„ — «,  x0-i-a),     (u0-^b,  Uo-hb) (w0 —  b,  «>0-t-  b), 

a  et  b  étant  deux  constantes  positives.  \)c  plus,  on  suppose  que 
l'on  puisse  déterminer  /?  quantités  positives  A,  B,  ...,  L  telles 
que 

I//0-  "',  V' H'')— /,!./•.  u,  v,   ....  w)\  <  A  |  u  —  u\ 

-+-  B  |  v  —  v  |  -+- . .  .-f-  L  |  w'  —  w  |, 

.r.  ainsi  que  les  w,  r,  .  .  .,  w  restant  dans  les  intervalles  indiqués. 
Soit  enfin  M  la  valeur  absolue  maxima  de  la  fonction  pour  le  do- 
maine dans  lequel  elle  est  définie.  J'ai  établi  autrefois  (voir  mon 
Traite  d'Analyse,  t.  II,  p.  3oi)  qu'on  pouvait,  en  procédant 
par  approximations  successives,  obtenir  sous  forme  de  séries  con- 
vergentes les  intégrales  du  système  (S)  prenant  respectivement 
pour  x  =  x0  les  valeurs  m0,  t>0,  ...,  (vn.  Ces  séries  convergent 
certainement  dans   l'intervalle  (x0 — o.  x0+o),  o  étant  la  plus 

,             .               .   ,          b                  i 
petite  des  trois  quantités  a.  irj,  - r; r  • 

r  1  M     A-B+...+  L 

Tout  récemment,  M.  Lindelof(t)  vient  de  montrer  qu'on  pou- 
vait supprimer  la  troisième  expression  en  modifiant  seulement 
très  peu  les  raisonnements  tout  élémentaires  dont  j'avais  fa^it 
usage,  et  M.  Bendixon  (2)  était  arrivé,  de  son  côté,  par  une  autre 
voie,  au  même  résultat.  On  peut  donc  dire  que  la  convergence 
des  séries  fournies  par  les  approximations  successives  correspond 

à  la  plus  petite  des  deux  quantités  a  et  -ry 

L'intervention  de  la  seconde  de  ces  deux  quantités  provient  de 
ce  que  les  valeurs  de  u,  .  .  .,  tv  données  par  les  approximations 
successives  ne  doivent  pas  sortir  du  champ  pour  lequel  les  fonc- 
tions/ sont  définies.  Si,  notamment,  les  fonctions/ sont  définies 
pour  toute  valeur  de  w,  v,  . .. ,  iv,  nous  n'aurons  pas  à  nous  préoc- 
cuper du  quotient  ^  >  cela,   toutefois,  sous  la  réserve  de  l'exis- 


(')  E.  Lindelof  (Comptes  rendus,  26  février  is»jj)- 

(2)  I.  Bendixon  (Académie  des  Sciences  «le  Stockholm,  novembre  1890  1. 
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tence  des  quantités  finies  A,  .  .  .,  L  qui  continuent  à  intervenir 
dans  les  raisonnements,  si  elles  ne  figurent  plus  dans  les  conclu- 
sions. 

Toutes  ces  considérations  s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  où 
les  fonctions  seraient  définies  pour  des  valeurs  complexes  des 
lettres  dont  elles  dépendent.  Dans  ce  qui  va  suivre,  la  variable  x 
restera  réelle,  mais  les  f  pourront  dépendre  d'éléments  com- 
plexes, et  les  fonctions  m,  V,  ...,  tv  seront  ..des  fonctions  com- 
plexes d'une  variable  réelle.  On  doit  alors,  dans  ce  qui  précède, 
remplacer  les  valeurs  absolues  par  des  modules. 

2.  Appliquons  ces  généralités  aux  équations  différentielles 
linéaires.  L'équation  linéaire 

d">  v  d7R—iv 

j-^  -+-  A , (  oc  )  - 4  +...+Aw(j?ly=o 

rentre  dans  les  conditions  d'application  de  la  méthode  précé- 
dente. Si,  dans  l'intervalle  (o,  a\  les  coefficients  A,,  ...,  A,„ 
sont  des  fonctions  continues  de  x,  nous  pouvons  bien  trouver  les 
quantités  déterminées  A,  B,  . . . ,  L  du  paragraphe  précédent,  et  /es 
approximations  successives  donne/ont  une  série  convergente 
pour  toute  intégrale  dans  V intervalle  (o,  a).  De  plus,  si  nous 
désignons,  comme  nous  le  faisons  d'habitude,  cette  série  par 

1  ->  y*+(y~\  — yo) -*--..+ (y  n— yn-i) -*-■•-, 

on  aura,  d'après  la  théorie  générale, 

,          H"  x" 
\y,,-yn-\\  <~ (H  =  A-i-B-t-...-t-L). 

L  expression  analytique  de  toute  intégrale,  donnée  par  la  mé- 
thode  des  approximations  successives,  et  valable  pour  tout  in- 
tervalle dans  lequel  les  coefficients  A,(x),  ...,  V„,i./-'>  sont 
continus,  permet  de  démontrer  facilemenl  quelques  théorèmes 
généraux  et  de  faire  diverses  recherches  sur  les  équations  li- 
uéaii  es. 

\\.  Supposons  que  les  coefficients  \  ,'./■>.  ...  ,A,M(^c)  dépendent 
•  l'un  paramètre  arbitraire  k,  el  qu'ils  soient,  pour  x  variant  entre 
o  el  u.  des  fonctions  entières  de  ce  paramètre,  c'est-à-dire  holo- 


morphcs  dans  tout  le  plan  de  la  variable  complexe  /. .  C'est  une 
circonstanee  qui  se  présentera  souvent,  particulièrement  en  Phy- 
sique mathématique.  Je  nie  propose  de  montrer  que  toute  inté- 
grale de  V équation  est,  pour  x  variant  entre  o  et  a,  une  fonc- 
tion entière  de  k. 

Chaque  terme  de  la  série  (S)  est  manifestement  une  fonction 
entière  de  Â;  il  faut  établir  que  la  série  sera  aussi  une  fonction 
entière.  Supposons  que  k  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de 
rayon  d'ailleurs  arbitraire  ayant  l'origine  pour  centre;  dans  ces 
conditions,  la  quantité  H  aura  un  certain  maximum,  que  nous 
désignerons  par  la  môme  lettre.  Nous  avons  donc  une  série 

dont  chaque  terme  est  une  fonction  holomorphe  de  /•"  dans  C,  et 
l'on  a  de  plus 

,  II"  a" 

(0  »«    <: 

1 . 2 .  .  .  n 

Ceci  posé,  la  formule  fondamentale  de  Cauchy  donne 

n „( z)  dz 


i     ru„(z)d 
!"{k)  =  ^iJc  ~T=k 


et  l'on  aura,  par  suite,  puisque  la  série  des  u  est  d'après  (i)  uni- 
formément convergente, 

«.(*)+...+  «.(*)  +  ...=  -!,    f^')+-+f)+l  "</;, 

2  1t  i  Jc  z  —  k 

ce   qui  montre   que  le  premier   membre   est  une  fonction   holo- 
morphe de  Â  dans  C,  comme  nous  voulions  l'établir. 

4.  Une  seconde  application  de  la  méthode  des  approximations 
successives  nous  sera  fournie  par  les  équations  linéaires  à  coeffi- 
cients périodiques.  Bornons-nous,  pour  abréger,  à  l'équation  du 
second  ordre 

d1  V        4         s  dy        .    .    . 
axl  d.r  '       •  ^ 

et  supposons  que  les  loue  lions  A ,  el  \j  soient  continues  pour  toute 
valeur  réelle  de  x  el  admettent  la  période  w. 
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Il  es!  bien  connu  qu'il  \  a,  en  général,  un  système  d'intégrales 
se  reproduisant  multipliées  par  des  constantes  u,  et  \x.2  quand  ou 
change  x  en  ar  +  w.  La  formation  de  L'équation  du  second  degré 
donnanl  -j.,  el  a^  est  un  problème  important  el  difficile  dans  la 
théorie  îles  équations  à  coefficients  périodiques.  Ou  peut  procéder 
comme  il  suit.  Partons  de  deux  solutions  arbitraires  /,  (x),f.,(.r), 
représentées  par  les  développements  en  séries,  valables  pour 
toute  râleur  réelle  de  j\  que  fournissent  les  approximations 
successives.  Nous  pouvons  considérer  ces  solutions  comme  con- 
nues. On  cherche  alors  une  solution 

qui  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près,  parle  changement. 
de  x  en  ./•-}-<.>.  Il  faut,  pour  cela,  avoir  la  substitution  résultant 
du  changement  de  ./■  en  a; -h to  dans/,  et/2,  c'est-à-dire  les  coeffi- 
cients a.  />.  e,  (I  tels  que 


Oi 


/,  (  X  -+-  (U  )  =  a  J\  [  .r  )  -+-  bfi  {.r). 

/,  (a?  -+-  w)  =  cfi  (x)  -h  cl/,  |  x  ). 


/,Uo)     =a/i(o)-l-ft/!(o% 
/i  ( ao>)  =  «/,(<*>)  H- &/s(w); 

ces  deux  (''([nations  donnent  a  et  ù,  et  l'on   aura  pareillement  c 
el  d. 

Quant  à  l'équation  donnanl  u.,  et  y..j,  on  sait  qu'elle  se  réduit  à 

■  -  ;jl  I, 

r  d—\ 

Les  constantes  a,  b,  r,  <l  peuvent  donc  cire  calculées  numéri- 
quement avec  telle  approximation  (pie  l'on  veut.  De  plus,  si  les 
coefficients  V.,(a?)  et  A2(#)  dépendent  d'un  ou  plusieurs  para- 
mètres, on  pourra  connaître  la  façon  dont  a,  l>,  c,  d  dépendent  de 
ce  paramètre,  puisque  l'on  a  une  représentation,  non  seulement 
numérique,  mais  aussi  analytique  des  deux  solutions /«(a?)  et 

f2{  ./)  dont  on  est  pari  i. 

I  n  cas  d'exception  peul  se  rencontrer  dans  le  calcul  précédent  : 

C  est  celui  OÙ   l'on  aurait 


/.<  o 


mais  alors  on  a  mie  solution 

a/i(*)-*-ft/i(ar) 

s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  w,  el  celte  solution  se  repro- 
duit précisément,  à  un  facteur  constant  prés,  quand  on  change  x 
en  x  -h  co. 

o.  Les  calculs  précédents  peuvent  être  employés  pour  la  solu- 
tion d'une  question  d'apparence  différente,  mais  identique  au  fond. 
Prenons,  en  nous  bornant  encore  au  second  ordre,  pour  abréger 
Fécriture,  L'équation 

d?  u         .  r/u         .    ,    x 

—j—^  -+-  A  (  (  ^  i  -5—  -t-  A  9  (  z  )  u  =  o, 

où  nous  supposons  que  A,(;)  et  A2(s)  soient  deux  fonctions 
holomorphes  de  z  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cir- 
conférences C  et  C  ayant  l'origine  pour  centre  et  les  rayons 
R  et  R'(R^>R').  Il  existe,  en  général,  deux  solutions  dans  cette 
couronne,  se  reproduisant,  à  un  facteur  constant  près,  quand  ; 
tourne  dans  la  couronne  autour  du  cercle  C.  Les  coefficients  de 
♦  l'équation  du  second  degré  donnant  ces  facteurs  constants  jouent 
un  rôle  important  et  ont  un  caractère  invariant;  on  pourra  con- 
sulter sur  ce  sujet  un  très  intéressant  Mémoire  de  M.  von  Koch 
(Acta  Mathematica,  t.  XV). 

Ce  que  nous  avons  dit  dans  le  paragraphe  précédent  pourra  être 
appliqué  ici.  Posons,  en  effet, 

z  =  re(>'\         (R>r>R'). 

On  peut  regarder  G  comme  seule  variable,  et  nous  avons  alors 
une  équation  où  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  la  variable 
réelle  G  et  ont  1-  pour  période.  Nous  sommes  donc  ramené  à  la 
recherche  faite  plus  haut. 

Du  théorème  du  §  3,  on  conclut  de  suite  que,  si  les  fonctions 
Ât(s),  A2(^)  sont  des  fonctions  entières  d'un  certain  nombre  de 
paramètres,  les  coefficients  de  l'équation  en  u,  seront  des  fonc- 
tions uniformes  de  ces  paramètres. 
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SUR  LES  SURFACES  RÉGLÉES  APPLICABLES  AVEC  PARALLÉLISME     „ 
DES  GÉNÉRATRICES; 

Par  M.  \.  Axtomari. 

Dans  une  Communication  faite  il  y  a  quelque  temps  à  la  Société 
mathématique,  M.  Caronnet  a  étudié  les  couples  de  surfaces  ap- 
plicables don!  la  distance  des  points  correspondants  demeure  con- 
stante. Il  a  trouvé  deux  catégories  de  surfaces  jouissant  de  cette 
propriété  et  les  surfaces  de  l'une  de  ces  catégories  sont  des  couples 
de  surfaces  réglées  applicables  avec  parallélisme  des  génératrices. 
Je  me  propose  de  montrer,  dans  cette  Note,  comment  on  peut  ob- 
tenir les  surfaces  de  cette  catégorie  en  faisant  usage  de  la  méthode 
que  j'ai  suivie  dans  ma  thèse  pour  étudier  les  surfaces  réglées,  et 
dont  je  rappellerai  brièvement  le  principe. 

1.  Pour  étudier  une  surface  réglée,  je  prends  comme  variable 
indépendante  l'arc  /  de  la  représentation  sphérique  du  cône  direc- 
teur de  la  surface,  et  j'introduis  trois  fonctions  de  cet  arc,  que 
j'appelle  les  trois  invariants  de  la  surlace,  que  je  désigne  parles 
lettres  h,  h  ei  /,  el  qui  sont  définies  de  la  manière  suivante  : 

h  est  la  courbure  géodésique  de  la  représentation  sphérique  du 
cône  directeur  : 

h  et  A-  sont  les  quotients  respectifs  par  <lt  (angle  de  deux  géné- 
ratrices infiniment  voisines)  des  projections,  sur  la  génératrice  et 
sur  la  normale  au  plan  asymptote,  du  déplacement  infiniment  pe- 
tit du  point  central  sur  une  génératrice.  J'ajoute  que  /.  n'est  autre 
chose  que  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents. 

!2.  Suit  ()\  une  génératrice  mobile  sur  la  surface,  <>  désignant 
le  point  centra]  sur  celte  génératrice. 

Imaginons  un  premier  trièdre  trirectangle  fixe  (o,  xyz),  et  un 
autre  trièdre  trirectangle  mobile  ((),  X.YZ)  présentant  la  même 
disposition  que  le  premier  el  dont  les  arêtes  respectives  sont  :  la 
génératrice  <>\,  la  normale  OZ  au  plan  asymptote  menée  par  le 
point  central  el  la  normale  <  M  a  la  génératrice  menée  par  le  même 
poinl  dans  le  plan  asymptote;  puis  appelons  x,  3.  v  le-  cosinus 
directeurs  de  l'axe  OX  rapporté  au  trièdre  fixe,  '/,,/},.  71  ceux  de 
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OY  et  a2,  (32,  y^  ceux  de  OZ,  ces  neuf  cosinus  étant  supposés  dé- 
finis en  fonction  de  t.  Appelons  enfin  .r,  y,  z  les  coordonnées, 
fonctions  de  t,  du  point  central  O,  rapporté  au  trièdre  lixe 
(o,  xyz). 

En  vertu  de  la  définition  de  //  et  de  /» ,  on  voit  immédiatement 
que  la  ligne  de  striction  de  la  surface  est  définie  par  l'équation 


x  =    /  (  h  a  -+-  k  x.2  )  dt 


et  par  deux  autres  équations  analogues.  On  voit  du  reste   aussi 
qu'un  point  quelconque  de  la  surface  est  défini  par  l'équation 


x  =  f  ( ha.  -+-  kas)  dt  -+-  Xa, 


el  par  deux  autres  équations  analogues. 

3.   Considérons  une  surface  réglée  dont  le  cône   directeur  ne 
soit  pas  un  plan  et  soit  (C)  (fig-  0  l'arête  de  rebroussement  de  la 

Fis.  i. 


développable  circonscrite  à  l'infini.  A  tout  point  M  de  celle  courbe 
il  correspond  une  génératrice  de  la  surface  réglée,  parallèle  à  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  et  située,  bien  entendu,  dans  le 
plan  oscillateur  en  M  à  cette  courbe.  Soit  OX  cetle  génératrice  et 
soit  MI  la  perpendiculaire  à  eetle  droite  menée  par  M.  Désignons 
par  /  le  segment  algébrique  Ml  =  /,  par  p  el  t  les  rayons  de  cour- 
bure el  de  torsion  de  la  courbe  (C)  en  M. 

On  trouve  sans  peine  : 

i"  Que  l'invariant  0  esl  égal  au  quotient  -; 
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•    Que  l'on  a  les  formules 

/•  =  _o/.       ,l  =  ?-i/^/K        (f=3jï)i 

3°  Que  si  0  est  le  point  central  sur  <)\,  on  a 

10- S. 

dt 

I.  Inversement,  il  est  clair  que  toute  courbe  gauche  peut  cire 
considérée  comme  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable 
asymptote  à  une  surface  réglée.  Les  formules  précédentes  définis- 
sent les  invariants  de  la  surface  en  fonction  de  la  courbure  et  de 
la  torsion  de  la  courbe. 

Lorsque  la  développable  asymptote  est  un  cône,  la  courbe  (C) 
se  réduit  à  un  point  et  l'on  voit  sans  difficulté  comment  on  passe 
du  cône  asymptote  à  la  surface  réglée. 

<*>.  Si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse,  parrapportau  point  central, 
d'un  point  situé  sur  une  génératrice  dune  surface  réglée,  l'élément 
lin»  aire  de  la  surface  prend  la  forme  simple 

dSi  =  r/À2-4-  zhd\dt-\-(h*-t-  tc't-+-'kl)dti. 

Toutes  les  propriétés  des  surfaces  réglées,  au  point  de  vue  de 
l'applicabilité,  résultent  de  ce  que  cette  expression  de  l'élément 
linéaire  ne  dépend  que  de  h  et  de  /. .  On  voit,  en  particulier, 
qu'elle  ne  change  pas  quand  on  change  k  en  —  /, ,  ce  qui  conduit 
immédiatement  à  la  notion  des  surfaces  réglées  applicables  géné- 
ratrice par  génératrice,  et  avec  parallélisme  de  ces  droites.  Si  la 
ligne  de  striction  d'une  surface  réglée  (K)  est  définie  par  les  équa- 
i  ions  analogues  à 


(i)  x  =   /  (ha  -+-  k%i  \dt, 

celle  de   la  surface  I  R.')  qui  lui  e>i  applicable  avec   parallélisme 
des  génératrices  esl  définie  par  !<■>  équations  analogues  à 

.'i  -   /  ( ha  —  k%%  \dl. 

\  oici  'I  abord  quelques  conséquences  simples  de  ces  formule-. 


M 


0.  Supposons  que  /.  et  //  soient  constants,  ce  qui  revient  à 
supposer,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  que  (R)  et  (IV)  sont 
applicables    sur    l'hyperboloïde    de   révolution,    et   formons   les 

;  nous  obtenons 


expressions  analogues  a 


,    x ./'  I 

et  a  — 


Ci, 

(4) 


X       Xx  =  ■/  hzdl  —  h    j  %dt, 
?— ^  =   Çka^dt  =  k  fy.,dt. 


Soient  O  et  0'(  fi  g.  a)  les  points  centraux  correspondants  de(R) 

Fis.  2. 


et  de  (R'),  et  soit  I  le  milieu  de  00';  les  formules  analogues  à  (3) 
signifient  que  la  trajectoire  du  point  I  est  une  courbe  à  courbure 
constante.  Pareillement,  si  par  un  point  fixe  <o  on  mène  le 
vecteur  toM  parallèle  et  égal  à  OO',  les  formules  analogues  à  (4  ) 
montrent  que  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  à  torsion  con- 
stante. 

On   serait  conduit,    bien    entendu,    à  des  résultats   analogues 
si  //  seul  ou  k  seul  était  constant. 

7.   Arrivons  maintenant  aux  surfaces  réglées  applicables  gêné- 
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rallier  nar  génératrice  el  de  telle  sorte  que  la  distance  des  points 
correspondants  demeure  constante. 

Il  est  clair  d'abord  que  les  génératrices  correspondantes  devront 
être  parallèles;  les  lignes  de  striction  des  deux  surfaces  seront 
donc  définies  par  les  formules  (i)  et  (2).  Appelons,  comme  plus 
haut,  (R)  et  (R')  les  deux  surfaces,  O  et  O'  {fig.  2)  les  points 
centraux  correspondants,  coM  le  vecteur  égal  et  parallèle  à  OO' 
nient-  par  un  point  fixe  10.  Par  hypothèse  la  longueur  w^\l  est 
constante;  il  en  résulte  que  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire  de 
ce  point  est  perpendiculaire  à  wM.  Mais  des  formules  (1)  et  (2) 

on  déduit  que  x  —  a?, =  2  //roue//;  d'où  il  suit  que  la   tangente 

en  M  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  parallèle  à  la  direction  7.0,  |jâ,  Y2« 
La  direction  tx2,  ,j2,y,  est  donc  perpendiculaire  à  OO'  etaux  géné- 
ratrices OX  et  OX'  des  deux  surfaces  menées  respectivement 
par  <>  et  O';  il  en  résulte  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  de 
ce>  deux  droites.  Or.  le  plan  mené  par  OX  perpendiculairement 
à  la  direction  ou,  ^2^2  esl  Ie  plan  asymptote  à  la  surface  (R); 
pareillement  le  plan  mené  par  O'X' perpendiculairement  à  «2,  [jj. 
y2  est  le  plan  asymptote  à  la  surface  (R').  Donc  ces  deux  plans 
coïncident  et  les  deux  surfaces  sont  inscrites  dans  la  même  déve- 
loppable  asymptote;  par  suite,  on  peut  les  obtenir  toutes  deux  en 
partant  de  la  même  courbe  gauche,  par  le  mode  de  description 
indiqué  au  n"  i.  Appelons  0,  h  et  /,  les  invariants  de  (R);  ceux 
de  (IV)  sont  0.  //  et  —  k.  Mais  si  l'on  désigne  par  p  et  7  les  rayons 
de  courbure  et  de  torsion  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppable  asymptote  commune,  par  /et  lt  les  deux  segments  qui 
permettent  de  passer  de  cette  courbe  aux  deux  surfaces  respectives 
(nos  3  et   i),  on  a 

T  X 

il  en  résulte 

/,  =  -/. 
I)  autre  paît  on  a  au-^i 

h  =  p-(li  I]    I. 

On  en  déduit  facilement 

/     I     /  o 


cl  en  fin 
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/  =  Asin<7  +  B), 


A  et  1)  désignant  «les  constantes. 

D'après  cela,  pour  obtenir  ions  les  couples  de  surfaces  cherchées, 
on  partira  d'une  courbe  gauche  quelconque  (C)  {Jig-   >  l|  puis  sur 

Fig.  3. 


la  normale  principale  en  un  point  M,  variable  sur  cette  courbe, 
on  portera  MI  =  A«in(*  +  B),  MI'=  —  Asin(f  -h  B)  et  l'on 
mènera  IX  et  l'X'  parallèles  à  la  tangente  MT.  Quand  le  point  M 
parcourt  la  co.urbe  (C),  les  droites  IX  et  l'X' engendrent  les  deux 
surfaces  (R)  et  (R')  répondant  à  la  question. 


RECHERCHES  SUR  LES  SURFACES  HARMONIQUES  (RÉSUMÉ): 
Par  M.  L.  Raffy. 

Les  recherches  que  je  vais  résumer  se  rapportent  à  une  classe 
très  étendue  de  surfaces  dont  la  propriété  caractéristique  ne 
semble  pas  avoir  été  remarquée  avant  Jacobi.  Elle  consiste  dans 
la  possibilité,  pour  leur  élément  linéaire,  d'acquérir  la  forme 

efoï  =  (U  —  V)(U,  efo*-+-V,  dv*)t 

les  U  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  m,  et  les  V  de  v.  Ce 
n'est  pas  ici  le  lieu  de  rappeler  comment  Jacobi,  avant  ramené  à 
cette  forme  l'élément  linéaire  des  quadriques,  a  déterminé  les 
lignes  géodésiques  de  ces  surfaces;  ni  comment  Liouville  a  étendu 
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à  toutes  les  surfaces  de  la  classe  ce  résultai  important,  extension 
qui  pouvait,  comme  on  sait,  s'obtenir  sans  modifier  en  quoi  que 
ce  fût  la  méthode  de  Jacobi.  Ainsi  se  trouvait  fondée  la  théorie 
des  surfaces  dont  nous  allons  nous  occuper  et  que  nous  propo- 
sons d'appeler  surfaces  harmoniques.  On  pensera  avec  nous  que 
cette  dénomination  est  amplement  justifiée,  qu'elle  s'impose  pres- 
que, si  l'on  veut  bien  être  attentif  à  l'identité  des  problèmes  fon- 
damentaux concernant  l'élément  linéaire  de  ces  surfaces  el  les 
équations  qui  ont  reçu  le  nom  adéquations  harmoniques.  Je 
n'insisterai  pas  sur  celle  identité,  qui  se  manifeste  à  toutes  les 
pages  «lu  chapitre  (pie  M.  Darboux  consacre  à  ces  équations  dans 
ses  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (').  Il  était 
d'ailleurs  indispensable  de  rappeler  par  un  adjectif  la  propriété  de 
ces  surfaces,  pour  pouvoir  caractériser  brièvement  celles  qui  la 
possèdent  à  divers  titres.  Il  existe,  en  effet,  des  surfaces  dont  l'élé- 
ment linéaire  peut  être  ramené  de  deux  manières  différentes,  et, 
par  suite,  d'une  infinité  de  manières,  à  l'une  des  formes  équiva- 
lentes 

ds-2  =  (l)  —  V)(U,  r/^  +  V,  do*), 

dsi  ==  ( U  —  V) (  dv>  -+-  dv* ) , 

rfsî  =  [<p (a?  -+- y)  —  f(x — y)]  d.r  dy. 

qui  seront  pour  nous  les  formes  harmoniques.  Y  ces  surfaces 
nous  donnons  le  nom  de  surfaces  doublement  harmoniques.  Les 
surfaces  simplement  harmoniques  sont  celles  qui  ne  jouissent  pas 
de  cette  propriété.  Les  éléments  linéaires  sont  désignés  comme 
les  surfaces  auxquelles  ils  appartiennent. 

Bien  que  Liouville  eut   appelé  l'attention  sur  les  surfaces  har- 

ii iques  en    étudiant  leurs  géodésiques  et    en   déterminant  les 

formes  harmoniques  de  l'élément  linéaire  du  plan,  la  théorie  de 
ces  surfaces  semble  avoir  été  délaissée  jusqu'à  l'époque  où 
M.  Vfassieu,  s'occupant  après  M.  Bertrand  des  intégrales  algé- 
briques des  problèmes  de  la  Dynamique,  fit  connaître,  dans  sa 
thèse  ( 1 86 1),  deux  propositions  de  la  plus  haute  importance,  re- 
latives, la  première  aux  surfaces  de  révolution,  qui  sont  des  sur- 
faces  harmoniques   particulières  (f=  o),  la  seconde  aux  surfaces 

(»)  T.  il.  Livre  i\ .  Chap.  iv 


-  68  - 

harmoniques  proprement  dites.  Les  résultats  de  M.  Massieu  se 
trouvant  exposés,  complétés  même,  dans  l'ouvrage  de  M.  Dar- 
boux  ('),  nous  ne  les  transcrivons  pas  ici  tout  au  long.  Nous  pre- 
nons d'ailleurs  le  second  comme  point  de  départ  de  toute  notre 
première  partie. 

Quelques  années  après  M.  Massieu,  Ossian  Bonnet,  dans  l'im- 
portante Addition  jointe  à  son  Mémoire  sur  la  théorie  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  (2),  s'est  occupé 
incidemment  des  surfaces  harmoniques.  Il  a  montré  que  les  qua- 
driques  sont  les  seules  surfaces  dont  l'élément  linéaire  acquière  la 
forme  harmonique  quand  on  les  rapporte  aux  paramètres  u  et  v 
de  leurs  lignes  de  courbure. 

M.  Dini  (3)a  fait  connaître  en  1869  cette  propriété  générale  des 
surfaces  harmoniques  :  Si  deux  surfaces  sont  telles  qu'il  existe 
entre  les  points  réels  de  lune  et  ceux  de  Vautre  une  corres- 
pondance conservant  les  lignes  géodésiques,  ces  deux  surfaces 
sont  harmonie] ues.  On  dit  qu'on  peut  faire  la  représentation 
géodésique  de  l'une  sur  l'autre. 

C'est  peut-être  en  étudiant  de  plus  près  ce  problème  de  la  re- 
présentation géodésique,  sans  exclure  les  correspondances  ima- 
ginaires, que  M.  Lie  a  été  conduit  à  la  recherche  toute  différente 
des  transformations  infinitésimales  qui  conservent  les  géodésiques 
d'une  même  surface.  Il  a  publié  sur  cette  question  un  Mémoire 
étendu  (4)  dont  nous  parlerons  plus  loin,  et  dans  lequel  apparaît 
la  notion  d'élément  linéaire  doublement  harmonique.  Nous  n'en 
retiendrons  ici  qu'une  proposition  détachée  (note  5),  sur  la- 
quelle nous  n'aurons  pas  à  revenir  :  Toute  surface  minima,  qui 
est  en  même  temps  une  surface  harmonique,  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolution. 

Plus  récemment  encore,  M.  Darboux,  dans  son  ouvrage  déjà 
cité  (Livre  IV,  Chap.  IX),  a  fait  connaître  un  élément  linéaire 
réductible  dune  infinité  de  manières  à  la  forme  harmonique;  et 
.il  a  signalé  comme  devant  faire  le  sujet  d'une  recherche  difficile 


(•)  T.  III,  Livre  VI,  Chap.  II. 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  \  2*  Cahier;  1867. 

P)  Annali  di  Matematica,  t.  III. 

(•)  Untersuchungen  iiber geodâtische  <ur\'<-ii  {Mathem.  Annalen,  t. XX;  1882). 

XXII.  ') 
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la  détermination  générale  de  tous  les  éléments  linéaires  jouissanl 
de  la  même  propriété.  En  outre,  il  a  indiqué  (Livre  \  [,  Chap.  11) 
un  moyen  d'obtenir  ceu\  de  ces  éléments  linéaires  qui  convien- 
nent à  «les  surfaces  de  révolution. 

Dans  un  tout  autre  ordre  d'idées,  M.  Weingarten  a  obtenu 
deux  résultats  de  la  plus  haute  importance.  11  a  d'abord  (4)  dé- 
terminé toutes  les  surfaces  admettant  l'élément  linéaire 

(h-  —  du?  +  î(«  —  t'2  i  '•A'2. 

qui  est  harmonique  comme  appartenant  à  une  quadrique  (para- 
boloïde  imaginaire).  Généralisant  ensuite  (2)  la  transformation 
qui  lui  avait  réussi  dans  ce  cas,  il  en  a  déduit  toutes  les  surfaces 
dont  l'élément  linéaire 


r/.v'2  =  du*-*-  a  I  «H 1-  e2«"  1  <U-- 

convienl  à  d'autres  paraboloïdes.  imaginaires  aussi. 

Tout  ce  qui  constitue  aujourd'hui  la  théorie  des  surfaces  har- 
moniques, en  dehors  des  travaux  que  nous  venons  d'énumérer, 
est  contenu,  à  fort  peu  de  chose  près,  dans  nos  Recherches.  C'est 
ce  qui  résulte  du  rapport  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  (:f) 
sur  le  concours  dont  cette  théorie  a  fait  le  sujet.  Le  mémoire 
couronné  traite  exclusivement  des  éléments  linéaires  doublement 
harmoniques,  dont  la  détermination  complète  forme  la  seconde 
partie  de  mon  travail.  Un  autre,  qui  a  partagé  avec  le  mien  une 
mention  honorable,  ne  contient,  sauf  quelques  théorèmes  com- 
mun- aux  trois  mémoires  approuvés,  que  les  deux  beaux  résultats 
mentionnés  ci-dessus,   le  second  trouvé  sans  nul  doute  avant  que 

M.  \\  eingarten  le  publiât. 

(   I  suivre,  i 


(•)  Gôttinger  Nachrichten;  1887. 

(')    Compte8  rendus  Acinl.  îles   Sciences,   I.  (Ail:    [891. 

(   ;  Ibid.,  séance  du  19  décembre  1892,  t.  CXV,  p.  1122. 
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COMPTES   RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  4  AVRIL  1894. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    PICQUET. 

Communications  : 

M.  Fleury  :  Sur  le  calcul  de  V infini. 

M.  Burkhardt  :  Sur  les  fonctions  de  Green  relatives  à  un 
domaine  d'une  seule  dimension . 

M.  Carvallo  :  Sur  la  propriété  fondamentale  des  surfaces 
mini  ma. 

M.  Fehr  communique  la  Noie  suivante  : 

Remarque  sur  le  théorème  de  M.  Moutard. 

D'après  le  théorème  de  M.  Moutard  ('),  si  l'on  sait  intégrer 
l'équation 

(i)  -r-4-  =l(x,y)js, 

dx  dy  v     J  '    ' 

on  peut,  en  général,  en  déduire  une  suite  illimitée  d'équations 
nouvelles  et  de  même  forme  dont  on  obtiendra  l'intégrale  au 
moyen  de  simples  quadratures. 

Employons,  pour  abréger,  le  symbole 

et  considérons  deux  équations  consécutives  de  la  suite 
obtenue  d'après  le  procédé  connu.  On  a,  par  exemple, 

*"  =  »(=;)• 

u>i  étant  une  solution  particulière  de  ^(z)=  a,. 
(M  DarbouXj   Théorie  des  sur/aces,  i.  II,  §§  390-392. 
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Nous  nous  proposons  de  voir  si  la  suite  i  >  i  peut  être  limitée. 
Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait  a,+,  =  a,,  d'où 


o)  5(i)=8(»')î 


( .;  > 


De  là  résulte  immédiatement  que  to,  satisfait  à  la   relation 

d1  loi:  10, 


dx  ày 


L'équation  transformée  sera  donc  identique  à  l'équation  pri- 
mitive si  la  solution  particulière  co/ est  le  produit  d'une  fonction 
de  x  par  une  fonction  de  y. 

On  voit  facilement  que  la  suite  (2)  se  réduit  à  l'équation  pri- 
mitive dans  laquelle  \(x,y)  est  de  la  forme  f{x) '3 (r).  Dans  ce 
cas,  l'équation  (1)  peut,  comme  on  le  sait,  toujours  être  ramenée 
à  la  forme  simple 


ùzdy 


Hemarquons  encore  que,  dans  ce  cas,  la  méthode  de  Laplacc(') 
transforme  également  celle  équation  en  elle-même. 

M.  Zaremba  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  d'une  fonction  périodique. 

Nous  simplifierons  le  langage  en  convenant  de  dire  qu'un  sys- 
tème de  périodes 

1  toi,      ("2 wn 

d'une  fonction  f  (x)  est  un  système  complet  si  une  période  quel- 
conque Û  de  f  ( ./•  1  e>i  une  fonction  linéaire  cl  homogène  à  coef- 
Gcients  entiers  des  périodes  (1).  Cela  posé,  soit  /(.r)  une  fonction 
puni  laquelle  le  système  1 1  )  esl  un  système  complet  de  périodes. 
<  )u  sail  que,  si  les  quantités  1  1  )  vérifîenl  /;  relations 

1  —  n 

N  a\  to,      <«         (/«  =  i.  ■>.,  3. p), 

1     1 

Dabboi       ThéorL  des  surfaces,  L  II,  Chap.  II,  en  particulier  §  332. 


-  69  — 

indépendantes,  linéaires  el  homogènes  et  à  coefficients  entiers, 
il  existe  pour  f(x)  des  systèmes  complets  de  périodes  se  compo- 
sant chacun  de  n  —  p  périodes  indépendantes.  Je  me  propose  de 
démontrer  ce  théorème  par  une  méthode  qui  offre  un  certain  in- 
térêt en  ce  sens  qu'elle  fait  connaître  un  procédé  régulier  pour 
calculer  les  systèmes  complets  de  périodes  dont  l'existence  forme 
l'objet  du  théorème.  J'établirai  dans  ce  but  que,  pour  la  fonction 
f{x),  on  peut  trouver  un  système  complet 

(3)  (./,,     '»',,     ...,     a);_t, 

se  composant  de  n  —  i  périodes.  En  effet,  envisageons  l'une  des 
relations  (2),  celle  par  exemple  qui  correspond  à  k=  1, 

^    tt'i  <0;  =  O, 

(  =  1 

et  supposons  d'abord  que,  parmi  les  nombres  a't  ,  il  y  en  ail  deux, 
a\  et  a[2,  qui  soient  premiers  entre  eux.  On  pourra  déterminer 
deux  entiers  a  et  j3  tels  que  l'on  ait 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  que  l'on  peut  poser 

w/_,  =  mi        (i  =  3,,i,'...,n), 
(o',      =  [jcO|  —  aco.j. 

Admettons  maintenant  que,  parmi  les  nombres  d; ,  il  n'y  en  ait 
pas  deux  qui  soient  premiers  entre  eux,  et  désignons  par  A  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  a\  et  a'.,.  On  pourra  alors  trouver 
deux  entiers  a  et  (3  vérifiant  l'équation 

n\  y.  -+■  a'2  |3  =  A, 

et  l'on  s'assurera  sans  peine  que  le  système 

(ï)  Ûi,     &z,     ...,     Q„, 


défini  pajr  les  équations 


A       '  A 


1/  =  '),  î.  ....  n), 


<>.,  


pw 
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esl  un  système  complet  de  périodes  de  la  fonction  /(.**).  L'une 
des  p  relations,  analogues  aux  équations  (2),  qui  existent  entre 
les  périodes  (4)  sera  la  suivante  : 

A<>.,-  2  a'iOi=o. 

i  —  3 

Si,  parmi  les  nombres 


il  s'en  trouve  deux  qui  soient  premiers  entre  eux,  on  déduira 
aisément  du  système  (4)  le  système  (3);  il  suffira  d'appliquer  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  cas  où  a\  et  a.,  sont  premiers  entre  eux.  S'il 
n'en  est  pas  ainsi,  on  déduira  du  système  (4),  par  le  procédé  qui 
a  servi  à  déduire  celui-ci  du  système  (1),  un  nouveau  système  com- 
plet de  périodes 

()'  O'  O' 

—  17        "2'         •  •  •  )        "Il 

de  f{z),  tel  que,  parmi  les/?  relations  existant  entre  ces  périodes, 
il  y  en  ait  une  ne  contenant  ni  Q',  ni  O!,. 

Il  résulte  de  là  qu'en  effectuant  n  —  1  opérations  au  plus,  ana- 
logues à  celle  au  moyen  de  laquelle  on  a  obtenu  le  système  (4), 
on  parviendra  à  un  système  complet  de  périodes 


de  f(x),  d'où  l'on  pourra  déduire  un  système  tel  que  le  sys- 
tème (3).  D'ailleurs,  comme  rien  n'empêche  d'opérer  sur  le  sys- 
tème (3)  comme  on  l'a  fait  sur  le  système  (1),  il  est  évident  que  la 
fonction  f  (x)  admettra  un  système  complet  de  périodes  ne  com- 
prenant < j u<-  n  —  p  périodes 


(5) 


^ii-p- 


On  s'assurera  sans  peine  que  les  quantités  (5)  ne  vérifient  au- 
cune  relation  linéaire  et  homogène  et  à  coefficients  entiers.  On 
remarquera  aussi  qu'il  résulte  de  notre  méthode  qu'il  v  a  une  in- 
finité de  systèmes  tels  que  le  système  (  5). 


-  71    - 
SÉANCE    DU    18   AVRIL    1894 

PRÉSIDENCE  DE   M.    PICQKET. 

Communications  : 

M.  Caronnet  :  Sur  les  courbes  que  toutes  leurs  sécantes  rert' 
contrent  en  un  troisième  point. 

M.  Raffy  :  Sur  l'intégration  de  certaines  différentielles 
exactes  qui  dépendent  de  fonctions  arbitraires. 

M.  D.  André  :  Sur  le  triangle  des  séquences. 

M.  Poincaré  :  Sur  la  théorie  des  marées. 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre. 

M.  Balitrand  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Démonstration  des 
formules  fondamentales  de  la  péritnorphie  et  des  formules  de 
Codazzi. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  FONCTIONS  DE  GREEN 
RELATIVES  A  UN  DOMAINE  D'UNE  DIMENSION: 

Par    M.     H.     BuKKHARDT. 

Dans  la  théorie  du  potentiel  logarithmique,  on  appelle  fonc- 
tion de  Green  relative  à  un  domaine  donné  de  deux  dimensions 
une  fonction  G(x.  y,  ;,  t,)  qui  satisfait  à  l'intérieur  de  ce  domaine 
à  l'équation  différentielle 

sr       d*G       d*G 

axi  Oy- 

qui  y  reste  holomorphe.  à  l'exception  du  seul  point  (ç,  r,),  où  elle 
devient  infinie  comme  logr,  r  étant  la  distance  de  (x.y)  à  (  :.  r  . 
et  qui  s'annule  sur  le  contour  du  domaine.  Cette  fonction  une 
fois  trouvée,  l'intégrale  don  Me 

étendue  à  tout  le  domaine  donné,  fournil  la  solution  du  problème 


suivant  :  Etant  donnée  une  fonction  arbitraire  f,  trouver  une 
fonction  u.  continue  dans  tout  le  domaine,  qui  y  satisfasse  à 
V équation  \u  =,/-  et  qui  s'annule  sur  le  contour. 

De  même,  dans  la  théorie  du  potentiel  newtonien,  on  consi- 
dère la  fonction  de  Green  relative  à  un  espace  de  trois  dimensions, 

qui  a  des  propriétés  analogues,   logr  étant  remplacé  par  -;  et  si 

l'on  voulait  aborder  la  théorie  de  l'équation  de  Laplace  à  plus  de 
trois  variables  indépendantes,  il  y  aurait  lieu   de  considérer  des 

fonctions  devenant  nulles  comme  les  puissances  supérieures  de  -• 

On  peut  se  demander  quel  est  le  premier  terme  de  cette  suite. 
Existc-t-il  quelque  chose  d'analogue  pour  des  domaines  d'une 
seule  dimension,  pour  des  équations  du  second  ordre  ordinaires? 
Il  suffit  de  transformer  un  peu  quelques  résultats  bien  connus 
pour  obtenir  une  réponse  affirmative  à  celte  question.  L'intégra- 
tion de  l'équation 

se  fait  par  deux  quadratures  superposées;  on  sait  qu'on  peut  les 
remplacer  par  deux  quadratures  juxtaposées,  moyennant  une  in- 
tégration par  parties.  La  solution  particulière  qui  s'annule  pour 
x—  a  et  pour  x  =  h  peut  être  représentée  par 

«  =- .('  ^^^,.-p('^^/«)e 

Cette  forme  de  l'intégrale  est  celle  dont  M.  Picard  se  sert,  tant 
dans  ses  cours  à  la  Sorbonne  que  dans  ses  travaux  [Journal  de 
Liouville,  1890  et  1 8 ( > 3 ) .  On  peut  confondre  ces  deux  quadra- 
tures en  une  seule  el  écrire 


"■  =        f  Gi(*,È)/(È)«$. 


-1    L'on  convient  de  désigner  par  G,  (#,  Ç)  une  fonction  de  Ç  ainsi 
définie  : 

r    1       ■  '  ''        ■' ''  "  -  —  a)  > 


A  — 

il,      :  h  x      a)  , 

Gi(a-  | \ 
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Cette  fonction  peut  èlre  regardée  comme  la  fonction  de  Green 
relative  au  segment  de  droite  ab.  Elle  se  trouve  déterminée    [>:u 
les  quatre  propriétés  caractéristiques  suivantes  : 

d2  u 
i°  Elle  satisfait  à  l'équation  différentielle  -^-  =  o. 

2°  Elle  est  finie  et  continue  dans  tout  l'intervalle  («,  b),  même 
pour  £  =  x. 

3°  La  dérivée  première  est  continue  elle  aussi,  sauf  pour  x  =  ;, 
où  elle  possède  deux  valeurs  distinctes,  dont  la  différence  est 
égale  à  —  i . 

4°  Elle  s'annule  aux  deux  limites  de  l'intervalle. 

Une  cinquième  propriété,  exprimée  par  la  relation 

et  une  sixième,  qui  consiste  en  ce  que  G(  (x,  £)  est  positive  à  l'in- 
térieur de  l'intervalle,  sont  des  conséquences  des  quatre  pre- 
mières. 

Dans  la  théorie  du  potentiel,  on  s'est  occupé  du  cas  où  ce  n'est 
pas  la  fonction  u  elle-même  qui  doit  s'annuler  sur  le  contour, 
mais  bien  une  combinaison  linéaire,  à  coefficients  constants,  de 
la  fonction  et  de  sa  dérivée  prise  dans  le  sens  de  la  normale  exté- 
rieure. On  l'écrit  habituellement 

du 
lui  -\ —  • 

On 

Pour  les  formules  suivantes,  il  sera  plus  commode  d'introduire 
au  lieu  de  h  sa  valeur  réciproque  et  d'écrire 

du 

De  même  on  a,  dans  notre  cas,  le  problème  de  déterminer  la 
fonction  u  par  les  conditions 

pour  x  =  a, 

pour  x  =  b. 

la  direction  positive  de  l'axe  des    x  entrant   dans    l'intervalle  à 


Il  — 

du 
7dx 

= 

o 

"  + 

du 
'■  dx 

= 

o 

x  =  a  et  en  sortanl  à  x  =  b.  <>n  ubticnl  de  ce  problème  une  so- 
lution de  In  même  forme  que  celle  du  problème  spécial  (y  =  o), 
-i  l'on  introduit  une  fonction  G3(t,  ç)  ainsi  définie 

r.    /        y  (h  -^y  —JT)(z—  <(  —  /)  t  . 

G, (*,*)=  '^•/■-SH^-a  +  x)  ...   ,.. 

o  —  a  -t-  2  y 

Elle  a  les  mêmes  propriétés  que  la  fonction  G|.  à  l'exception 
de  la  troisième,  qui  se  trouve  remplacée  par 

( .  —  j  —pr  =  o  pour  ;  =  a, 


dG 


pour  ;  =  h. 


et  de  la  sixième,  qui  n'a  lieu  que  pour  y  >>  o.  Or,  c'est  précisé- 
ment cette  dernière  propriété  qui  a  permis  à  M.  Picard  de  mener 
à  fin  les  démonstrations  de  convergence  dans  ses  recherches  sur 
l'intégration  de  l'équation 

en  supposant  données  les  valeurs  de  u  pour  x  =  a,  x  =  b.  On 

voit  qu'on  pourra    employer  les  mêmes   méthodes   dans   le   cas 

y  >>  o,  le  plus  important  en  vue  des  applications;  mais  on  devra 

chercher  d'autres    détours   si    l'on   veut   aborder   le    cas   %<o. 

Quand 

y '  <  —  (b—  a), 

la  fonction  (i  est  même  négative  dans  tout  l'intervalle  et  pour 
toutes  les  \  aleurs  du  paramètre  X  ;  alors  les  méthodes  de  M.  Picard 
i  enl  l 'lit  en  \  igueur  de  nouveau,  seulement  on  doit  échanger  entre 
eux  les  résultats  relatifs  au  cas  de  f^>o  cl  ceux  qui  correspon- 
dent à  y<c  o. 

La  fonction  G3  relative  à  l'intervalle  uz.  A)  est  égale  à  la  fonc- 
tion G(  relative  à  l'intervalle  (a  —  y,  &-t-y)j  théorème  dont 
l'analogue  n'esl  pas  connu  dans  le  cas  de  plusieurs  variables  indé- 
pendant* 


—  ?:;  — 

Deux  cas  particuliers  échappent  à  cette  analyse;  ce  sont 

y  =  x  (c'est-à-dire  h  =  o)         et         y  —  —  \(b  —  a); 

il  n'y  a  pas  de  fonction  de  Green,  à  un  seul  point  singulier,  dans 
ces  deux  cas.  En  effet,  il  n'existe  pas  de  fonction  u  satisfaisant  à 

l'équation  différentielle  -=—, r  = /"(#')»  aux  conditions  de  continuité 
et  à  la  condition  relative  aux  limites  —  =  o-  à  moins  que  Ton  n'ait 


I 


dx 

l 

f(x)  dx  =  o  ; 


et,  si  celte  condition  est  remplie,  il  en  existe  une  infinité,  conte- 
nues toutes  dans  la  formule 


»=    f  f(\){-r-\)di-).. 


\  étant  arbitraire. 

De  même,  il  n'existe  pas  de  fonction  u  satisfaisant  à  l'équation 

différentielle  -y-y  =f(x),  aux  conditions  de  continuité  et  aux  con- 
ditions relatives  aux  limites 

b  —  a  du 


dx 
du 
dx 


pour  x  =  a, 
pour  x  =  b, 


à  moins  que  l'on  n'ait 

et,  si  cette  condition  est  remplie,  il  en  existe  une  infinité  conte- 
nues dans  la  formule 

u  =  f'\ra)(x  ~\)d\  +  x  U  -  ^±*). 
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RÉSUMÉ  D'UN  MÉMOIRE  SUR  LA  DÉTERMINATION  D'UN  TRIANGLE 
AU  MOYEN  DES  LONGUEURS  DE  SES  BISSECTRICES: 

Par  M.  Bah  bar  in. 

T.   Déterminer  un   triangle  où  Von  donne  l'angle  A  et  les 
longueurs  des  bissectrices  des  angles  B,  C. 

Sbient  B  —  G  =  4Û,    w—  —, 7-j    #=tang8,    )-  =  cos:iO, 

^  =  tang-,  d„,  d/,,  dc.  d(l.  d'b,  d'c  les  longueurs,  a,  3,  y,  a',  fi' ,  y' 

les  inverses  des  longueurs  des  six  bissectrices  des  angles  A,  B,  C, 
les  relations  élémentaires  entre  les  bissectrices  et  les  angles  con- 
duisent aux  équations  du  troisième  degré  de  la  forme  générale 

A 

1  —  x*--\-  ix  tan"—         ,     r> 
•j  /.,    y 

0  — x-7;r>=0- 

1  —  x- — 2a?  tang  — 
2 

dans  lesquelles  /,,  1.2  sont  les  longueurs  des  bissectrices  données, 
respectivement  pour  B  et  C,  et  P,  Q  des  fonctions  linéaires  de  se, 
dont  les  coefficients  dépendent  de  la  façon  dont  ces  deux  bissec- 
trices sont  associées,  et  des  rapports  d'inégalité  entre  A,  B,  C. 
L'équation  (1)  détermine  #,  et  par  conséquent  les  angles  B,  C, 
pourvu  qu'elle  ait  une  racine  positive  et  inférieure  à  z.  11  y  a 
quatre  combinaisons  à  faire,  suivant  que  les  bissectrices  sont  in- 
ternes ou  externes.  Nous  représentons  par  N  le  nombre  des  va- 
leurs acceptables  trouvées  pour  x  dans  chaque  cas. 

i™  Combinaison  :  db=  /,,  dt.  —  /3. 
P  =f  tang u)  4-  x,        Q  =  tangw  —  x,  N  =  i, 

ae  Coin  lii  iiaisi.n  :   cl),     -  t.,   d'.   — /... 

^.  n'est  pas  l'angle  moyen     P=      cotw  — a?,     Q  =  cotto  -+-  a:,     N=i, 
A  est  l'angle  moyen P  =  —  coteo  -Ha?,     Q  =  cotun- ar,     N  =  i,2, 

3"  Combinaison  :  d'/,  —  /,-  <!,.  =  /,,  avec  M  i  C. 

A  >  C P  =     tang  w-t-a?,     Q  =  i+â?tangu>.,  N  - o.  1 .  •>. 

\      C  ; P  =  —  tangw— a:,     Q  =  i-t-a?tanga>,  \  =0,  1 . 

j'  Combinaison  :  '/,,      /,,  <i,       l  .  avec  l>     C. 

A  >  B P  =  1  —  ./•  tang  <<>.     I }      tang  ">      ./•.  N  —  <>.  1 .  2, 

A  <  B I'  —      11  a-tangio,  Q       tang  <•<      ./-.    \       0,  i,a. 
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Supposons  les  angles  B,  C  connus  par  la  résolution  de  l'une 
des  équations  (i).  Pour  achever  la  détermination  du  triangle,  il 
faut  mesurer  la  longueur  /:i  de  la  bissectrice  interne  ou  externe 
de  A  qui  est  concourante  avec  les  bissectrices  données  de  lon- 
gueur  /,,   l>.   Pour  fixer  les  idées,  soient  d/,=  /, ,  dc  =  /2,  nous 

chercherons  <r/rt=  I*  en  calculant  -y-  —  a.  Si  l'on  pose 

(■>~,  ft2  _i_  wi 

„2_  ht         ,_  p'+  r 

22  X2 

on  peut  tirer  a  de  l'une  des  équations 

•iy3  —  i  (  cos  a  w  H-  2  n.s  sin2  A  )y'2 

—  (  i  —  cos  A  )y  -i-  (i  —  cos  A  )  cos  i  w  =  o, 

'2'       (\  2iy3sin- — r-a(cosA — />2  sin2A)^2 


r  .  a  i 

—     a  sm—  -+-  cos  2(o(i  -+-  cos  A)  \y  -+-  i  — cos  A  =  o, 

où  y  a  été  calculé  d'après  l'équation  (i).  Mais  il  est  intéressant 
d'avoir  une  équation  donnant  a  indépendamment  de  9.  Pour  cela, 
il  n'y  a  qu'à  éliminer  y  entre  les  équations  (2),  et  si  l'on  fait, 
pour  abréger, 

u  =  1  -4-  s-,        v  —  1  —  02,        t  =  u~  —  i6~2, 
puis  ' 

X2=/i»2+/,         X'2  =  u2-t-«,         X3=a(2M!+f),         X4  =  4«4  — i2, 

Yj  =  MjOs  —  2  P/l2,  V,i  =  2  «3  H2  —  C//J2, 

l'équation  résultante  a  la  forme 

/  [^X^X,i\1+  îp«Y,)]« 
(3)  -a[i*3X2X'2-f-2(Y3H-4^Y1)(tt2«  +  2PY3)] 

(  X  [Xi\'2-+-  lX>{u2l  -+-  •M'V.i)|  =  o, 

et  la  racine  commune  aux  équations  (2)  est 

_  r[XtX;  +  9.X2(».n  +  2t>Y3)] 
(4j  ■r"        a:'X2-X4(X3-4e2Y1) 

L'équation    (3)  est  de   degré    pair    et  du   troisième    degré    en 

—  =  di.  Le  coefficient  de  son  terme  en  —  est  négatif  ou  nul;  donc 

a2  "  a1»  D 

elle  a  une  racine  positive  qui  peut  aussi  se  calculer  en  fonction 
des  données  et  de  8  par  l'une  des  équations  (2)  ou  (/{)• 
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Donc  il  existe  entre  l'angle  \  et  les  longueurs  des  trois  bis- 
sectrices concourantes  internes  une  relation  du  troisième  de- 

gré  par  rapporta  ces  longueurs,  et  qui,    résolue  en  fonction 
,le  la  bissectrice  de  V angle  A,  admet  une  solution  unique. 

Quand  on  aura  ainsi  déterminé  a,  les  côtés  du  triangle  s'obtien- 
dront par  les  équations  linéaires 


Vii  B       i        i  Cii 

a 


■X  7.  COS  —  =  -  -H  -  ,  2  S  COS  -  =  -  H ,  2  y  COS  -   - 

b        c  r  a        c        a  'i         a        b 


Les  autres  combinaisons  de  bissectrices  donneront  lieu  à  des 
calculs  de  même  nature,  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  cette  propo- 
sition générale  : 

Entre  l'angle  A.  et  les  longueurs  de  trois  bissectrices  con- 
courantes du  triangle  ABC,  il  existe  une  relation  de  la 
forme  (3),  qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  la  bis- 
sectrice de  l'angle  A  et  admet  pour  cette  dernière  autant  de 
solutions  que  l'équation  (i)  correspondante  a  de  racines  posi- 
tives et  moindres  que  z. 

Considérons  encore  la  combinaison  d(,=  /, ,  dc  =  l2;  on  a 


donc  si  l'on  fait 


d  a        x  A 

— =—  =  — ,  =  cotao: 
(ta         a 


5  =  »», 


Y,  =  kP*—  2pN«,     V'3  =  —  2!/»N*  — r/P«,     Y4  =  2(a* -h  t*s/)Ns  —  vm»P!, 

«7  existe,  entre  les  longueurs  des  trois  bissectrices  non  concou- 
rantes telles  que  di,.  dc,  d'aet  l'angle  A,  une  relation  de  la 
forme 

;  h"'  V.      luY,)*— (X3       i^,i(r\ri    \u  V.,)]2 
(5)  "(  ■>.<  \:i-  fe»Yi)(pu*t-t-8«*Y'a  )  +  t>u3X'2(X2  —  4"Y,)] 

x  [2(X8— 4uYt)  (eu2/  -f.  8«sY's)h-  V,  u-\4  +  4«Y4)J  =  o, 

du  quatrième  degré  en  d'a  et  admettant  pour  cette  ligne  au- 
tant de  valeurs  que  l'équation  (i)  correspondante  a  de  ra- 
cines admissibles. 
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11.   Déterminer  un  triangle  <>ii  l'on  donne  les  longueurs  de 

trois  bissectrices  des  angles  A.  B,  (\. 

i°  Les  longueurs  données  se  rapportenl  à  trois  bissectrices 
concourantes. 

Les  relations  de  la  forme  (3)  se  réduisent  à  deux  types  ne  dif- 
férant entre  eux  que  par  le  signe  du  coefficient  de  n-  ou  de  /,  l2  : 
il  suffit  donc  d'envisager  l'équation  (3)  elle-même,  qui  présente 
de  curieuses  propriétés.  Comme  les  indices  des  polvnomes  X  et  Y 
y  représentent  leurs  degrés  en  z-  =  Z,  on  voit  qu'elle  est  du  qua- 
torzième degré.  En  la  développant  par  rapport  à  i\  elle  admet  la 
racine  double  p2=o,  et,  par  suite,  son  degré  s'abaisse  à  douze. 

De  plus,  si  l'on  y  change  Z  en  =  =  Z'  et  si  l'on  pose  i  —  Z'=  r', 

la  propriété  des  polynômes  u  et  X,  d'être  tous  réciproques,  fait 
que  l'équation  (3)  se  transforme  précisément  en  cette  même 
équation  où  le  coefficient  de  n'2  a  seul  changé  de  signe.  Par  suite, 
dans  l'équation  du  douzième  degré,  les  coefficients  extrêmes 
ou  éejuidistants  des  extrêmes  sont  égaux  au  signe,  près  de  n-. 
En  particulier, 

A,,  =  )2o(p2-hï  n'2  )2(i  —  p'2 —  in'2  ).        A, 3==  Vio(p2  —  -2/t2)2(i  —  jd2h-î«2) 

et,  si  les  longueurs  données  /( ,   /2,   A,  satisfont  à  l'une  des  rela- 
tions 

±  h  ±  h  ±  h  =  o, 

le  degré  s'abaisse  encore  dune  unité  par  la  suppression  dune  ra- 
cine nulle  ou  infinie. 

L'équation (3)  résolue  fait  connaître  ;  et  A,  et  le  problème  pro- 
posé est  ramené  au  précédent.  Toutefois,  z  doit  être  positif  et 
moindre  que  i ,  et  les  longueurs  données  doivent  permettre  que 
la  valeur  correspondante  de  y  tirée  de  l'équation  (4)  soit  positive 
et  inférieure  à  i . 

2°  Les  longueurs  données  sont  celles  de  trois  bissectrices  non 
concourantes. 

Les  relations  de  la  forme  (5)  se  réduisent  encore  à  deux  types 
ne  différant  entre  eux  que  par  le  signe  du  coefficient  de  /?'-. 
L'équation   (5)  a  absolument   les    mêmes  propriétés   que   l'équa- 
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lion  (3).  Le  degré  seul  diffère;  il  vaut  i(i  en  général,  sauf  les 
si  m  j  il  i  lient  ion  s  particulières. 

Pour  ne  citer  qu'un  seul  cas  particulier  de  la  théorie  générale, 
prenons  le  plus  intéressant,  celui  où  /(  =  1%;  il  conduit  à  la  pro- 
position suivante,  qui  mérite  d'être  signalée  : 

Tout  triangle  qui  a  deux  bissectrices  égales  est  isoscèle  si  ces 
bissectrices  sont  ensemble  internes  ou  externes,  à  condition 
que,  dans  ce  dernier  cas,  l' une  d'elles  appartienne  à  l'angle 
moyen.  Mais  si  elles  sont  de  nature  différente,  ou  si,  étant  ci- 
ternes, aucune  d'elles  n'appartient  à  l'angle  moyen,  le  triangle 
n'est  pas  nécessairement  isoscèle,  excepté  toutefois  quand  le 
troisième  angle  vaut  iao°  ou  6o°. 

III.  Construction  graphique  des  racines  des  équations  (i) 
et  (3). 

0   „ 

En  faisant  £     ■    ^=  m,  l'équation  (î)  se  trouve  résolue  par  l'in- 
P  _T_  Y 
terseclion  des  deux  hyperboles 

A 

i  —  .r-  =  i  tang  —  xt\, 

x(mx  —  r,)  -+-  tangw(;r  —  nti)  )  =  o. 

i-       r    ■  A  ->  V  loi 

hn  faisant  sin  —  =  a  =  - ,  et  prenant,  par  exemple,/?-  =  ^,  p=  2, 
l'équation  (3)  se  trouve  résolue  par  l'intersection  des  courbes 

_  (  _j  À j -m )  (  \  l'—-i)  -+-  a(—  4  À3 -f- 1 -2 X2  —  i)(— 8X»-n6Xs-4-aX—  I 
(4X*-f-i)*-(4X«  — 1)(5-4  a"*TT-4X»-M2X*— i) 

Y  =  (4Ài+  '  )2  —  ( 4  À'-—  i  )  (5  —  4 X2  )  (—  4X3+  iaX*  —  i  ) 

~~  (4X2—  i)(4Xs— 2)(5  — 4X*)-f-a(4X,-Hi)(— 8X*-Hi6X*-t-2X— 3  )' 

la  première  du  huitième  degré,  la  seconde  du  septième,  qui 
sont  tangentes  a  ii  point  A  =  o,  Y  =  —  i  avec  la  droite  Y  -+-  i  — A— o 
pour  tangente  commune,  et  ont  deux  points  d'intersection  distincts 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  A  =  j. 

Unsi,  quand  on  donne  les  longueurs  des  trois  bissectrices  in- 
ternes, deui  valeurs  de  z  seules  peuvenl  convenir,  cl  à  chacune 
ne  répond  qu'un  seul  triangle.  Il  \  a,  par  conséquent,  deu\  so- 
lutions ii  pas  davantage.  Les  autres  cas  se  traiteronl  semblable- 
iiH  n  i . 


COMPTES   RENDUS   DUS  SÉANCES. 

SÉANCE    DU   2    MAI    1894. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICQUET. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  L'unanimité,  membres  de  la  Société,  AJ.  Cahen  el 
AI.  Andrade,  présentés  par  MM.  IJ.  A.ndré  et  Picquet. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Su/-  ries  surfaces  remarquables  du  troisième 
degré. 

AI.  Painlevé  :  Sur  les  trajectoires  d'un  système  matériel . 

M.  Humbert  :  Sur  les  complexes  de  coniques. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  aires  engendrées  à  l'aide  de  roulettes. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  abaque  relatif  à  V équation  de  Kepler. 

M.  Fouret  :  Sur  une  surface  du  quatrième  degré  à  droite 
double. 

M.  L.  Lf.coiînu  fait  la  Coimnunication  suivante  (  '  |   : 
Sur  quelques  cas  de  discontinuité  en  Mécanique. 

Dans  une  Communication  faite  le  -  février  dernier  à  la  Société 
mathématique,  M.  Kœnigs  a  examiné  le  mouvement  d'un  point 
dans  un  plan,  en  supposant  ce  point  attiré  par  deux  axes  rectangu- 
laires en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  Il  a  trouvé  que,  dans 
certains  cas,  le  temps  ne  peut  croître  au  delà  d'une  limite  déter- 
minée, et  il  a  expliqué  ce  paradoxe  en  remarquant  que  la  conti- 
nuation du  mouvement  devient  impossible  parce  que  la  vitesse  et 
l'accélération  acquièrent  des  valeurs  infinies. 

Je  suis  loin  de  vouloir  contester  cette  conclusion;  toutefois,  il 
peut  être  bon  de  regarder  les  choses  de  plus  près.  Quand  l'expres- 
sion analytique  d'une  accélération  passe  par  l'infini,  il  est  ton  jours 
possible,  en  modifiant  un   peu  les  données,  de  faire  en  sorte  que 

l  '  i   annexe  .m  compte  ren  lu  de  la  séance  du  21   février. 

XXII.  fi 
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celle  expression  devienne  simplement  très  grande.  <)n  obtient 
alors  un  mouvement  bien  déterminé,  et  il  est  oaturcl  de  chercher 
comment  se  transforme  ce  mouvement  quand  on  revient  graduel- 
lement aux  données  initiales.  Peu  importe  que  les  forces  infinies 
n'existent  pas  dans  la  nature  :  la  Mécanique  rationnelle,  il  ne 
faut  pas  l'oublier,  est  une  science  purement  abstraite,  dont  les 
hypothèses  n'ont  souvent  qu'un  rapport  fort  éloigné  avec  les  phé- 
nomènes naturels. 

Mais,  pour  que  le  passage  à  la  limite  eût  un  sens,  il  faudrait 
que  le  résultat  final  restât  le  même,  quelle  que  fût  la  marche 
suivie,  et  nous  allons  voir  que  cette  condition  essentielle  n'est 
pas  remplie.  Prenons  d'abord  un  exemple  tout  à  fait  élémentaire. 
Dans  son  Recueil  d'exercices  sur  la  Mécanique  rationnelle, 
M.  de  Saint-Germain  a  traité  le  cas  du  mouvement  rectiligne  d'un 
point  M  attiré  par  une  force  inversement  proportionnelle  au  cube 
de  la  distance  à  un  point  fixe  A.  Si  le  point  A  est  situé  sur  la 
droite  parcourue  par  M,  l'intégrale  à  laquelle  on  parvient  assigne 
au  temps  une  limite  supérieure.  M.  de  Saint-Germain  propose 
alors  de  regarder  le  mouvement  dont  il  s'agit  comme  la  limite  de 
celui  qu'on  obtient  quand  le  point  attiré  est  assujetti  à  décrire  une 
ligne  droite  ne  contenant  pas  le  point  attirant,  mais  aussi  voisine 
qu'on  le  voudra  de  ce  dernier.  Il  est  clair  que  le  mouvement  serait 
alors  périodique  et  s'effectuerait  symétriquement  de  part  et 
d'autre  de  la  projection  du  point  attirant  sur  la  droite.  On  est 
ainsi  conduit  à  admettre  que,  dans  le  cas  où  le  point  attirant  A 
appartient  à  la  droite,  le  point  mobile  M  oscille  de  part  et  d'autre 
de  \.  en  prenant  mie  vitesse  infinie  chaque  fois  qu'il  coïncide 
avec  A  :  analytiquemenl  cette  solution  revienl  à  changer  la  con- 
stante d'intégration  à  chaque  passage. 

Les  mêmes  considérations  sont  applicables  an  cas  de  l'attraction 
ne\\  Ionienne.    .Mais    le    résultai    auquel    on     parvient    alors    esl    en 

contradiction  complète  avec  la  noie  que  la  rédaction  du  Bul- 
letin de  la  Société  a  jointe  à  l'article  de  M.  Gascheau,  publié 
en  iNNv  dans  ce  recueil;  comme  l'a  rappelé  M.  K.œnigs,  cette 
noie  suppose  que  le  mobile,  en  arrivanl  au  centre  d'attraction, 
va  se  réfléchir  comme  a  la  rencontre  d'une  Lande  élastique;  et  il 
esl  facile  de  voir  pourquoi  la  rédaction  conclut  de  cette  manière. 
Si  le  mobile,  au  lieu  de  partir  sin>  vitesse   initiale  ou  avec  une 
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vitesse  dirigée  vers  le  point  attirant,  étail  animé  originairement 
d'une  très  petite  vitesse  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  il  dé- 
crirait une  ellipse  très  aplatie,  ayant  pour  grand  axe  la  direction 
de  ce  rayon  vecteur,  et  reviendrait  à  son  point  de  départ  après 
avoir  contourné  de  très  près  le  centre  d'attraction.  En  faisant 
tendre  la  vitesse  initiale  vers  zéro,  on  parviendrait  au  genre  de 
mouvement  qu'indique  la  note. 

Une  pareille  divergence  n'a  rien  d'étonnant  :  elle  prouve  uni- 
quement que  la  nature  an  mouvement  limite  dépend  de  la  ma- 
nière dont  on  procède  pour  substituer  tout  d'abord  une  force 
très  grande  à  la  force  infinie. 

Pour  en  revenir  au  problème  de  M.  ko-nigs,  on  aperçoit  «'gaie- 
ment diverses  manières  d'éviter  le  passage  des  forces  attirantes 
par  l'infini. 

On  peut  supposer,  par  exemple  : 

Ou  bien  que  le  mobile  est  assujetti  à  rester  dans  un  plan  paral- 
lèle à  celui  des  droites  attirantes,  et  aussi  voisin  qu'on  le  voudra 
de  ce  dernier; 

Va 
Ou  bien  que  l'action  de  l'axe  Oj  est  exprimée  par  —  -,  +  --.> 

y.  désignant  une  très  petite  constante  positive,  et  que  de   même 

B         3 
l'action  de  l'axe  Ox  a  pour  valeur \-  --• 

l  y,  J  + 

Dans  le  premier  cas,  rien  n'empêcherait  le  point  attire  de  se 
mouvoir  dans  toute  retendue  de  son  plan,  et  il  traverserait  avec 
une  très  grande  vitesse  la  projection  sur  ce  plan  de  chacune  des 
droites  attirantes.  Dans  le  second  cas,  au  moment  où  le  mobile 

arriverait  à  la  distance  —  de  Taxe  des  y,  l'attraction  correspon- 
dante se  changerait  en  une  répulsion  susceptible,  pour  des  dis- 
lances plus  petites,  de  croître  au  delà  de  toute  limite;  la   même 

Q 

chose  aurait  lieu  à  la  distance  ^  de  Taxe  des  x  :  le  point  resterait 

indéfiniment  confiné  dans  le  même  quadrant. 

On  pourrait  encore  imaginer  d'autres  combinaisons  :  citons 
seulement  la  substitution  des  formules  d'attraction 

A  I! 

i     ''' 
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à  la  place  de  —  —  et  —  -~  •    vvec  ces  formules,  le  mobile  traverse 

1  •'■'  .' 

-.m-  difficulté  les  droites  attirantes;  niais,  si  1  on  ne  veut  pas  que 
l'attraction  se  change  en  répulsion,  il  faut  considérer  chaque 
droite  comme  étant  une  Ligue  de  discontinuité  pour  la  force  cor- 
respondante,   qui    passe    brusquement   de    —        à    -+-  -L-   ou    de 

B   ,  B 

~~  6»  a  +  *i  ' 

Remarquons  qu'à  distance  finie  *lc>  droites  attirantes,  toutes 
ees  hypothèses  conduisent  à  des  mouvements  aussi  peu  différents 
qu'on  le  voudra  de  celui  qui  a  été  envisagé  par  M.  Kœnigs  :  c'est 
seulement  en  approchant  de  Tune  des  droites  «pie  les  divergences 
dc\  iennent  notables. 

11  serait  intéressant  d'étudier  complètement  les  trajectoires 
ainsi  obtenues:  mais,  en  le  faisant  ici,  j'allongerais démesurémenl 
celte  Note,  et  je  m'écarterais  de  l'objet  que  je  me  suis  proposé. 


SÉANCE   DU    16  MAI    1894. 

PRÉSIDENCE     DE     M.     DE     COMBEROUSSE. 

Communications  : 

M.  \).   \ndré  :  Sur  le  triangle  des  séquences. 

M.  Fleurv  :  Sur  certains  faux  principes  et  sur  la  règle  de 
V Hospital. 

M.  Painlevé  :  Identité  de  deux  déterminants,  suggérée  par 
le  principe  de  la  moindre  action. 

M.  Lancelin  :  Mouvement  du  pendule  de  longueur  unifor- 
mément variable. 


UfalOIKES   ET   COMMUNICATIONS. 


RECHERCHES  SUR  LES  SURFACES  HARMONIQUES  (RÉSUMÉ) 
Suite  el  fin  i; 

Par  \l.  L.  Raffi  . 

Vous  ne  nous  occupons  dans  ces  Recherches  que  de  délermi- 
in  i  des  éléments  linéaires  jouissant  de  certaines  propriétés  assi- 
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gnées  à  l'avance.  Ainsi  nous  trouvons,  entre  autres,  tous  ceux  qui 
conviennent  à  des  surfaces  harmoniques  en  même  temps  qu'à  des 

surfaces  réglées  ou  à  des  spirales,  et  ions  ceux  qui  sont  double- 
ment harmoniques.  Il  y  aurait  intérêt  assurémenl  à  connaître  les 
surfaces  qui  correspondent  à  ces  cléments  linéaires.  Mais  de  pa- 
reils problèmes  sont,  en  général,  comme  Ossian  Bonnel  l'a  dit, 
au-dessus  des  forces  de  l 'analyse  actuelle.  Plus  d'un,  d'ailleurs, 
parmi  ceux  que  nous  résolvons,  présentait  déjà  des  difficultés 
considérables,  qu'on  pourra  mesurer  aux  ressources  mises  en 
œuvre  pour  les  surmonter.  Nous  allons  passer  en  revue  les  trois 
Parties  de  notre  travail. 

Première  Partie  (').  --  Nous  commençons  (Chap.  1)  par 
rappeler  le  théorème  fondamental  de  M.  Massieu  et  nous  le  met- 
tons sous  une  forme  particulière  qui  permet  d'en  faire  deux  ap- 
plications importantes  : 

Pour  qu'un  élément  linéaire  donné 

ds2  =  du-  -+-  G  dv- 

soit  réductible  à  la  forme  harmonique,  il  faut  ci  il  suffit  qiC on 
puisse,  en  choisissant  convenablement  les  deux  fonctions  \  et 
W  de  lu  seule  variable  r.  satisfaire  aux  deux  équations 


":  *(w+a'/£> 


ou  [G  \  du  }\       g/G  ,h'  L        V  J     G/. 

Comme  première  conséquence  nous  en  déduisons  (Chap.  Il) 
que  toute  surface  harmonique  à  lignes  d'égale  courbure  pa- 
rallèles est  applicable  sur  une  surface  de  révolution  (2).  Ce 
théorème  permet  de  classer  (deuxième  Partie)  les  éléments  li- 
néaires harmoniques  et  intervient  aussi  (troisième  partie)  dans 
la  recherche  de  ceux  qui  conviennent  à  des  spirales. 


(')  Publiée  rlans  les  Annales  de  ta  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse, 
année  i8g4- 

(2)  L.  Iàai'fy,  Sur  une  classe  de  surfaces  harmoniques  {Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  CXII,  p.  \?'\:  1891  |. 
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La  seconde  application  l  Chap.  III  >  < -si  la  détermination  com- 
plète  des  surfaces  réglées  harmoniques.  Ecartant  celles  de  ces 
surfaces  qui  résultent  de  la  déformation  de  la  sphère,  nous  prou- 
vons que  toutes  les  au  Des  sont  applicables  sue  des  surfaces 
du  second  degré,  réelles  ou  imaginaires,  à  moins  qu'elles  ne 
soient  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution  (  '  ').  Ce  théo- 
rème les  définit  suffisamment,  puisque  l'on  connaît  toutes  les  dé- 
formations dans  lesquelles  les  génératrices  des  surfaces  réglées 
restenl  rectilignes.  Au  cours  de  la  démonstration,  nous  donnons, 
sans  les  établir,  des  formules  qui  paraissent  indispensables  à 
l'étude  des  quadriques  considérées  comme  surfaces  réglées. 

Le  Chapitre  l\  est  consacré  aux  intégrales  linéaires  et  qua- 
dratiques de  l'équation  aux  cercles  géodésiques,  telle  que  l'a  pré- 
sêntée  M.  Darboux  (2).  Nous  montrons  d'abord  que  l'intégrale 
linéaire  n'existe  que  pour  les  surfaces  de  révolution  :  c'est  la  ré- 
ciproque d'une  proposition  de  M.  Darboux  et  la  généralisation 
du  premier  théorème  de  M.  Massieu.  Nous  étendons  ensuite  le 
second  théorème  de  M.  Massieu  en  prouvant  que,  s'il  existe  une 
intégrale  quadratique,  la  surface  est  généralement  harmonique; 
mais  nous  avons  bien  soin  de  discuter  un  cas  particulier  qui  con- 
duit à  certaines  surfaces  représentables  géodésiquement  sur 
d'autres  surfaces  avec  conservation  d'une  seule  famille  de  lignes 
de  longueur  nulle.  Il  va  sans  dire  que  l'intégrale  quadratique 
n'existe  pas  pour  toutes  les  surfaces  harmoniques.  Nous  for- 
mons l'équation  fonctionnelle  dont  dépendent  les  éléments  li- 
uéaires  à  intégrale  quadratique  et  nous  en  indiquons  diverses  so- 
lution-. 

Deuxième  Partie  (3).  —  La  deuxième  Partie  a  pour  objet  la 
deterininaiion  des  éléments  linéaires  doublement  harmo- 
niques. Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  fonctions  »(#-+-/)  el 
/   ./       y)   qui  vérifient,    conjointement    avec  deux  autres   fonc- 


(•)  L.  Raffy,  Détermination  des   surfaces  harmoniques  réglées  (Comptes 
nu, lus  des  léances  de  V  académie  des  Sciences,  t.  CX,  p.   ia3;  1890). 

( a )  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  1.  lit,  Livre  VI,  Chap.  \  1 1 . 

Publiée  dans  le  Journal  de    Mathématiques  pures  et  appliquées,  \  série, 
lome  \  :   ism'i- 
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lions  inconnues  X|  a ')  el  ^  I  i •),  l'équation  différentielle  indéter- 
minée 

\  (X"+Y")(<p-/)^3(X'-Y')<?' 

•'     j  -3(X,  +  T)/  +  j(X-Y)(T«-/)  =  o. 

Pour  en  faciliter  la  résolution,  nous  commençons  (Chap.  [)  par 
classer  les  éléments  linéaires  harmoniques  en  appliquant,  avec  des 
simplifications  appropriées,  la  méthode  des  différentialions  réité- 
rées, dont  Abel  a  donne'-  le  principe.  Cette  analyse  conduit  à  dis- 
tinguer successivement  les  développables,  puis  les  surfaces  à 
courbure  totale  constante,  puis  les  surfaces  de  révolution  dou- 
blement harmoniques.  Elle  montre  que,  Si  un  élément  linéaire 
donné  sous  la  forme  harmonique  (co — f)dxdy  n 'appartient 
à  aucune  de  ces  trois  catégories  de  surfaces,  la  différence 
X  —  Y  est  déterminée  à  un  facteur  constant  près,  ses  deux  dé- 
rivées logarithmiques  pouvant  être  tirées  de  l'équation  précé- 
dente. On  arrive  ainsi  aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'un  tel  élément  linéaire  soit  doublement  harmonique. 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'exposé  de  deux  lois  intuitives  ('  ) 
qui,  bien  qu'essentiellement  distinctes,  concourent  à  faire  con- 
naître des  exemples  nouveaux  d'éléments  linéaires  doublement 
harmoniques;  l'une  est  la  loi  de  passage,  l'autre  la  loi  de  réci- 
procité. La  première  détermine,  dans  tous  les  cas  qui  exigent  des 
intégrations,  l'ensemble  des  solutions  X  et  Y  qu'admet  l'équa- 
tion (E)  quand  les  fonctions  tp  et/'sonl  données.  La  seconde,  qui 
permet,  connaissant  un  système  de  solutions  X,  \,  ca  et  /de  cette 
équation,  d'en  écrire  un  autre  sans  calcul,  fournit  alors  de  nou- 
velles solutions  à  l'aide  des  précédentes. 

C'est  pourquoi  nous  effectuons  au  Chapitre  11  la  recherche  de 
toutes  les  solutions  de  l'équation  (E)  quand  (co — fjdxdycsl 
l'élément  linéaire  d'une  développable  ou  d'une  surface  à  courbure 
constante. 

Pour  la  même  raison,  je  résume  au  Chapitre  111  les  calculs  par 
lesquels  j'avais  déterminé  <  -  ),  ne  connaissant  pas  la  solution  en- 


(')  L.  Raffy,  Sur  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  GIX,  p.  609;  iSs<, 
(*)  F..  Raffy,  Sui  un  problème  de  l"  théorie  'les  sur/aces  \  Comptes  rendus 
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core  inédile  de  M.  Darboux,  les  éléments  linéaires  des  surfaces 
de  révolution  doublement  harmoniques.  J'établis  en  passant  que 
deux  pareilles  surfaces,  choisies  d'une  manière  quelconque, 
peuvent  être  représentées  géodésiquement  l'une  sur  l'autre, 
et  je  donne  toutes  les  solutions  correspondantes  <!<■  I  équa- 
tion   E  . 

\\<v  le  Chapitre  l\  nous  abordons  la  recherche  {générale  des 
éléments  linéaires  doublement  harmoniques.  Après  les  avoir 
classés  d'après  le  nombre  de  leurs  intégrales  quadratiques,  nous 
rappelons  celui  que  M.   Darboux  a  découvert. 


t/s- 


!    ,;  :      ■'.  is       '  i  —  h,  >-       i  i  —  h  >*J 


et  [qui  a  déjà  été  mentionné  précédemment.  Nous  montrons 
comment  il  devait  nécessairement  s'offrir  dès  qu'on  appliquait  (') 
les  deux  lois  de  passage  et  de  réciprocité  à  l'élément  linéaire 
(x  -\-y)~2dxdy  des  surfaces  à  courbure  constante  et  nous  réu- 
nissons dans  un  tableau  le>  dix  solutions  nouvelles  auxquelles 
conduit  cette  application  des  surfaces  de  révolution  doublement 
harmoniques  n'en  fournissent  pas.  Y  ce  moment,  nous  nous 
trouvons  connaître,  comme  éléments  doublement  harmoniques  : 
i"  ceux  ries  surfaces  développables  |  mx  formes);  2"  ceux  des  sur- 
faces à  courbure  totale  constante  1  cinq  formes  1:  3°  ceux  des  sur- 
faces <\r  révolution  doublement  harmoniques  (seize  formes); 
i"les  éléments  linéaires  réciproques  de  ceux  des  développables 
('cinq  formes  1;  •>"  les  éléments  linéaires  réciproques  de  ceux  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante  (cinq  formes  1. 

Le  reste  du  Chapitre  est  employé  à  démontrer  qu'il  n'en  existe 
point  d'autres,  ainsi  que  je  l'avais  depuis  longtemps  pressenti  (-  ). 
\  cel  effet,  je  commence  par  établir  que  toutes  les  fonctions  \. 
^  .  ©,  f  qui  satisfont  à  l'équation  |  E)  sont  '1rs  fonctions  uni- 
formes^ propriété  importante,  donl  j'expose  deux  démonstrations, 


inces  de  V  Icadémie  des  Sciences,  1.  CVIII,  p.  }g3;  1889).  —  Sur  un 
problême  de  la  théorie  des  surfaces  (  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
t    Mil  .   p.   161  ;   1 

I..  Raffy,  Sur  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques  [Comptes 
rendus  des  séances \de  V  Icadémie  des  Sciences,  1    CIX,  p.  1:  ix 

M'  ni'     <   •   iii  r  r  ■  Il  11K.it  ion 
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la  première  fondée  sur  les  résultats  précédemment  acquis,  l;i  se- 
conde directe.  Toutes  deux  procèdent  de  celle  remarque  qu'il 
n'\  a  qu'à  prouver  l'uniformité  de  Tune  des  quatre  fonctions  \. 
Y,?et/. 

Toutes  les  solutions  de  l'équation  |  E),  dans  le  cas  des  dévelop- 
pables,  des  surfaces  à  courbure  constante  et  des  >urfaces  de  révo- 
lution doublement  harmoniques  sont  uniformes;  il  suffit  donc  de 
montrer  qu'il  en  est  encore  de  même  quand  l'élément  linéaire 
( -i — f)dxdy  n'appartient  a  aucune  de  ce-  trois  catégories  de 
surfaces.  C'est  là  l'objet  du  premier  raisonnement  :  supposant 
que  les  fonctions  considérées  et  leurs  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  n'ont  aucune  ligne  de  discontinuité,  je  montre  en  quelques 
lignes  que.  si  X  ou  Y  n'était  pas  uniforme,  les  dérivées  logarith- 
miques de  \  —  Y  dépendraient  d'au  moins  une  constante  arbi- 
traire, contrairement  au  théorème  du  Chapitre  1. 

La  seconde  démonstration  (  ')  repose  sur  la  propriété  de  l'équa- 
tion (E)  de  pouvoir  être  intégrée  deux  fois,  de  manière  à  four- 
nir Y,  par  exemple,  au  moven  de  quadratures,  quand  les  autres 
fonctions  sont  considérées  comme  connues.  On  trouve  ainsi 


(?  —fyi  Y  =  X(o  — •/)«  —  3  X'  foH  t  i  dt  -  3  X'  f p  i  ;  I  dz 
en  posant 


_    ($4-    ]  .-        r        -|.    -         I  :,l    .M. 


't»,  t)  =  A>(*  ,n. 

=  ff(z)dz, 


z  =  x—y,  F(z) 

et  désignant  par  ç  et  ;,  deux  fonctions  de  x  introduites  comme 
constantes  d'intégration.  Cette  expression  de  \  contient  .r  en  ap- 
parence, mais  en  est  indépendante.  Pour  établir  qu'elle  est  fonction 
uniforme  de  y,  j'emploie  un  mode  de  raisonnement  nouveau,  je 
crois,  dans  la  théorie  des  fonctions  et  appelé  à  bien  d'autres  usages. 
Assignant  à  y  une  valeur  fixe  b  et  faisant  décrire  à  l<i  variable,  x 
dan-  son  plan  tous  les  chemins  fermés  qui  ont  pour  origine  et 
pour  extrémité  un  point  quelconque  x  =  a.  je  montre  que  tous  ces 

Cette  dé stration,  inachevée  dans  le  texte  primitif,  esl    l'une  des  deux 

que  le  rapporl  de  l'Académie  vise  comme  insuffisantes. 
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chemins  ramènenl  finalement  la  valeur  initiale  de  ^  ,  les  diverses 
fonctions  <|ni  interviennent  dans  le  problème  étant  supposées 
n'avoir  que  des  points  singuliers  isolés.  Ensuite,  grâce  à  la  forme 
linéaire  des  arguments  x  -\-y  el  x  — y  pur  rapport  aux  variables 
indépendantes  x  et  y,  je  fais  voir  qu'à  lout  chemin  décril  par  la 
variable  y  clans  son  plan,  parlant  de  b  pour  y  revenir,  on  peut 
substituer  un  chemin  convenable  décrit  par  la  variable  x  dans 
son  plan,  du  point  a  au  point  a,  tandis  quej'  garde  constamment 
la  valeur  h.  \insi  se  trouve  complètement  démontrée  L'unifor- 
mité de  la  fonction  Y  et,  par  suite,  de  toutes  les  solutions  de 
l'équal  ion  (E). 

Ce  résultai  une  lois  acquis,   je  mets  en  évidence  les  théorèmes 
suivants  : 

I.  Les  quatre  fonctions   X,  Y ,  <p,f  ne  présentent  à  distance 
finie  d'au  1res  singularités  que  des  pôles  doubles  à  résidu  nul. 

II.  Si  l'une  d'elles  admet  plus  d'un  pôle  à  dislance  finie, 
les  quatre  fonctions  v*«/  périodiques;  si  l'une  d'elles  admet 

trois  pôles  formant  un  triangle,  toutes  les  quatre  sont  dou- 
blement périodiques  ;  si  l'une  d'elles  n'a  qu'un  seul  pôle  à  dis- 
tance  finie,  les  autres  n'en  ont  pas  davantage. 

III.  Si   l'une  d'elles  est  doublement  périodique,   l'élément 
linéaire  rentre  dans  le  type  de  M.  Darboux. 

Pour  achever  la  solution,  je  résous  ce  problème  beaucoup  plus 
général  : 

Trouver  toutes  les  fautions  \(x)  qui  sont  uniformes  et  qui 
deviennent  des  fonctions  uniformes  de  ;  /iar  le  changement 

de  variable 

di=  dx 


<  )u  voit,  en  effeC,  immédiatement  que  les  fonctions  X  qui  \é- 
ri fient  l'équation  |  E  »  jouissent  de  celle  double  propriété. 

En  faisant  décrire  aux  variables  ./•  et  H  les  contours  qui  condui- 
sent aux  différentes  déterminations  des  intégrales  inverses 

'li  i  '    'il 


i    i   ■•■■  ,     ,    r  g 
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on  s'assure  que  X  el  Z  sont  des  fonctions  périodiques  de  leurs 
arguments.  Même  après  celle  première  réduction  le  problème 
nouveau  semble  loin  d'être  résolu,  plus  encore  à  cause  de  la  na- 
ture en  apparence  si  indéterminée  des  fondions  X  et  S  que  de  la 
multiplicité  des  cas  particuliers  correspondant  aux  hypothèses 
possibles  sur  le  nombre  de  leurs  périodes  effectives  (deux,  un  ou 
zéro).  Mais,  par  un  raisonnement  fondé  sur  la  considération  des 
périodes  des  intégrales  cet  x,  et  qui  convient  à  lotis  les  cas,  je 
montre  qu'il  existe  une  relation  homographique  à  coefficients 
constants  entre  l'une  des  fonctions  p(Ç)3  sin-ç,  <■'-.  ;-  ou  % 
cl' une  part  et  V une  des  fonctions  p(x),  sin-#,  eJ',  x-  ou  x  d'autre 
part  ('  ).  Cette  relation  détermine  dans  chaque  cas  les  fonctions 
\  |  x)  et  E(£).  En  lui  donnant  toutes  les  formes  dont  elle  est  sus- 
ceptible, on  retrouve  naturellement  toutes  les  expressions  de  X 
obtenues  dans  les  Chapitres  II  et  III  ainsi  que  dans  le  présent, 
mais  on  n'en  trouve  aucune  nouvelle. 

Nous  connaissons  alors  les  forir.es  analytiques,  parfaitement 
déterminées,  que  peut  revêtir  X:  ce  sont  certaines  fonctions  ra- 
tionnelles, soit  de  p(x),  soit  de  el\  soit  de  x  lui-même,  compor- 
tant au  plus  huit  constantes  arbitraires;  ce  sont  aussi  les  formes 
possibles  de  Y  et,  d'après  la  loi  de  réciprocité,  les  fonctions  o 
et/n'en  ont  pas  d'autres.  La  détermination  complète  de  tous  les 
éléments  linéaires  doublement  harmoniques  est  ainsi  ramenée  à 
une  pure  question  de  calcul  algébrique  :  substituer  dans  l'équa- 
tion (E)  les  diverses  expressions  connues  de  X,  Y,  'f,/et  déter- 
miner les  constantes  arbitraires  de  façon  que  cette  équation  soit 
vérifiée  quels  que  soient  x  et  y.  Les  résultats  précédemment  ac- 
quis (en  particulier  les  théorèmes  I,  II  et  III)  et  quelques  consi- 
dérations simples  de  périodicité  réduisent  considérablement  le 
nombre  des  essais,  et  l'on  établit  en  toute  rigueur  la  proposition 
énoncée  au  début  duChapilre.  Ainsi  se  trouve  complètement  ré- 
solu le  problème  des  éléments  linéaires  doublement  harmo- 
niques. 

Le  Chapitre  V  traite  des   surfaces  que   M.   Lie,  dans  son  Mé- 

1  Nous  négligeons  les  indéterminées  qui  pourraient  multiplier  les  deux  va- 
riables ou  s'ajouter  à  elles.  -  Cette  proposition  n'était  pas  établie  rigoureuse- 
ment dans  le  textr-  primitif. 


—  92 

moire  déjà  cité,  a  appelées  sur/aces  de  troisième  classe.  Noms 
montrons  que  ces  surfaces  sont  comprises  parmi  les  surfaces  dou- 
ble m  en  I  harmoniques,  sauf  une  catégorie  assez  restreinte,  cpii 
peul  h  \  pas  rentrer.  La  détermination  dé  leurs  éléments  linéaires 
esl  implicitement  contenue  dans  le  Chapitre  précédent,  puisqu'il 
suffit  de  particulariser  les  constantes  restées  arbitraires  dans  dos 
formules  pour  satisfaire  à  l'équation  du  problème,  que  M.  Lie  a 
donnée  sans  la  résoudre. 

La  troisième  classe  ('tant  loin  de  comprendre  tous  les  éléments 
linéaires  doublement  harmoniques,  M.  Lie  a  rencontré  parfois 
de  tels  éléments  linéaires,  qu'il  particularise  aussitôt,  pour  les 
faire  rentrer  dans  la  troisième  classe,  mais  sans  mentionner  leur 
propriété  d'être  doublement  harmoniques.  Il  nous  a  suffi  de  la 
mettre  en  évidence  sur  trois  d'entre  eux  pour  arriver  à  cet  énoncé, 
qui  complète  la  théorie  de  la  représentation  géodésique  :  Toute 
surface  susceptible  d'être  représentée  sur  certaines  surfaces 
avec  conservation  d'une  seule  des  deux  familles  de  lignes  de 
longueur  nulle  et  sur  d'autres  avec  conservation  de  ces  deux 
familles  est  une  surface  doublement  harmonique. 

Troisième  Partie  (').  -  L'objet  de  cette  dernière  Partie  esl 
la  détermination  de  tous  les  éléments  linéaires  harmoniques 
qui  conviennent  à  des  spirales. 

Au  début  du  Chapitre    I,   j'indique  les  premières  solutions  du 

problème,  fournies  par  le  théorème  de  M.  Maurice  Lé\v  :  Tout 
élément  linéaire  homogène,  de  degré  autre  que  2,  appar- 
tient a  une  infinité  de  spi raies.  Tel  est   le  cas  de  celui-ci 

1  m  1  ds%       >  'in'"  —  In""  )|  du-  -+-  ih-  1, 

qui  est  visiblement  harmonique.  En  faisant  croître  ou  décroître/;? 
indéfiniment,  on  eu  déduit  ces  deux  autres 

>ls-  r  '"  —  ebv  H  du1  -t-  dv*  I. 

/  ils'      (logau-    \ogbv)(dui  ■+■  dvz), 

qui  conviennent  également  à  des  spirales.  Ces  solutions   une  lois 


Publiée  dans  les    [finales  de  l'École   Vormale  supérieure,  année  1895, 
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signalées,  nous  | >< > >< •  n >  le  problème  dans  loule  sa  généralité.  Il 
s  agit  de  résoudre  complètement,  dans  le  cas  des  spirales,  l'équa- 
tion différentielle  indéterminée 

2  X  (  wji  -t-  w'J )  —  2  Y  (  u'yi  +  co'v- )  -+■  3  X' w  ',.  —  3  V oj^  -i-  X"—  Y"  =  o. 

qui  exprime  que  l'élément  linéaire  ew  dfcc  dîy  acquiert  la  l'orme 
harmonique  par  le  changement  de  variables 

,   ,  dx  ,    ,  dy 

dx  —       r         -,  dy •'  = 


l/XO)  /Y  (j) 

Comme  on  a,  pour  les  spirales, 

w  —  —  i(x — y  )-h-  I  T(t)  rit .         t  —  x  -hy, 
il  vient 


(S) 


2  X(T'+  T*-—  2  «T  —  i)  —  2  Y (  T'  -+-  T2  -f-  2 iT  —  i  ) 

-r-  3  X'  (T  —  i)  —  3  Y'(T  -h  i)  -+-  X"  —  Y"  =  o. 


Telle  est  l'équation  qui  nous  a  permis  l  '  ;  de  déterminer  tous 
les  éléments  linéaires  cherchés  et,  en  outre,  de  distinguer  ceux 
qui  sont  doublement  harmoniques  de  ceux  qui  ne  le  sont  point. 

Avant  d'en  commencer  la  discussion,  je  fais  voir  que  pour  les 
spirales  simplement  harmoniques  les  fonctions  X  et  \  sont  né- 
cessairement de  la  forme 

X  =rz  \  <••-'■'.        Y  =  Be-^r, 

A,  B  et  r  étant  trois  constantes  dont  la  dernière  peut  être 
nulle.  C'est  pourquoi  nous  résolvons  l'équation  (S),  d'abord  en 
réduisant  X  et  Y  à  des  constantes,  ce  qui  conduit  à  l'élément 
linéaire  (e),  puis  en  prenant  pour  X  et  \  les  exponentielles;  il 
faut  alors  intégrer  une  équation  de  bliccali;  mais  il  est  possible 
d'en  trouver  une  solution  et  l'on  arrive  ainsi  aux  deux  éléments 
linéaires  (m)  et  (/). 

Le  Chapitre  finit  par  la  détermination  (2)  des  ('déments  linéaires 


(')  L.  ItAiFY,  Sur  les  spirales  harmoniques  (Comptes  rendus  des  séances  ilv 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CXII,  p.  5i8;  1891). 

i  -'  )  L.  Raffy,  Sur  la  déformation  des  surfaces  spirales  (Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique  de  France.   L.  \1\.  p.  G5;  1891J. 
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qui  conviennent  à  la  fois  à  des  spirales  el  à  < les  surfaces  de  révo*4» 
lution.  Ils  rentrent  tous  dans  le  type 

ds*  —  i  x  -h  y  )'"  dx  dy. 

Lrouvé  par  M.  Lie  pour  l'élément  linéaire  des  surfaces  dont  les 
géodésiques  admettent  plusieurs  transformations  infinitésimales 
conformes. 

Au  Chapitre  II  je  traite  complètement  L'équation  (S).  En  effec- 
tuant sur  elle  les  transformations  générales  étudiées  tout  au  début 
de  la  seconde  Partie,  on  est  conduit  à  distinguer  d'abord  les  spi- 
rales  à  courbure  constante,  qui  sont  forcément  des  développables, 
puis  les  spirales  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution;  il  n'y 
a  lieu  de  revenir  ni  sur  les  unes  ni  sur  les  autres.  Ces  deux  cas 
particuliers  une  lois  écartés,  l'équation  (S)  permet  d'exprimer  X' 
el  V  en  fonction  linéaire  de  X  cl  ^  .  cl  comme  ses  coefficients  ne 
dépendent  que  de  ï  et   1  ".  on  a 

(t)  X'  =  T1X-4-T2Y,         Y   ^To\^TvY. 

les  lettres  T,  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  T  et  de  ses 
quatre  premières  dérivées.  De  ces  expressions  on  pourrait  déduire 
X" et  Y"  qui  seraient  linéaires  et  homogènes  en  X  et  Y.  Substi- 
tuant X',  V,  X"  et  Y*  dans  l'équation  (S),  on  trouverait  un  résul- 
tat de  la  forme 

V."'-  V/w>=o; 

en  sorte  que,  si  le  rapport  \  :  X  n'était  pas  une  fonction  de  /. 
c'est-à-dire  si  l'on  ne  faisait  pas 

X       \  ecx,        Y  =--  Be-cv, 

hypothèse  étudiée  précédemment,  on  devrait  poser 

fl(t)  =  o,        fi(t)  =  o. 

Ce  seraient  là  deux  équations  différentielles  du  cinquième 
ordre  pour  la  fonction  T,  réductibles,  il  esl  vrai,  au  quatrième, 
puisque  la  variable  indépendante  n'j  figurerait  pas.  Mais  telle  se- 
rail  la  complication  de  ces  équations  que,  loin  de  pouvoir  les  dis- 
cuter,  on  serait  presque  dans  l'impossibilité  de  les  écrire  expli- 
citement.   C'est     pourquoi    je    procède    d'une     tout     autre    façon. 

Laissant    provisoirement  de  côté   la  recherche  de  la  fonction  T, 
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je  considère  les  fonctions  T,  comme  des  fondions  inconnues, 
sans  relation  entre  elles,  et  je  démontre  que  le  système  (t)  admel 
deux  solutions  et  deux  seulement,  savoir  : 


(I) 


\ 

T, 

T, 


(kx 


■  o>)ec*, 
A 13 


A.B7-+-  Ap-4-Ba 

Aae<* 
A\U    r    AJJ-+-  Ha 


Y   =(Bjk-H  p)e-% 

T:, 

T. 


ABï-f-  AfJ  -J-  Ha 

AB 


ABf  H- AfJ-t-Ba 


c; 


X  =  leïrx  -^  Ae2hx, 
AT,  =  7^lre^>-Mt  —  ikmhe-^-h)t) 

AT2  =-îA/(r-A)e''1+*' 


Y  =  me--' y  +  B  c-'-7'.». 
A  T:{  =  —  2  B  /»  (r  —  /i)  t'-"'+/')', 


\  A  =  B  letr-M  —  A  me-"-h)t. 

Dans  les  deux  tableaux,  tous  les  coefficients  sont  arbitraires, 
sous  la  seule  restriction  /■  —  /i  ^  o. 

Les  expressions  ainsi  obtenues  pour  X  et  Y  ne  sont  que  les 
types  analytiques  dans  lesquels  il  faut  chercher  les  solutions  de 
notre  problème.  A  cet  effet,  je  les  substitue  dans  l'équation  (S), 
qui  se  décompose  en  deux  autres,  équivalentes  à  celles-ci 


(T) 
(9r) 


[  [3(Tj+T,—  Tt— Tk)-8i]T 

!       +(îr+  2  h  -  -  3  0 (T,  +  T,  +  T 


o. 


4(T'  -+-  T*  —  2/7i  -  i)  -4-  3T(T,  —  T,  —  T,  -t-  T,,  ) 

+  (ir+  ■>./*— 3/)  (T,  —  T2+T:I  —  T.  )  -  o. 


Pour  les  expressions  (T)  des  fonctions  T,  qui  correspondent  à 
r=  h  —  c,  ces  équations  sont  incompatibles.  11  reste  donc  à  dis- 
cuter les  solutions  qui  composent  le  système  (II).  On  reconnaît 
d'abord  que  l'équation  (T)  peut  se  réduire  à  une  identité,  et  Ton 
trouve  ainsi  un  élément  linéaire 


(i) 


ds2  =  e-Hx-y)  e 


il  i  il \  , 


qui  rentre  dans  le  type(e)  tout  en  admettant  une  infinité  d'autres 
formes  harmoniques. 

Nous  tirons  ensuite  de  l'équation  (T)  l'expression  de  T  pour  la 
porter  dans  l'équation  (2î).  Le  résultat  de  cette  substitution  esl 
naturellement  compliqué.  On  le  simplifie  par  la  mise  en  évidence 
du  facteur  A  commune  tousses  termes;  mais  il  reste  encore  une 
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fonction  linéaire  de  huit  exponentielles 

e  i  rt        ,.    ht        ,.  ■   i-  -  Il  I        gMr+Mt 

i 

qu'il  t.mi  rendre  identiquement  nulle  en  déterminant  convena- 
blement les  arbitraires  A,  lî.  /,  m.  r,  h.  La  discussion  du  système 
d'équations  algébriques  auxquelles  on  est  conduit  comporte  l'exa- 
men de  cas  assez,  nombreux.  <|in  se  rangent  sous  trois  hypothèses 
principales  : 

i  Tous  les  exposants  sonl  différents  de  zéro  et  différents  les 
uns  des  autres  : 

■>."  Tous  les  exposants  sonl  différents  de  zéro,  mais  certains 
d'entre  eux  sonl  égaux  ; 

3°  Certains  exposants  sont  nuls. 

La  première  hypothèse  ne  donne  rien;  la  troisième  ne  donne 
que  des  développables.  La  deuxième  conduit  à  trois  éléments 
linéaires 

rfs2  =  e-«*-r>  \e     b     -+-e         "    Jdxdy, 

(X  -+-  Y  5  \ 

COS        -    ■+-   -  j  (I.r  </y. 

1 4  i  ds2      e  '  -'-y  cos 

qui  rentrent  dans  le  type  i  m  l  toul  en  admettant  une  infinité  de 
formes  harmoniques.  Le  dernier  est  le  seul  qui  convienne  à  des 
spirales  doublement  harmoniques  et  à  des  surfaces  de  révolution. 
Finalement,  je  conclus  que  tous  les  éléments  linéaires  cherchés 
rentrent  du  us  l'un  des  trois  types  (m),  (e),  (/)  et  que  les  seuls 
qui  soient  doublement  harmoniques  sont  les  éléments  linéaires 
i),  (a),  {Z)et\  {). 

Le  Mémoire  se  termine  sur  ce  résultat.  Je  n  \  .timide  point  la 
recherche  des  spirales  qui  admettenl  les  éléments  linéaires  trou- 
vés. Je  renverrai  à  une  Note  que  j'avais  publiée  antérieurement 
Sur  la  détermination  des  surfaces  spirales  d'après  leur  élé- 
ment linéaire.  (Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  /'  Aca- 
démie  des  Sciences.    I.    CXII,   p.    I  'j  7  I  ;    l8û1     • 


DÉMONSTRATION  DES  FORMULES  FONDAMENTALES  DE  LA  PÉRIMORPHIE 
ET  DES  FORMULES  DE  CODAZZI; 

Par  M.  Balitb  \\  n. 

Les  formules  que  nous  allons  établir  ne  diffèrent  pas,  au  fond, 
île  celles  qui  oui  été  données  par  Ribaucour  ('').  et  qui  consti- 
tuent la  base  de  la  méthode  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  depéri- 
morphie.  Mais  la  démonstration  de  nos  formules  est  plus  simple, 
et  la  signification  géométrique  des  éléments  qui  y  figurent  plus 
évidente.  Elles  conduisent  immédiatement,  et  sous  une  forme 
très  avantageuse,  aux  formules  de  Codazzi. 

Etant  donnés  une  courbe  gauche  (c)  et  un  point  M  sur  cette 
courbe,  menons  au  point  M  le  trièdre  formé  par  la  tangente  M.r, 
la  normale  principale  My  et  la  binormale  M;,  ou  trièdre  princi- 
pal. On  passe  de  la  position  \l./;i ■:■  à  nue  position  infiniment  voi- 
sine par  une  translation  ds  el  par  une  rotation  dont  les  compo- 

ds  ds  ,  ,   .  .  . 

saules  sont ?  o,  — ,  o  et  /■  désignant  les  rayons  de  courbure 

r  p      • 

et  de  torsion  de  la  courbe  (c)  au  point  M.  Si  .r,   r.  c  désignent 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  1'  de  l'espace  par  rapport 

au  trièdre  principal,  on  a  les  formules 

I    ?,r  =  d.r  -f-  (i  —  ■-  J  ds. 
(i)  i    or  =  dy  -+-  (-  -h  -J  ds. 

z=dz-£ds, 

r 

la   caractéristique   o    se    rapportant    au    déplacement    absolu    du 
point  1',  la  caractéristique  d  au  déplacement  relatif. 


(')  Elude  sur  les  élassoides  (  Mémoires  couronnés,  publiés  par  l'Académie  des 
Sciences  de  Belgique:  1881).  —  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées; 1891). 

(-)  Ces  formules  sont  1res  connues.  M.  Cesaro  en  a  fait  un  emploi  systéma- 
tique dans  l'étude  intrinsèque  i\e<  courbes  gauches  et  les  a  étendues  à  l'bypcr- 
espace  'Annali  di  Matematica;  i»*;  —  Rendiconti,  de/la  H.  Accademia  'In' 
Li/ieei;  188g).  —  Voir  aussi  le  travail  il''  M.  Rouquet,  Sur  les  formules  fonda- 
mentales de  la  théorie  des  courbes  gauches  [Mémoires  île  l'Académie  (tes 
Sciences  de  Toulouse). 
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Si.  au  lieu  du  trièdre  principal,  on  considère  le  Irièdre  formé 
par  la  tangente  Me  et  par  deux  droites  M  r,  M  s,  situées  dans  le 
plan  normal,  la  droite  \lr  étant  inclinée  d'un  angle  H  sur  la  bi- 
normale,  on  a  les  formules 


(2) 


(    ox  =  <i.c  —  ds  h (  z  sin  ô  —  y  cos  8  i  ds, 

\  P 


Passons  aux  éléments  du  second  ordre.  Les  formules  (i)  don- 
nent aisémenl 


/,           />             ,'/s        '  /  '     .    c  \   i  «         dy  ds 
o2  .r  =  (P-  x  -t-  d*s  —  y  a  - — l —     ds%  —  i 

J        a  -j  ^  o         r  I  o 


ds 


|  fry  =  d^y  +  xd^-  +  zd^  -y{^  +  ±j  ds* 
**  =  d*z  -  yd*  --(-  +  -)  ds*-  2-4r*i, 


dx  ds  dz  ds 


cl  les  formules  (a)  les  suivantes  : 


>«,  ,  ,  sin  0  ds  cos 6  'A 

o'2 a?  =  «2 .r  -l-  d1  s  -+-  z  d —  y  d 

P  ? 

+  U<  _  I^j  H  _  K2.r  +  i*  (sin  o  tfc  —  cos6  ,/r. 
o« y  =  d°-y  -+-  a?  d  • z  d[  8' I  cfc 


(4)         < 


sin  0  „       _,„  2  d.r  rfs  cosG 

— —  II  —  K2^  H 2(8-       )  dz  ds, 

P  P 

sin  0  ds 


o2  ^  =  <r-  z  ■+■ 7  rfl  8'  —  -j  rfs  +  ./•  d 
cos  8 


l\    .       .  ■.>.  d.r  ds  sin  0 

8'  —  -  j  dy  ds ; 


ou  l  on  a  posg 


(5) 


i   II       a?(8'—  -j  ds* +-- (y  sin  b-+-zcosH)ds*, 


K* 


,/v 


Considérons  maintenant  une  surface  d<'  référence  (s)  qui,  rap- 
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portée  à  deux  systèmes  <!<•  courbes  orthogonales,  admet  pour  élé- 
ment linéaire 

ris-  —  f-  du1  —  .A'2  ch-. 

Considérons  le  trièdre  principal  formé  par  la  normale  à  la  sur- 
face 0.3  et  par  les  tangentes  Ox  et  Or  aux  courbes  (//)  et  (r),  et 
soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P  de  l'es- 
pace par  rapport  à  ce  trièdre.  Lorsqu'on  passe  de  la  position  Oxyz 
à  une  position  infiniment  voisine  O'x'y'z1,  on  a  les  formules 

Zx  =  dx  -+-  g  dv  -+■  -(«sin8,— jKcose,  )gdv-{-  \s  (V  -  M  —ZS^îJ]fdu, 

oy  =  dy-hfdu  -+-  r^_££!li  _  ^  U't  _  1  \~|  g  dv  -+-  -(a  sinô—  y  oosfyfdu, 

!—- ■     -HÏ-k)-fJ^]'*-[^!-(',-î)>'h- 

On  les  obtient  en  appliquant  les  formules  (2)  à  deux  déplace- 
ments successifs  effectués  suivant  (11)  et  (r);  p,  et  rt  désignent 
les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  la  courbe  (1/),  h,  l'angle 
de  son  plan  oscillateur  avec  le  plan  tangent  à  la  surface;  p,  r.  0 
ont  la  même  signification  pour  la  courbe  (c). 

Nons  poserons 


(7) 


,.        A'  cos8,  y?sin8,  ..  /,.,  1 


■»=*(.'.  -i): 


v  _  /cosO  n  _  /sine 


P. 


Les  six  quantités  M,  N,  P,  Q,  R,  S  ont  une  signification  géo- 
métrique bien  connue,  et  les  formules  (6)  s'écrivent  alors 

Ilx  =  dx  ■+-  g  dv  -+-  z(  P  dv  ■+-  S  rf«  )  —  y(  M  dv  -+-  N  rfu  1. 
ô K  =  dy  -+-  /rfw  —  ./•  (  M  dv  —  N  du  \—  z(  Rdv-hQ  du  1 . 
8.z  =  dz  -+-»-(  R  rfp  +  Q  du)  —  xi   L  rfe  -+-  S  du  >. 

Les  conditions  de  fixité  du   point  x,  y,   z   dans  l'espace   son! 
données  par  les  six  relations 

du  J 

j£-HQ.r-.  S,-      „ 


^+?+l' 

;        AI., 

dv 

R;        0 

1  '  /         .1 

—  luo  — 
ci  celles  de  la  direction  /.  ni.  n  par  le>  relations 

——  -+-  b  n  —  X  m  =o,  —    ■+-  r  n  —  M  ni  =  o. 

ou  ov 

i  àm      _.  ,        ,.  ''/n  ^ 

(îo)  r-+N/-Qn  =  o, hM/-R«=o, 

1  Ou  Ov 

d"  _HQm_  SI  =  o,         ^  +R m       VI   =  o. 

ou  Ov 

Pour  exprimer  les  conditions  d'invariabilité  d  une  droite,  il  faut 
joindre    aux    conditions  d'invariabilité  de  sa  direction  telles  de 

la  fixité  d'un  de  ses  points.  Si  la  droite 

X— .r  _  Y  — y  _  L  -z 

l  m  11 

est  donnée  par  ses  six  coordonnées 

/.   m.   n.         ï  =l  n  y — mz.         m'=lz  —  n./\         /i'—ni.r-  -Iv. 

il  faut  joindre  aux  relations  ('<>)  les  relations  qui  expriment  la 
fixité  du  vecteur  /',  ;»',  n' . 

Le  plan 

//  —  m  y  -+-  nz  — p  =  o 

sera  fixe  dans  l'espace,  si  aux  conditions  (10)  on  ajoute  les  rela- 
tions 

àp  ___      .  <^p  __  /r 

Ou  ~        "'■   '  Ov   ~  A' 

Exprimons  cpie  les  dérivées  de  /,  ///,  //  fournies  par  les  rela- 
tions (îo)  saiisfoni  aux  conditions  d'intégrabilité 

0   01    _      0    ol 
àv  Ou         Ou   Ov 

un  obtient   ainsi  les  pelai  ions 

[™      !»UpQ_rS=   .,. 

I    <)u  ov 

(,,)  ,  "''  _  ^  +  RN  — QM  -    ». 

iilll  'IV 

SM-    PIN     -.o. 
'Ill  d\ 
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Opérant  de  même   sur  les  dérivées  de  x,  r,   3   tirées  des  équa- 
tions (9)  et  tenant  compte  de  (m),  on  trouve 

(12)  M=-ir)f,         N=-%-,         R/+Ss-  =  o. 

j  ou  g  ov 

Ce  sont  les  formules  de  Codazzi  ('). 

Pour  faire  une  application  des  formules  précédentes,  prenons 
la  représentation  sphérique  de  la  surface  de  référence. 

Par  un  point  fixe  O  de  l'espace,  menons  une  parallèle  à  la  nor- 
male à  la  surface  au  point  M,  parallèle  sur  laquelle  nous  prenons 
une  longueur  constante  OP  =  a.  Les  formules  (8)  nous  donnent 
pour  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  P 

r,x  =  a  (  P  dv  -4-  S  du  ),         \y  =  —  ff(Rrfi'  +  Q  du  ),         $z  =  0  : 

d'où,  pour  l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique, 

(13)  fifo2  =  a2(P  dv  -+-  S  du  )- -+-  a2(  R  dv  -+-  Q  c/«)-. 

Le  système  orthogonal  de  la  surface  de  référence  admettra, 
comme  représentation  sphérique,  un  système  orthogonal  si 
|{  z=  o,  S=  o,  ce  qui  donne  les  lignes  de  courbure;  ou  bien  si 
P  =  o,  Q  ==  o,  ce  qui  donne  les  surfaces  minima;  et  il  est  bien 
évident  que  ce  sont  les  seuls  cas  où  cela  puisse  avoir  lieu. 

Si  les  lignes  (;/)  et  (c)  sont  les  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face (S),  l'expression  (i3)  devienl 

f  X2  dv2         f2  dul\  ,    ,      /cos!a        sin"2a 

d?2  =  a-  (  — — h  — tt^ —  I  =  a-  <ls-  ' 


R?  R«  V     Rr  R- 


7.  désignant  l'angle  que  fait  la  courbe  considérée  avec  la  courbe  (//). 
On  voit  que  la  ligne  définie  par  la  relation 


Ht 


(')  Codazzi,  Mémoires  présentes  par  divers  savants  à  l'Académie  des 
Sciences;  1882. 

O.  BONNET,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnée  (Journal  de  l'École  Polytechnique;  1867). 

Sur  les  formules  fondamentales  de  la  périmorphie  on  peut  consulter,  outre  les 
.Mémoires  de  Ribaucour,  1rs  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  de  M.  Darbouxj 
et  le  Tome  VII  du  Traite  d'Analyse  de  M.  Laurent. 
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<■>!  égale  en  arc  à  sa  représentation  sphérique.  On  voil  encore  que 
l,i  représentation  sphérique  d'une  surface  minima  réalise  un  tracé 
géographique  de  la  surface  sur  la  sphère. 

L'angle  \    d'une  courbe  avec  sa  représentation  sphérique  esl 

donné  par  la  formule 

tangA  =± — .     ,    — i-5 — 

f  -  du1         g*  (l\  - 

~R        h  ~~ RT~ 

Celte  relation,  nouvelle  croyons-nous,  montre  que,  par  chaque 
point  d'une  surlace,  passent  quatre  lignes  faisant  un  angle  donné 
avec  leur  représentation  sphérique.  Ces  quatre  lignes  sont  toutes 
réelles  ou  toutes  imaginaires.  11  n'y  a  d'exception  que  si 

ce  qui  correspond  aux  lignes  asymplotiques;  et  l'on  voit  que  la 
représentation  sphérique  d'une  ligne  asympto tique  est  perpendi- 
culaire à  cette  ligne,  propriété  bien  connue. 


COMPTES   RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE    DU    (i   JUIN    1894. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    PICQUET. 

Communications  : 

M.  I).   \ndré  :  ,S'///-  le  triangle  des  séquences. 

M.  Painlevé  :  Sur  une  démonstration  de  l'existence  '1rs 
fonctions  implicites  analytiques. 

M.  Humberl  :  Sur  quelques  propriétés  des  arcs  des  courbes 
gauches . 

M.  E.  <irni\  adresse  une  Noie  S//r  les  surfines  à  courbure 
totale  constante. 


-  1(W  — 

SÉANCE    DU    20   JUIN    1894. 

PRÉSIDENCE    DE    H.    PICQUET. 

Com  m  u  n  ira  l  ions  : 

M.  Adam  :  Sur  les  surfaces  admettant  pour  lianes  de  cour- 
bure deux  séries  decercles  géodésiques  orthogonaux. 

M.  Fourrl  :  Sur  un  théorème  relatif  aux  quadriques. 
M.  Lancelin   :  Sur  deux  cas  particuliers   du  problème  des 
trois  corps. 

MÉMOIRES   ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES 

DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE 

PAR    CERTAINES   CONDITIONS  AUX  LIMITES: 

Par   M.    E.ahle   Picard. 

1.  Une  question  posée  par  M.  Carvallo  dans  le  dernier  numéro 
de  Y  Intermédiaire  des  Mathématiciens  (question  173)  me  remet 
en  mémoire  quelques  remarques  que  j'ai  faites  autrefois  sur  la 
détermination  des  intégrales  de  certaines  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Considérons  l'équation 

à*z  àz        .  dz 

(  E  )  - — -  =ar+6T-+w, 

Ox  Oy  ox  ov 

a.  h.  e  étant  dés  fonctions  continues  de  ,r  et  r.  Dans  mon  Mé- 
moire sur  les  approximations  successives  (Journal  de  Mathéma- 
tiques, iSgo,  Chap.  Il),  j'ai  montré  comment  une  méthode  d'ap- 
proximations permettait  d'intégrer  cette  équation  en  se  donnant 
diverses  conditions  aux  limites.  Prenons  maintenant  le  cas  sui- 
vant :  on  veut  avoir  l'intégrale  de  cetteéquation  telle  que 

\    z       f<  i  |  pour  y  —  i>  i. 

[    z  =  Ob(t)  i  poiir  y  =  ,/  | 
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el  »(#)  sonl  deux  fonctions  arbitraîremenl  données.  On  a 

seulement,  bien  entendu,  J\  «>)-     'f(o). 

2.    Je    fais  d'abord    les    remarques   suivantes.   L'intégrale  de 

l'équation 

<Y-  z 


dxdy 


satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  est  évidemment 

-=./'<•'•  )  +  ?(/)  -  /(ri. 
Ensuite  l'intégrale  de  l'équation 


''■''  ^J 


;  =  P(*,jO, 


I'  étant  une  Fonction  donnée  el  telle  que 

L    M  =  O  (  DOU 

(  2  I 


|  //  —  o         (  pour  >  =  o  ). 
\  u  =  <>        (  pour  7  =  j-). 


se  reuuii  a 


lu  il  à 


M  =  I       ,/r,    I        \'(;.v,  ></: 


3.   Ceci  posé,  je  forme  les  équations 


=  o. 


dxdy 

- — -r-  =  a  --   +6T   -H  c ô„. 


-/-"„  d««-i       ,  ''"„-i 

- — r=a—       -  ■+■  b hCM„_|. 

dxdy  Ox  ny 

(  )n  calcule  So  de  façon  qu'il  satisfasse  aux  conditions  (i),  cl  lc^ 
//  de  façon  qu'ils  satisfassent  aux  conditions  (2).  Il  est  aisé  d'éta- 
blir que  la  série 

(3)  30+-  «i  H-...-+-  Kfl  -4-.  .  . 

résout  le  problème  proposé.  Si  les  a,  6,  c  ainsi  que/"(#)el  p(#) 
sonl   bien  déterminées  el   continues  dans  un   rectangle  parallèle 
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aux  axes  et  comprenant  l'origine,  la  série  (3)  convergera  dans  ce 
rectangle.  Si,  en  particulier,  les  fonctions  précédentes  sont  bien 
déterminées  et  continues  dans  tout  le  plan  (x,  y),  il  en  sera  de 
même  de  la  solution  que  nous  venons  d'obtenir. 

I.   Le  problème  précédent  pourrait  être  généralisé.  <  h\  peut  se 
proposer  de  trouver  l'intégrale  ^  de  l'équation  (E)  telle  que 

z—f(x)         (pour  y  =  ax), 

z=<o(x)        (pour  7  =  $x), 

[/(o)  =  <p(o)]; 

a  et  r1>  sont  deux  constantes  réelles,  et  Ton  doit  supposer  que  -/-' 
est  différent  de  |32.  Les  mêmes  considérations  sont  applicables; 
les  choses  se  présentent  toutefois  moins  simplement,  car  I  inté- 
grale de  l'équation 

O.rOy  ~ 

satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  ne  s'obtient  pas  ici  immé- 
diatement comme  au  n°  2.  Soit,  en  effet, 

z  =  À  (a?)  +  [x  (y  )  ; 
on  aura 

X|  x)   -  V.(7..r)  =  /i    !    I, 

)  (x)  -t    \u  $x)  =  .(.ri. 

et,  par  suite,  l'équation  fonctionnelle 

•j.  (  7.  x)  —  [xi  [3, a-  i  =/l  a?  i  —  ©<  ■/,  i. 

Si  l'on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur 

y/./-)  =  /(a?)  —  ?(#), 

on  ne  peut  résoudre  cette  équation  fonctionnelle.  Tout  d'abord 
nous  ne  diminuons  pas  la  généralité  en  supposant  y.  =  i .  |  p  |  <^  I . 
Si  de  plus  on  suppose  la  fond  ion  '/(■'')  telle  que 

|  X(x)  |<  A  |  x  \p, 

\  et p  étant  des  constantes  positives,  on  pourra  prendre 

H(-x)  =x(ar)-t-Xl  a'') +-•••+-/'  P"^H  ■  •• 
et  la  solution  du  problème  s'achèvera  aisément. 


Illfi 


,'i.    I  .;i  question  posée  par  M .  Carvallo,  dont  j'ai  parle  plus  haut, 
était  relative  à  l'intégrale  do  l'équation 


77?2   =  TJr7  ~~  "' 


se  récluisanl  pourr=o  à  une  (onction  /"(/).  ci  à  /'(o)  pour/-  —  /. 
I  n  simple  changement  de  variables  ramène  ce  problème  à  celui 
que  nous  avons  traité  d'une  manière  générale  au  n"  3. 


SUR  LES  SURFACES  A  COURBURE  TOTALE  CONSTANTE: 
Par  M.   E.   Gemty. 

Dans  son  remarquable  Mémoire  Sur  les  congruences  rie 
droites  et  sur  la  théorie  des  surfaces',  M.  Cosseral  donne  un 
certain  nombre  <le  formules,  qui  établissent  une  liaison  étroite 
entre  la  théorie  des  surfaces  et  celle  des  congruences  des  droites. 

Nous  allons  montrer,  dans  cette  Note,  comment  la  théorie  des 
congruences  conduit  simplement,  pour  les  surfaces  à  courbure 
totale  constante,  aux  transformations  de  MM.  Biancbi  et  Bâck- 
lund  (Darboix.  Leçons,  l.  III,  p.  420  à  J38  I. 

En  conservant  toutes  les  notations  de  M.  Cosseral,  on  sait  que 
la  demi-distance  focale  p  d'une  congruence  rectiligne  donnée  par 
la  représentation  sphérique  de  ses  développables  satisfail  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

du  dv        ■    du        '     dv       \àu        du       '  •  /  ' 
Si  l'on  a 

du        dv       J 

l'équation  |  1  )  sera  vérifiée  par  p  =  const.,  et,  dans  ce  cas,  les  équa- 
tions qui  expriment  que  les  lignes  de  courbure  se  correspondent 

SUr  le-  deux    nappe-  de    la   Mii'laee    locale   prennent    la   l'urine 

:ï-38-    j 


(III 
(3) 

Or  on  a 


MIT  — 
j   e(3    f-^-a,  =o, 

/  <":  +  a- 3,  =o. 


/d/        £  de  \       /  de 

l  '>?/  2    de  /  2     d« 


***.=*(  ---) 


où  l'on  a  posé 


A2p  =  £ï!£  _  /^, 

'  2    'A'  2     <?« 

,,r,         «^       fàe 

2     (7«  5!     ÔV 

,  (df_  i  à_£\_fdg 

h*  =  e/-g*. 


Ou 

Ou 

d\ 

og/2 

dll 

Dg(e#) 

dp 

dv 

II 

=  cos- 

0  = 

const., 

En   tenant  compte  de  ces  relations,   on  met  ies  équations     >) 

sous  la  forme 

dlog/2  _  dlogl  e#  : 


d'où 


ce  qui  montre  que  les  plans  tangents  aux  points  F,  et  F;.  <]c>  deux 
nappes  de  la  surface  focale  se  coupent  sous  un  angle  constant  6. 

La  réciproque  est  évidente  et,  si  p  et  0  sont  des  constantes, 
les  lignes  de  courbure  et,  par  suite  aussi,  les  lignes  asymptotiques 
se  correspondent   sur  les  deux   nappes  de  la  surface  focale. 

La  courbure  totale  au  point  F,  de  la  première  nappe  a  alors 
pour  expression,  en  supposant  2p  =  i, 

i  li'1';   __^i  _    _    ■  à*). 

r,r;  ~  yip,  eg  ~ 

on  trouve  de  même,  pour  la  courbure  totale  au  poinl  Y  _,  de  la 
seconde  nappe, 

i  li-*\  ■   ,,, 

■ ^-r   =  y-  =  —  *in-l); 

H2R'2  r-<ï 

donc  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  onl  leur  courbure  totale 


constante  el  égale  à  — sin20. 
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Les  lignes  de  courbure  (1rs  deux  nappes  oui  pour  équation 

(4)  33,  dut  4-(plT - p«-tf)  du  dv  -  3Y  dv*  =  o, 

el  l'équation  définissant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
seconde  nappe  prend  la  forme 

(5)  2,  h*  R-  —  h  fë(  a,  3  -+-  3]  -+-  e)  R  -+-  e«  3  =  o. 

Soit  (du,dv)  Tune  des  solutions  de  l'équation  (f);  le  plan 
normal  à  cette  direction  mené  par  le  point  F,,  lequel  est  un  plan 
principal  de  la  nappe  i  F,),  rencontre  la  normale  de  la  seconde 
nappe  en  un  point  V,  et,  si  Ton  désigne  par  11  la  distance  \\,  A, 
on  reconnaîl  très  simplement  que  cette  distance  est  définie  par 
l'équation 

3,  du  —  3  dv — -  =  o. 

Si  l'on  élimine  du  et  dv  entre  cette  équation  et  l'équation  |  j  |, 
il  vient 

p(p/ë  —  *  R)2+  /«(  Pi 7  -  P2  —  #)(P  Je— h  W)-  33, Ye  =  o. 

En  développant  cette  équation  et  tenant  compte  des  rela- 
tions (3),  on  retrouve  l'équation  (5). Donc  : 

Si  deux  surfines  se  correspondent  point  par  point  de  telle 
manière  que  la  distance  entre  ces  deux  points  soit  constante, 
et  que  les  deux  plans  tangents  en  ces  deux'points  contiennent 
la  droite  qui  les  joint  et  forment  entre  eue  un  angle  con- 
stant 0,  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques  se 
correspondent  sur  ces  deux  surfaces,  pour  lesquelles  les  cour- 

ii  i  -in-'l  ,  . 

bures  totales  sont  constantes  et  égales  a  — — —  >  p  étant  la 

/'- 

distance  constante  des  deux  points  correspondants. 

Pour  0  — <)<>'.  on  a  la  transformation  de  M.  Bianchi  ;  si  0  est 
un  angle  quelconque,  on  a  la  transformation  de  M.  Bàcklund. 

Dans  !<■  premier  cas,  la  congruence  esl  une  congruence  de  nor- 
males el  l'équal  ion  |  i  i  <\e\  ienl 

■•       0 

tu 
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(  >n  en  déduit  immédiatement 

eg  =  o(«  («Kp), 

ou,  en  particularisant  convenablement  les  paramètres, 

(7)  e^  =  i. 

La  relation  qui  précède,  jointe  à  f=  o,  caractérise  la  représen- 
tation sphérique  des  surfaces  pour  lesquelles  la  différence  des 
rayons  de  courbure  est  constante. 

Remarquons  enfin   que,  dans  ce  cas,    l'élément  linéaire   de    la 

surface  (F(  )  a  pour  expression 

i 

ds*-  =  (Pi  du  —  [i  dv  )2  -+-  e  dv-  : 

or  la  relation  (o)  montre  qu'on  peut  poser 

pi  du  —  [j  dv  —  du{. 
On  a  donc 

du1  =  du'\  -r-  e  dv1, 

ce  qui  montre  que  v  est  le  paramètre  d'un  système  de  lignes  géo- 
désiques  sur  (F,  ).  On  verrait  de  même  que  u  est  le  paramètre  d'un 
système  de  lignes  géodésiques  sur  (F2). 

Les  trajectoires  orthogonales  de  ces  géodésiques  se  correspon- 
dent sur  les  deux  nappes  et  elles  ont  pour  équation  différentielle 

3,  du  —  $dv  =o, 

ou 

'-'Ar    ,  de 

e  —  du  —  g  —  dv  —  o, 

OU  OV 


ou  encore 


)  loge  ô  loi;  g 

dv -ss  du  =  o, 


Ov  du 

ou  enfin,  en  tenant  compte  de  la  relation  (-) 

à  \o%e    ,         d  loge    , 

,  a     du  H — —  dv  =  o. 

ou  ov 

Donc  leur  équation  finir  est  e  =  const. 
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SUR    LES    SURFACES    ADMETTANT    POUR    LIGNES    DE    COURBURE 
DEUX  SÉRIES  DE  CERCLES  GÉODÉSIQUES  ORTHOGONAUX: 

Par  M .   Paul  Adam. 

Dans  son  Mémoire  célèbre  sur  la  déformation  des  surfaces 
(Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXIIe  Cahier)  O.  Bonnet 
a  déterminé  la  surface  la  plus  générale  admettant  pour  lignes  de 
courbure  deux  séries  de  cercles  géodésiques  orthogonaux.  Sa 
méthode,  qui  repose  sur  l'emploi  des  formules  de  Codazzi,  donne 
lieu  à  des  calculs,  sinon  pénibles,  du  moins  fort  longs  :  la  for- 
mation des  équations  de  la  surface  prend  dix-sept  pages. 

Or,  si  les  formules  de  Codazzi  facilitent,  dans  bien  des  cas,  la* 
résolution  des  problèmes,  il  en  est  d'autres  où  le  contraire  a  lieu. 
Ici,  par  exemple,  on  peut  déterminer  les  surfaces  en  question  par 
une  marche  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Bonnet. 

Si  l'on  écrit  le  ds-  d'une  surface  iso thermique 

//s-  =  e-><  {  du-  -h  dv*  i, 

la  détermination  dune  telle  surface  revient  à  la  recherche  de  trois 
solutions  x,  y,  z  de  l'équation 

<?*6         dh    OU        dh  d8 

=  o, 


du  dv        dv   'in        du  0\ 
liées  entre  elles  par  la  condition 

')./■  ,).,■        oy  Oy        dz  Oz 
du  dv         du  ih-        du  dv 

Les  surfaces  qui  admettent  pour  lignes  de  courbure  deux  séries 
de  cercles  géodésiques  orthogonaux,  avant  pour  ds3 

<  du-  -h  dv1  i. 


(TJ  +  V; 


il  suffit,   pour  les  obtenir,  de  Irouver  trois  solutions  de  l'équation 

^lll\  aille 

■  rh  V         ç>0  I  '        d% 

dudi         I        \    du        I        V  d\ 
el  d  a\ mi'  égard  à  (i) 
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L'équalion  (2)  s  intègre  tout  de  suite  el  donne 


(3)  0 


U.-hV, 


où  les  lettres  ont  nue  signification  évidente. 

Il  faut  donc  prendre  pour  ./',  r,  :■  trois  expressions  de  la 
forme  (3),  en  leur  donnant,  bien  entendu,  le  même  dénominateur 
U-p-V,  puis  déterminer  les  fonctions  qui  entrent  en  numérateur 
par  la  condition  (1). 

On  peut  évidemment,  en  prenant  U  et  V  pour  nouvelles  varia- 
bles, écrire 

U1  +  V1,   U,  +  V,,  U,rt-Vs 
/■.    Y,  Z  = , 

.r.  r,  s  étant  toujours  astreintes  à  la  relation  (1),  laquelle  fournit 

,  („  +  r)2(U;v;  +  u;v;  +  u;v;!) 
\    -(b  +  c)[(u1.+  v1)(u;+v1) 
u    j  +(u,-t-vt)(u;-i- v^+cu.-t-v.xuj+v;)] 

(  +(Ui-t-  V,)>+  (U,-f-'V,)*-t-(  U,-h  X,  )«  =  o. 

Celle  équation  fonctionnelle  parait  compliquée:  niais,  si  l'on 
pose 

(Ui-t-V,)*-i-(U2+V2)2-H(U3-t-V3)!!=  a<u -h  p)  ©(«,«>), 
elle  se  réduit  à 

de  sorte  qu'elle  revient  à 

(j)    (U1-+-  Vi)2  +  (U2-|-V2)2-i-(U3-»-Vs)2-t-2(a  +  P)(l  ,- Vi)  =  o. 

Celle  équation,  étant  développée,  a  pour  premier  membre  une 
somme  de  termes  de  la  forme  F(«)(I)(e).  Or  l'équation 

i  =  i 

dans  laquelle  les  A  dépendent  d'une   variable  y.  et   les  B  d'une 
autre   variable  fâ,  admet,  mitre   les  deux   solutions   évidentes  qui 
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consistenl  à   annuler  soit  tous  les  A,  soi i  ions  |c>  B,  //  —  i  autres 
solutions  définies  par  les  formules 

/,  =  » . 
-By=    V   a*B*,         /-,,     ■>..      ! /. 


dans  lesquelles  les  a  sont  des  constantes  arbitraires;  el  ces  /?  —  i 
solutions  s'obtiennent  en  donnant  à /les  valeurs  i,->,3,  ...,/> — i. 
appliquons  cela  à  l'équation  (S)  développée,  en  faisant  jouer 
aux  fonctions  de  //  el  de  e  ci-après  le  rôle  àe^  fonctions  A  el  1> 
écrites  en  regard  : 


I 

A,, 

Vf 

-t- 

V| 

h-V! 

-t- 

2  \  1  p 

Bi, 

av4 

i:_„ 
BS) 

u. 

\,. 

iV2 

li.. 

1    3 

A;. 

'A, 

U,. 

U 

\,. 

2 1' 

l!„. 

m 

-+-  % 

u 

'.  " 

V, 

1 

B7. 

l  \   hU| 

lin  avant  égard  à  la  symétrie  de  l'équation  (5),  on  voit  qu'il  n'y 
a,  pour  celle  équation,  que  deux  solutions  à  essayer,  celles  qui 
correspondent  à  1=  •>,  et  à  /  =  3.  En  effet,  si  l'on  change  le  clas- 
sement qui  vient  d'être  indiqué  pour  les  fondions  de  u  cl  de  v 
ei-dessus,  en  rangeant  les  fonctions  de  v  dans  l'ordre  inverse  de 
celui  qu'avaient  les  fonctions  analogues  de  // ,  les  hypothèses 
/  z=  4  et  /==  5  conduironl  aux  mêmes  solutions  de  L'équation  1  ">  1. 
sauf  remplacement  de  u  par  c  et  de  v  par  //,  que  les  hypothèses 
1  =  3  et  /=  2.  On  aboutira  donc  pour  les  coordonnées  de  la  sur- 
face aux  expressions  données  par  l  3  el  1=  ■>..  où  l'on  change- 
rai! //  en  t    cl  V  en  // . 

1"  Hypothèse  1=2.  —  Dans  cette  hypothèse,  Ui,  LU  et  U;t 
-oui  des  fonctions  Linéaires  de  //  ;  il  en  résulte  que,  par  un  irans- 
poi  1  des  axes   parallèlemenl  a  eux-mêmes,  les  coordonnées  delà 
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surface  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

(6)  &±; 

U  -+-  V 

la  surface  serait  alors  un  cône  dont  les  génératrices  auraient  pour 
paramètre  v\  tous  les  cônes  répondent  évidemment  à  la  question; 
toutefois,  en  achevant  le  calcul,  on  reconnaît  que  des  coordonnées 
de  la  forme  (6)  ne  peuvent  vérifier  la  relation  (i);  cela  tient  à  ce 
que  nous  avons  particularisé  les  fonctions  U  et  V,  et  qu'il  fau- 
drait actuellement  faire  V  =  o  pour  que  les  courbes  (m)  pussent 
être,  sur  le  cône,  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices. 

2°  Hypothèse  /=3.  — 11  vient  alors 

U2  =  a\  -t-  a\  u  +  a\  Ui, 
U.3  =  a\  -+-  a\  u  -+-  «§  Ut, 
U4  =  a\->r-  al  u  -t-  ajjU], 
Uf+U?  +  U2+  i\Jku  =  a\  +  a\u-\-al\]u 
-(Vf  +  V|-f-  V|+  2V4P)  =  %a\  V,+  2«f  V3-)-  2«?  p  +  a], 

—  2V4  =  2a|V2H-  2«|  V3-i-  <xa\v  +  al, 

—  2V1  =  2aJ  V2-H  2«|V3+  2«§c-t-  aj. 

Ces  équations  se  simplifient  beaucoup  par  les  remarques  sui- 
vantes. 

D'abord  U2  et  U3  étant  des  fonctions  linéaires  de  u  et  de  U|, 
les  coordonnées  y  et  z  de  la  surface  se  ramènent,  par  un  trans- 
port des  axes  parallèlement  au  plan  des  yz,  à  la  forme 

mUi+off) 

(/»  =  const.)- 
u  -+-  v 

On  peut  donc,  sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  sup- 
poser U2  et  U3  de  la  forme  m\Jt,  c'est-à-dire  faire 


et  l'on  a  alors 


a\  =  a\  =  af  =  ai  =  o, 
/  Ui  +  V, 


(8)  ly  = 


u,  -+- 

V 

? 

ajU, 

-+- 

v2 

u  -+-  V 

a»U, 

+ 

\    ; 

xxu. 
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d'où  l'on  déduit 

(y  —  a*a?)(V8  —  a\Vx)— (-s  -  o|a?)(V8-a|  Vt)  =  o. 

Les  courbes  (v)  sont  donc  dans  des  plans  passant  par  la  droite 

fixe 

y  =  a\x,         z  =  a\x. 

Celte  droite  étant  prise  pour  axe  des  x,  il  vient 


Les  équations  (8)  de  la  surface  et  la  dernière  des  équations  de 
condition  (7)  se  réduisent  ainsi  à 

Ui  +  V, 

x  =  , 

U  -r-  V 

(9)  { y  = ' 


v 


u  -+■  V 

(10)  2Vi=  —  ia%v  —  a\. 

En  transportant  enfin  les  axes  parallèlement  à  Ox,  ce  qui  ne 
change  pas  ce  dernier  axe  déjà  particularisé,  on  donne  à  la  coor- 
donnée x  la  forme  — — -;  on  peut,  en  conséquence,  supposer  la 

fonction  V,  nulle,  c'est-à-dire  faire  a\  =  al  =  o. 

En  définitive,  les  équations  (9)  de  la  surface  et  les  équations 
de  condition  (7)  sont  maintenant 

I   x  =  - 
u 

(11)  [y  = 


-+-  v 


u  ■+■  V 
V, 


(12) 


I  i  =  a\-\-a\u, 
I  ;    :    2  \  ;  u  =  a\  -fr-  <i\ii. 
\         \  1  \  ,v>  =  —  *a\v       <>]. 

a  \  ,  /"';  p  —  a\. 
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En  posant 

Vs  =  V6.cosY5, 
V3  =  V6sinVs, 

V5  et  V0  étant  deux  nouvelles   fonctions  de  v ,  on  tire  des  équa- 
tions (12) 

Uf  =  —  2af  a*-t-  u{a\  —  ia\)-¥-  a], 

Vf  =3       ia\  v2  ■+•  v  (a\ — ia\  ) — a\, 

ce  qui  peut  s'écrire  tout  simplement,  en  passant  à  une  surface 
homothétique,  et  appelant  a  et  b  deux  constantes  arbitraires, 

Uf  = —  K*-t-  %au-+-  b, 

Vg  =       v2  -+-  lav  —  b. 

Il  n'y  a  plus   qu'à  remplacer  u  par   u  -+-  h  et  v  par  v  —  h,  à 
prendre  pour  h  l'une  des  racines  de  l'équation 

h- —  lah  —  b  =  o 
et  à  poser 

■).(a  —  h  )  —  x. 
pour  obtenir 

Uf  =  oui  —  u1, 

V§  =«*>+-<>*, 
puis  les  équations  de  Bonnet 

\Zu(z  —  u) 


l  1  >  1  <  y  — cos  \  .>. 


u  -+-  V 

y/p(  a  -+-  v) 

U  -+-  V 

\/v(  OC  -H  V) 

Il  --  l> 


qui  comprennent,  comme  cas  particulier,  les  équations  descyclides 
de  Du  pi  n. 


m;  - 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU   A   JUILLET    1894. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    DE    POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Flenrv  :  Sur  l'emploi  des  séries  divergentes. 
M.   Biochc  :   Sur  certaines  sur/aces  du  troisième  degré. 
M.  RafTv  :  Remarques  sur  le  problème  général  de  la  défor- 
mation des  sur/aces. 

SÉANCE   DU   18  JUILLET    1894. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE    POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  le  mouvement  d'un  corps  attiré  par  une 
droite  ou  deux  droites  rectangulaires  suivant  la  loi  de  l'in- 
verse d' une  puissance  positive  de  la  distance. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  ds-  dits  harmoniques. 

M.  RafTv  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Bioche  :  Sur  certaines  surfaces  du  troisième  degré. 

M.  Blutel  :  Sur  quelques  surfaces  qui  possèdent  des  asym- 
ptotiques  cubiques. 

M.  Demoulin  :  Sur  des  couples  de  surfaces  applicables,  dont 
les  points  correspondants  sont  à  une  distance  constante. 

M.  P.  Paiwlevé  adresse  la  Communication  suivante  : 

Note  sur  une  identité  entre  certains  déterminants. 

Dans  un  travail  sur  les  équations  de  la  Mécanique  et  du  Calcul 
<lr^  variations,  j'ai  rencontré  l'identité  suivante  (voirie  Journal 
de  Mathématiques,  p.  i  >;  1K9I)  : 

Soient  T  une  fonction  homogène  quelconque  d'ordre  a  (') 
(')  x  esl  une  quantité  quelc [uc  réelle  ou  imaginaire. 
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des  (p  +  i)  variables  x,  xK,  x2,  •  •  -,  xp,  et  x  la  fonction  obtenue 
en  faisant  x  =  i  dans  T.  Soient,  d'autre  part,  A  le  Hessien 
de  T,  et  o  le  déterminant  |  aij  |  à  p  lignes  et  p  colonnes  dont 
le  terme  général  aij  est 

d*x  dx    o- 

*  àx;  éXj  ex,-  dxj 

Si  Von  fait  x  —  i  dans  A,  on  a  identiquement 

(i)  (ï-i)?sa/'-|Ax''-1. 

On  peut  dire  encore  que  le  Hessien 

Cl 

a2/> 
de  la  fonction 


t(-i> 


coïncide  avec  l'expression 


otfH-i(a-i)  slf(.-l)+i 

(où  l'on  a  fait  .z  =  i).  En  particulier,  si  a=2,  A  est  le  discrimi- 
nant de  la  forme  quadratique  T  et  ne  dépend  plus  des  ï;  ona 

alors 

A  i 

B  =  lP-l&TP-i  Ai  =5 . 

X        2 

Voici  une  démonstration  directe  bien  simple  de  cette  identité. 
Si  l'on  observe  que,  dans  3,  deux  lignes  partielles 

dx     àx  dx     dx  àx     dx 

—  (a  —  i)- — — ,      —  (a  —  i)- r—,      ••-,      —(a  — 1)3 —  -r— , 

àXi  dxi  dx-2  àxt  àxp  àxi 

-.(a  —  rt——%       _(a_,)—  —       ...  1)   °~     d"'  , 

dxi  dxi  dx-i  àxi  dx,,  dx/  ' 

sont  identiques  à  un  facteur  près,  on  voit,  en  appelant  cl  le  Hes- 
sien de  t  eldile  déterminant  obtenu  en  remplaçant  dans  d  la  «ieme 
ligne  par  la  ligne 

dx  dx  àx 

àxx        dx-i  àxp 
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(jne  le  déterminant  o  se  met  sous  la  forme 

ce  qui  peut  s'écrire 


£*)]■ 


o  =  aP-'T/'-' 


il 

&r2 

d*T 


ÔXp 

à*z 


(a  — i) 


(«-')<£- 


d^i    dx\  àxiàT-2 

à-.           d*T  à*z 

dx2      dx^dx*  àx\ 

d°-z  d'-z 


dxp     dxx  dXjj     dx2  dxp 
Mais,  d'autre  part,  transformons  A, 


t)*T  d'-T  d*T 

dx2  dx  dxi       àx  dx., 

à*-T  d*T  t)2T' 


àxi  dxp 

dx-,  dx,, 

dxl 


dx  dxt         dx\         dxidx% 


d*T 


d'-T 


d*T 


<te  dx,,      dxx  dxp      dxt  dx,, 
en  tenant  compte  des  identités  d'Euler 
Oi  T  d*  T  <)2  T 

J"  -— r  -4-  Xi -r 1-  X2 r—  -f- .  .  .  -+- 

dxj  OXjOX\  dxjdx2 


d'-T 
dx  dx,, 

d*-T 
dx\  dxp 


d*T 

dxl 


d*T  x  dT 

"i>  -, =  ( a  —  0  -; — 

'  dxjdxp  dXj 


(Xj=X,  xt,   ...,  x,,). 

Si  l'on  multiplie  la  première  ligne  de  A  par  x,  la  seconde  para;,, 
la  troisième  par  x2,  etc.,  et  si  l'on  fait  la  somme,  on  trouve 
pour  A  l'expression 

dT 


a  —  i 
A  =  ~ 

x 


dT 
dx 

dT 
dx, 

dT 

<),/■., 

,r-T 
dx  dx\ 

dxJ 

d*T 

ÔX\  <>r. 

d*T 

d*T 

dxp 

d*-T 
dX\dXp 


rf'T 


dx  dxp     dx\  'I' , 


<!Lzi>À'. 
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Transformons  maintenant  A'  d'après  L'identité  d'Euler 


dT 


ÔT 


x- h  xx  — - 

OX  OX\ 


X  n  —  =21) 

* àxp 


jointe  aux  précédentes  ;  en  multipliant  la  première  colonne  par  x, 
la  seconde  par  xK ,  etc.,  et  additionnant,  on  trouve 


A  = 


a  —  i 


aT 


àT 
dxt 
d*T 


dT 

dx2 
à*T 


(a-i) 


àxi         dx\         dxydx-2 
dT         rf«T 


dT 

àxp 

d*T 

ôxi  dxi 

à*T 
dxp 


dxp     dxt  àxp 

d'où,  en  faisante  =  i  dans  A,  l'identité  annoncée 

(a  — 1)8==  ffP-'i;/'-'. 

On  pourrait  généraliser  cette  identité  en  introduisant  les  déri- 
vées de  T  d'ordre  supérieur  au  second. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LE  PROBLÈME  GÉNÉRAL  DE  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 
Par  M.   L.    Raffy. 

1.  Voici  une  proposition  qui,  malgré  son  étroite  connexion 
avec  une  propriété  bien  connue  des  lignes  asymptotiques,  ne 
semble  pas  avoir  été  énoncée  dans  toute  sa  généralité  : 

Si  les  coordonnées  de  toutes  les  surfaces  (S)  qui  admettent 
un  même  élément  linéaire  sont  définies  par  des  équations 
telles  que 


(i) 


dx,  =  A/  da.  -+-  B,-  d$, 


(i  =  i,af  3), 


où  les  A/  et  les  B,  sont  des  fonctions  déterminées  de  deux  va- 
riables y.  et  (3,  de  deux  fonctions  arbitraires  ©(a)  etù(fi)  d'un 
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se///  argument  chacune,  ainsi  que  de  leurs  dérivées  successives 
en  nombre  limité,  les  lignes  a  =  const.  et  (3  =  const.  sont  les 
asymptotiques  de  toute  surface  (-). 

En  effet,  considérons  en  particulier  une  surface  (S„)  qui  répond 
à  un  choix  déterminé  des  fondions  arbitraires 

?(a)  =  <p0(a),        <KP)  =  <MP). 

Si,  dans  les  formules  générales  (i),  nous  donnons  à  (3  une  valeur 
fixe  (30,  d'ailleurs  quelconque,  nous  obtenons  une  courbe  (C0)  de 
la  surface  (S0).  Cette  courbe  est  définie  par  les  trois  équations 

ite,  =  A|[a,p,;?o(a)J  . ..  ;  $,(£,),  <Ko(Po) W(Po)]  da. 

Cela  posé,  désignons  par  à{  ([3)  l'une  quelconque  des  fonctions 
de  [i>  qui  satisfont  aux  n  +  i  équations 

<h(Po)  =  <MPo)>      4'V(Po)  =  4'o(Po>,       ...,      ^w,(Po)  =  H*,(po)- 

La  surface  (S,),  obtenue  en  faisant  dans  les  formules  (i) 
o(a)  =  c?0(a),  <KP)  =  fc(P). 

est  applicable  sur  la  surface  (20),  puisqu'on  suppose  applicables 
les  unes  sur  les  autres  toutes  les  surfaces  définies  par  ces  formules, 
quelles  que  soient  les  expressions  attribuées  aux  fonctions  cp  et  <b. 
Mais,  à  raison  des  conditions  imposées  à  la  fonction  <L4  (jii),  la  sur- 
face (S,)  passe  par  la  courbe  (C0)  de  la  surface  (S0),  comme  on 
le  voit  en  donnant  à  fi  la  valeur  fixe  [i0.  Dès  lors,  la  surface  (S0) 
] m )ii\  anl  être  déformée  sans  que  la  courbe  (C0)  le  soit,  cette  courbe 
est,  en  vertu  d'un  théorème  connu  (1),  une  asjmptotique  de  la 
surface  (So)'  On  prouverait  de  même  que  les  lignes  a  =  const. 
sont  aussi  des  asymptotiques  (2). 

(')  DARBOUX,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  III,  p.  280. 
(3)  Lo  raisonnement  qui  précède  ;i  plus  de  généralité  que  ta  proposition  énon- 
cée.  Il  prouve  notamment  la  suivante  :  Si  les  formules 

dx,  =  A,,  rfa  h-  H,  dfi        (t  =  1 ,  o,  3  ), 

où  les  \  et  l!  sont  des  fonctions  déterminées  de  deux  variables  a  et  fi,  d'une 
fonction  arbitraire  <J*(P)»  ainsi  que  de  ses  dérivées  successives  en  nombre 
limité,  définissent  des  surfaces  toutes  applicables  les  unes  sur  les  autres,  les 
lignes  (3      const.  sont  des  asymptotiques  pour  chacune  de  ces  surfaces. 
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2.  Comme  exemples  de  ce  théorème,  je  citerai  les  diverses  sur- 
faces (à  courbure  totale  différente  de  zéro)  dont  on  connaît  toutes 
les  déformations,  successivement  découvertes  par  M.  Weingarten 
ou  déduites  de  ses  travaux  par  M.  Goursat(').  Dans  tous  ces  cas, 
en  effet,  les  coordonnées  des  surfaces  cherchées  (S)  sont  déter- 
minées par  des  formules  pareilles  à  celles  qui  figurent  dans 
l'énoncé  ci-dessus;  et  M.  Goursat,  en  étudiant  la  transformation 
imaginée  par  M.  Weingarten,  a  implicitement  établi  que  les  va- 
riables a  et  [3  sont  les  paramétres  des  lignes  asymptotiques  des 
surfaces  (S). 

On  voit  que,  quand  un  problème  de  déformation  comporte  une 
solution  complète  du  type  défini  par  l'énoncé  de  notre  théorème, 
c'est  à  leurs  asymptotiques  qu'il  faut  rapporter  les  surfaces  cher- 
chées pour  que  les  différentielles  de  leurs  coordonnées  prennent 
la  forme  dont  il  s'agit.  Ceci  suggère,  pour  traiter  les  questions 
d'applicabilité,  deux  procédés  généraux,  inverses  l'un  de  l'autre, 
que  nous  emploierons  successivement  pour  retrouver  les  beaux 
résultats  qui  viennent  d'être  rappelés. 

3.  Premier  procédé.  —  Partons  des  formules  par  lesquelles 
M.  Lelieuvre  (2)  a  exprimé  les  différentielles  des  coordonnées 
d'une  surface  au  moyen  des  paramètres  a  et  (i  de  ses  asympto- 
tiques : 

/  dx  =  (MN«  —  NM„)  du  —  (MNp  —  NMp)fl$, 

( i )  \dy={  NL'a  -  LN'a)  du  -  ( NLp  -  LNp )  d$, 

\   dz  =  (LM'x  —  MLa)du  —  (LAljî  —  ML$)  d$. 

Les  fonctions  L,  M,  N  sont  trois  solutions  quelconques  (linéaire- 
ment indépendantes)  d'une  même  équation 

<3>  5^  =?<*•  ?>• 

Si  l'on  représente  par 

( 4  )  ds*  =  Et  rfot*  -+- 1  Fj  doi  d$  -+-  Gt  d$* 


(')  Sur  un  théorème  de  M.  Weingarten  et  sur  la  théorie  des  sur/aces  appli- 
cables (Annales  delà  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  l.  V,  [892  ). 
(-)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  XII,,  p.   ta6. 
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1  élément  linéaire  <!<■>  surfaces  (2),  on  trouve  aisément 

E,  =  (  L*  -  M»  -  N*)(L'as  +  M'x2  +  N'a2  )  -  (LL'j-r  MM'a+  NNa)2, 

(5)  ]  -F1=(L*-HM*  +  N*)(L'aL'p  +  MaM'p-+-N'aNp) 
—  (LL'X  +  MMa  -h  NNa)  (LL'j,  -f-  MMp  -f-  NNp), 

G,  =  (L»  +  M>H-  N*)(Lgf-+-M£  -+-  Np8)-(LLp-»-MMp  +  NNp)2- 

Nous  allons  former  trois  fonctions  L,  M,  N  vérifiant  une  équa- 
tion (3),  telles  en  outre  que  les  relations  (2)  rentrent  dans  le  type 
qui  nous  occupe  et  définissent  des  surfaces  toutes  applicables  les 
unes  sur  les  autres.  A  cet  effet,  nous  poserons 

|  »l ='•»[<*—>£ +<?—>$]. 

(6)  »M=    /([(*.  +  ,)* +(p.+  1)5]. 

en  désignant  par  c  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 

*7'  dadp        (a  —  p)«' 

où  'V(c)  est  la  dérivée  d'une  fonction  provisoirement  indéterminée 
de  v.  Moyennant  l'hypothèse  faite  sur  <>,  on  vérifie  sans  difficulté 
les  relations 

1     d*L    '     1     d*M         1    d*N  <Jf(e) 


L  d*t;3        M  dadp        N  Oid$       (a  —  p)2 

Je. dis  maintenant  que,  la  fonction  <jj  une  fois  choisie,  d'une  ma- 
nière quelconque  d'ailleurs,  toutes  les  surfaces  correspondantes 
ont  même  élément  linéaire.  En  effet,  les  formules  (6)  donnent 
immédiatement 

(X)  L*  M*-h  N2  =  21TB, 

eu  mi roduisanl  la  fonction  au  1  iliaire 

(a  —  p  »2  dv  d\ 
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Dès  lors,  on  a  sans  calcul 


(ïo) 


LL«  4-  MM«  -t-  \A'a  =  /  — 

d'X 

j  LLp  +  MM'p  +  NNp=:«i. 


(ii) 


Difierentiant  les  formules  (G)  en  ayant  égard  à  l'équation  (7), 
on  trouve  après  réductions 

l'2       ni"       tvt'2        T,         a\*à*v    rPv  dv    d2  V         MA2! 

1"       u'i       v'2        T/         o^  <>*t>    à*v  ,a         ^v    d°-v         /dvY~\ 

ULp-+-MaMp-,-NaNp  =  lL__Pl  ^_  gp-t.^)  J 

—  l  [(«  —  P)(^p  ^y  -  ^  Jpy  ~~  ^  ^J  ' 

Au  moyen  des  relations  (8),  (9),  (10)  et  (11)  on  peut  calculer 
les  seconds  membres  des  identités  (5).  Il  convient,  pour  faire  dis- 
paraître des  résultats  Jes  trois  dérivées  secondes  de  c,  de  les  ex- 
primer en  fonction  de  'V(p)  et  des  deux  dérivées  premières  de  m, 
ce  que  permettent  les  équations  (7  )  et  (9).  On  trouve  ainsi 


E.= 

/dm 

-  — -       -+-  im 
d'X  J 

m> 

Fi  = 

/dm 
\d%  ~ 

à>l\   /dm 

à<\>\             dv  dv 
-dj)^^d^.dj 

G,= 

(dm 

-dj)  -" 

/dv\* 

11  suffit  alors  de  faire  ro  —  <l  =  u  pour  arriver  à  l'élément  li- 
néaire 

ds*-  =  du2  +  2[b  +  ij/(p)]  dv"-, 

dont  la  forme  montre  que  toutes  les  surfaces  correspondant  à 
une  même  fonction  '}(()  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres. 
Enfin,  il  est  bien  évident  que  les  différentielles  (2)  rentreront 
dans  le  type  (1)  défini  par  notre  théorème,  si  l'intégrale  générale 
v  de  l'équation  (7)  admet  la  forme  analytique  des  fonctions  A, 
et  B/.  C'est  ce  qui   aura   lieu,  d'après  une  théorie  générale  due 
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à  M.  Moutard,  si  l'on  prend 


m<  i  —  m) 


(m  =  o.  ±i.  ±  2,  .  .  .)• 


et  aussi,  en  vertu  d'une  remarque  faite  par  M.  Weingarten,  dans 
le  cas  où 

<li(v)  =  nv  ^r-pe  n  , 

quelles  que  soient  les  deux  constantes  arbitraires  n  cl  p.  (On  voit 
que,  quand  6  est  proportionnel  à  v2,  les  trois  fonctions  L,  M  et  N 
sont  des  solutions  de  l'équation  qui  définit  v). 

à.  Second  procédé.  —  M.  Darboux  a  montré  (')  que  les  coor- 
données curvilignes  u,  v  des  points  d'une  surface  d'élément  li- 
néaire 


(4)' 


ds*  =  E  du*  +  2F(/«cfp  +  G  g?p2 


sont  définies  comme  fonctions  des  paramètres  a  et  ^  des  lignes 
asymptotiques  par  les  deux  équations  suivantes  : 


2H2 


d*u 

dadp" 


(12) 


2  IV 


dTdfï 


( 


ou  ou  ou  dv  /  ool   dp 

dv      "^     d7  _        5â/  \d7  dp"1"  dp7  dâ/ 

^dF       ^dG       ^dG\  dp  dP 

2  G- G- F-—     - — r^=o, 

dp  du  ai'  /  da  dp 

dp  dp  dp  di/  /  ^a  d{3 

~du~  +      dû~        dv  )  \fa    dp^dj  di) 

I   rdF          dE       ^dE\  du  du 
-+-  (  a  E  -: E- F  —     —  M  =o, 

\        du  dp  du)  doc   dp 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

112  =  EG  —  F*, 


*=t/w 


l'»i  el   !'«..  étant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Quand  on  a  trouvé  une  solution  (r/,  c)  de  ce  système,  on  a  vir- 
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luellcmcnt  déterminé  une  surface  (à  la  position  et  à  une  symétrie 
près)  qui  admet  l'élément  linéaire  considéré.  Mais,  pour  connaître 
les  différentielles  de  ses  coordonnées,  il  faut  encore  intégrer  deux 
équations  de  Riccati. 

Examinons  l'élément  linéaire  pour  lequel  on  a 

E  =  i,         F  =  o,         G  =  i[u  -hù(v)\ 
et,  par  suite, 

Les  équations  générales  (12)  deviennent  alors 

à2u  ty(v)      ( du  dv        du  dv\  1        du  du        dv  dv 

(     '     dô~dp  ~~  2(m  +  ^)  \5â  dp  +  dp  oH/~  u+^  fa  dp  —  dâ  dp  "~  °' 

d2v  'V(v)       dv  dv%_ 

(U)  d^dj~  *(u  +  ty)  dix  dp'=°" 

Tel  est  le  système  que  nous  allons  intégrer.  Pour  éliminer  u,  nous 
poserons 

(l5)"  TB  =   U  -h  ty(v). 

L'équation  (14)  s'écrit  alors 

(I4)  m  =  3 ^j 

et  la  précédente  devient 

d2loguT         d2<l*  ,    ,  <!/  /  ,  d  loger         ,  dlograX 

Si  maintenant  on  élimine  ts  entre  ces  deux  équations,  on  trouve, 
tous  calculs  faits, 

(l6)  d^pl0g^)=-a^)' 

De  cette  équation,  intégrée  par  Liouville,  on  tire 
i&p    _        A'B' 


(17) 


«J,»       (A-B)* 


en  désignant  par  A  et  B  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  a, 
l'autre  de   [j.   Ce  résultat,   rapproché  des  relations  (i4)  ct  '  '  ■' ' 
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donne 

,.,   .        i  (A  —  B)2  dv  dv 

Toutes  les  solutions  du  système  (i3)  et  (i 4)  appartiennent  donc 

au  système  (17)  et  (18).  Pour  établir  la  réciproque,  remarquons 

que,  si  l'on  pose 

A'B' 


(A-B)« 


d'où  résultent,  pour  les  équations  (17)  et  (18),  les  formes  sui- 
vantes 

(17)  d^=^{v)> 

(18)'  tt  =*!*££_<],(„), 

l'équation  (i4)  est  vérifiée  d'elle-même.  Quant  à  l'équation  (i3), 
il  suffit  d'y  substituer  les  dérivées  ua,  14a,  u^a  tirées  de  l'équation 
(18)',  en  ayant  égard  à  la  relation  (17)',  pour  voir  que  son  premier 
membre  contient  en  facteur  l'expression 

■ %£  -+■  1  (A, 

qui  est  nulle,  d'après  la  définition  de  ;ju 

Ainsi,  nous  avons  fait  dépendre  de  l'équation  (17),  ou  de 
l'équation  (7)  qui  n'a  pas  moins  de  généralité,  le  problème  qui 
consiste  à  rapporter  l'élément  linéaire  proposé 

ds-  =  du-  -H  2  [  u  H-  '\i(  v)]  dv1 

aux  paramètres  des  lignes  asymplotiques  des  surfaces  qui  l'admet- 
tent. C'est  ce  qui  se  fera  par  l'intermédiaire  de  la  formule 

v  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  (7).  On  retrouve  ainsi 
l'élément  linéaire  |  i  ),  défini  par  les  relations  (5),  (6)  et  (7). 
Les  surfaces  correspondantes  sont  déterminées  par  les  formules 
I  2  i.  ce  qui  nous  dispense  de  former  el  d'intégrer  les  deux  équa- 
tions de  Riccati  donl  il  ;i  été  question  plus  haut. 
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5.  U  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  les  deux 
procédés  que  nous  venons  d'appliquer  et  de  présenter  quelques 
remarques  sur  leur  mode  d'emploi. 

Revenons  aux  formules  (2).  Désignons  par  a  et  b  deux  fonctions 
arbitraires,  l'une  de  a,  l'autre  de  (3,  par  an  et  bn  leurs  dérivées  res- 
pectives d'ordre  n  et  supposons  que  L,  M,  N  soient  des  fonctions 
connues  des  arguments 

a,  p;     a,  b;     au  b^\     a8j  b2;     ...;     an,  b,,, 

et  de  ceux-là  seulement.  Par  hypothèse,  tous  les  éléments  linéaires 

(  4  )  ds*-  =  E,  d%*- -4-  aF,  c?a  tfp  +  G!  rf^*, 

qui  diffèrent  les  uns  des  autres  par  le  choix  des  fonctions  a  et  />, 
peuvent  être  ramenés  à  la  même  forme 

(  4  )'  ds-  =  E  du-  +2F  du  dv  -+-  G  dv-, 

où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  déterminées  des  deux  variables  in- 
dépendantes u  et  c.  Laissant  de  coté  le  cas  des  surfaces  à  cour- 
bure totale  constante,  nous  allons  exprimer  u  et  v  en  a  et  fi. 

Egalant  les  courbures  totales  des  deux  éléments  linéaires  (4/ 
et  (4),  nous  aurons  une  première  équation  finie 


V    RtR2 


('9)  1/  5-5-  =  k(u,v)  = 


L!+M' 


On  en  obtiendra  une  seconde  en  égalant  l'un  des  paramètres  diffé- 
rentiels de  k(u,  p)  au  paramètre  corresponcla^tde(L2-l-]M:2^-N-)~, . 
Cette  seconde  équation 

(20)  yju>v)  =  yl(a,$), 

jointe  à  la  précédente,  déterminera  les  fonctions  u  et  r,  dont  le 
calcul  n'exigera  aucune  intégration. 

Cette  conclusion  ne  tombe  en  défaut  que  quand  tous  les  para- 
mètres différentiels  de  k  sont  des  fonctions  de  k,  c'est-à  dire  dans 
le  cas  des  surfaces  de  révolution.  Mais  alors  l'élément  linéaire  (4) 
pouvant  s'écrire 


la  formule  connue 


ds-  =  du*  -+-  U2  dv-, 


*-•? 
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donnera  //  en  fonction  de  k}  et,  par  suite,  de  a  et  [i.  Pour  déter- 
miner w  il  suffit  de  recourir  à  l'identité 


\/  ds  -  —  du  -         , 

■ — v —  =  lh- 

Avant  exprimé  le  premier  membre  en  a  et  [3,  on  sera  ramené  à 
l'intégration  d'une  différentielle  exacte.  Si  l'on  a  égard  à  la  rela- 
tion (19),  on  voit  que  u  dépend  des  mêmes  arguments  (sans  plus) 
que  L,  M,  N,  et  que  les  dérivées  partielles  i>'U)  v'a  dépendent  en 
outre  des  dérivées  an+{  et  bn+t. 

6.  Dans  le  cas  général,  il  semble  que  le  second  membre  de  l'é- 
quation (20)  contienne,  d'après  sa  loi  de  formation,  des  dérivées 
an  br  d'ordre  supérieur  à  /?,  et  que,  par  suite,  l'une  au  moins 
des  fonctions  u  et  9  dépende  de  ces  dérivées  d'ordre  r.  Nous 
allons  montrer  qu'il  n'en  est  rien  :  les  seuls  arguments  dont 
puissent  dépendre  u  et  v  sont  ceux  qui  concourent  à  former  L, 
M  et  N. 

En  effet,  d'après  nos  hypothèses,  les  coefficients  E, ,  F,,  G|  de 
l'élément  linéaire  (4)  ne  contiennent  les  dérivées  de  a  et  b  que 
jusqu'à  Tordre  n  -\-  1  inclusivement.  Si  donc  r  est  supérieur  à  n, 
ils  doivent  être,  en  particulier,  indépendants  de  ar+i  et  de  br+t- 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

u  =  u(ar,  b, ),         v  =  (•<«,-.  b, i. 

Nous  tirons  de  là 

du  =  (Èr,.  a"-<  ■+-«■)<*»+ (a;  »«•■ + u=)  «* 
*  =  (£<"•« + *)* +($;*»*+*)*< 

les  fonctions  U(,  U2,  V,,  Va  ne  dépendant  ni  de  ar+l,  ni  de  br+t- 
Subsli tuons  ces  différentielles  dans  l'élément  linéaire  (4)' et  ex- 
primons  qu'il  esl  indépendant  de  ar+i  et  de  br+l,  en  nous  souve- 
nant que  E,  F  et  G  n'en  dépendent  pas.  Le  coefficient  E,  est  un 
trinôme  du  second  degré  en  ar+{  ;  d'où  les  deux  équations 

]        \0(i,  !  dar  'lar  \da,  ) 

El         ■- ■  I-    \  ,     I,  —  j-i-GV,-—     =  ... 

va,  ■>'/,  da,  J  'la, 
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Le  coefficient  F,  est  bilinéaire  en  ar+l   et   br+l  ;   d'où   les   trois 
équations 

i„  <)n    du            I  1)11     dv         du     dv   .        ,,   dv     dv 
E  — -  — —  —  r      — —  h —  )  —  (  J — —  =  o, 
aar  0br           \0ar  Ob,.        dbr  Oa,./            aar  oh,. 
,   EL  , h  F    \  ., L  *  —  }  •+■  GV» =  o. 

~  oar         \      oa,  '  ou,,  j  '  'ta,. 

Le  coefficient  G|  est  un  trinôme  du  second  degré  en  br+l  ;  d'où 
les  deux  équations 


I  E(S)2-2F^:^^G(^;)2=0' 


du  /      du        T.    dv  \       „_.    dv 

Des  sept  équations  ci-dessus,  détachons  la  première  de  chaque 
groupe.  Nous  obtenons  trois  relations  linéaires  et  homogènes  en 
E,  F,  G,  dont  le  déterminant  est 

/  du     dv         Ou     dv  \ 3 
dar  ôb,.        0br  Oa,./ 

Ce  déterminant  doit  être  nul. 

Soit  d'abord  —  -r-  ^z£  o.  On  aura 
0ar  dbr  ' 

dv    _  .    du  dv    _  .    du 

da,.  dar  dbr         '  Ob,. 

Les  trois  équations  considérées  se  réduisent  à  une,  savoir 

E  +  2FX  +  GX*=o. 

Les  quatre  équations  restantes  se  réduisent  à  deux 

U1(E-t-XF)  +  V,(F+XG)=o> 
U,i  Eh-XF)-+-V,i  F-+-XG)  =  o. 

qui,  rapprochées  de  la  précédente,  ainsi  écrite, 

(E  +  XF)-j-X|  F  ~).G)  =  o, 
entraînent 

Vj  =  Àl  ,.        V,=  À  l'.:. 
et,  par  suite, 

dv  =  À  du. 
xxu.  <i 
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Ainsi  v  serait  fonction  de  //,  ce  qui  ne  se  peut. 

Soil  maintenant  ^-  =  o,  avec  —  ^  o,  ce  qui  exige  ^  =  <>. 

Les  trois  équations  considérées  se  réduisent  à  une 


_,   /  du   \-  „    'Ht       UV  /    OV     \ 


du  \-  ^   dit     dv  /  dp 

- — h  G     — - 

dar  0ar  \otir 


Les  quatre  équations  restantes  se  réduisent  à  deux 

1  \     0ar  da,.J  \     dar  àarJ 

2  \    àa~r  da,.J    '      ^X    dar  àarj 
Rapprochons  de  chacune  d'elles  la  précédente,  ainsi  écrite, 

du   i'      du        „  dv  \         dv    /_,  du  dv  \ 

dar\     àa,-  àarJ        0ar\     àa,.  da,.J 

nous  trouvons  immédiatement 


_.     dv         _,    du  dv  Ou 

Uj V,  -r—  =  o,        Uj Vs  r—  =  o. 

Car  dar  (>ar  dar 

On  en  conclut 

d«  (ta 


De  là  résulte 


àar  '  da, 

dv  .,             dv 

- — -   ,  V  ,  =    M,   

ht,.  2       ^'âar 


Vi  =  fl,  -r—  ,  \  2  =  |X 


du  =  —  [(ar+iH-  Hi)<*a  H-  Hsrfp], 

dv  =  —  [(dr+l-h  |x,)^a-+-  fAï^PJ. 

Ainsi  t>  serait  fonction  de  m  ou  se  réduirait  à  une  constante, 
conclusions  également  inacceptables. 

Supposons  enfin  -—  =  -7-  =  o,  c'est-à-dire  //  indépendant  de 

1  '  Od ,.        àbr  r 

a,  el  de  br.  Les  trois  équations  considérées  se  réduisent  à  deux 

<>v  dv 

On  Mut  que,  si  G  o'esl  pas  nul,  v  devra,  comme  //,  être  indé- 
pendant de  ",  el  <lc  br. 
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Si  G  =  o,  les  quatre  équations  restantes  deviennent 


dv  dv  dv  TT     dv 

-7 =  O,  Uj  -j-  =  o,  U2   - —    =  O,  U2   T7- 

dar  db,.  dar  '  ,)br 


abstraction  faite  du  facteur  F,  que  l'on  ne  peut  supposer  nul  sans 
réduire  l'élément  linéaire  à  un  carré  parfait.  Or  U(  et  Us  ne  peu- 
vent pas  être  nuls  tous  les  deux,  car  alors  u  serait  constant.  On  a 

donc 

dv  dv 

dar        dbr 

ce  qui  montre  que  v  est  indépendant  de  ar  et  de  br. 

7.  D'après  la  proposition  que  nous  venons  d'établir,  si  les  déri- 
vées de  l'ordre  le  plus  élevé  de  a  et  de  b  qui  figurent  dans  L  M 
et  N  sont  celles  de  l'ordre  n,  les  fonctions  u  et  v  ne  contiendront 
pas  de  dérivée  d'ordre  plus  élevé.  Mais  il  peut  arriver  que  l'une 
d'elles  ne  dépende  ni  de  ain  ni  de  b/n  ou  que  chacune  d'elles  ne 
dépende  que  de  l'une  de  ces  deux  dérivées. 

Pour  étudier  ces  cas  particuliers,  revenons  aux  équations  (12), 
que  nous  écrirons  ainsi  : 


(Ia>« 


ce  qui  définit  suffisamment  la  signification  des  lettres   P,    O,  R 
P,,  O,  et  R,.  Je  dis  que  si  les  dérivées  de  u  ou  de  v  manquent 
dans  l'une  de  ces  équations,  l'élément  linéaire  (4)'  convient  à 
des  surfaces  réglées. 

Supposons,  par  exemple,  les  coefficients  P,  et  Q,  nuls,  ce  qui 
entraîne  les  deux  équations 

(P«>  »n£-*S-F5=of 

(Q.) 

La  première 


d9-  u         D    du  du        ^ 

d%0$  ^         da    à^^  ^ 

1  du  dv        du  dv \ 
\dâ  dfi  +  dp"  dit) 

+  R 

dv  dv 

di  Jp 

=  0 

d*-v               du  du 
doTdï  +  '  »  dï  dp  +  Ql 

1  du  dv        du  dv \ 
\àHà$'J~'dJdlc) 

-hRi 

dv  dv 
à~z  dp 

=  0 

du 

E 

àE 

dv 

—  F 

àE 
du 

H* 

dlogk 

du 

E 

àG 
du 

-F 

dE 

dv~ 

t  s 

'écrire 

d/I 
~dv~ 

d 
du 

F 

7^ 
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On  en  déduit 

,-  _  dt  J<_        dt 

i  h  introduisant  une  fonction  auxiliaire  t  de  u  et  de  e.  Alors  V élé- 
ment linéaire  proposé 

F     ,\2       Hî 

prend  la  iorme 

II2 

ds*-  =  *+-iT  di<K 
E 

Or,  en  éliminant  la  dérivée  E'„  entre  les  équations  (P,  )  et  (Q«), 
on  trouve 

—  log  — =-    =  O,  -rr   =   —  —  , 

du      p     E  E  A- 


(  4  )'  ds>-  =  (\/E  du  -+-  —  tfV  )    -+-    g-  «V 


ce  qui  permet  d'écrire 


ds*  =  dt9-  -+-  -p- 


résultat  strictement  équivalent  à  la  forme  canonique 

ds*  =  dt*  -h{!t*-  -+-  mt  -+-  n)dv\ 
de  l'élément  linéaire  des  surfaces  réglées.  En  eflet,  pour  le  type 

ds2  =  dt*-hC*dv\, 
le  paramétre  k  est  déterminé  par  la  relation  connue 

G 
Dans  l'exemple  actuel,  k-  est  égal  à  C~*.  On  a  donc 


cc;2  =  ^, 


d'où  l'on  tire 

i  d*C« 


r  =  cci'.-4-ciï  =  c;2  +  ^i 


Différentions  par  rapport  à  /;  nous  trouvons 

\insi  Ca  esl  bien  un  trinôme  du  second  degré  en  /,  ce  qui  dé- 
montre la  proposition.  (.1  suivre.  ) 


-   133  - 

SUR  LES  FORMES  BINAIRES  DONT  LES  VARIABLES  SONT  DES  INTÉGRALES 

FONDAMENTALES 
D'UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE: 

Par  M.  Paul  Vernier. 

Dans  la  théorie  des  intégrales  algébriques  des  équations  linéaires 
du  second  ordre,  on  peut  faire  jouer  un  rôle  considérable  au  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  forme  binaire  dont  les  deux  variables 

sont  deux  intégrales  fondamentales  de  l  équation  -—■  =  P  v 

est  égale  et  une  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  .r,  elle 
renferme,  à  une  même  puissance,  tous  les  facteurs  linéaires, 
qui  forment  un  système  réduit  de  racines  pour  l'équation  irré- 
ductible vérifiée  par  l'un  de  ses  facteurs  linéaires. 

J'indiquerai  ici  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème. 

1.   Etablissons  d'abord  un  lemme. 

Soil  f(y,,y.2)  une  fonction  homogène  du  mième  degré  des  deux 
variables yt  etjK2-  Si  l'on  pose 

(0  /£/£  "/m,  =  «(/), 

la  fonction  H(/)  est  le  hessien  de  la  forme  /;  c'est  une  fonction 
homogène  de  degré  2  (m  —  2)  par  rapport  aux  mêmes  variables. 
Lorsque  j4  et^K2  sont  deux  intégrales  distinctes  y{  (.r),  yi{x)  de 

l'équation  -~^  =  Py,  les  deux,  formes  binaires/et  H(/)  sont  deux 

fonctions  de  x,  dont  la  seconde  peut  s'exprimer  explicitement  au 
moyen  de  la  première.  Posons,  pour  le  démontrer,  f{y\-, y 2)  =  X, 
en  désigpant  par  X'une  fonction  explicite  de  la  variable  x. 
Nous  aurons 

(2)  yifri+yifyt  =  mX> 

(A)  y\rn  +  W2/;, ,,  +y\fn  -  »i(m  -  i)x 

et,  d'autre  part,  en  désignant  les  dérivées  par  des  accents. 

f'ri?i+f'yty't=  v 
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Si  Ton  prend  les  dérivées  de*  deux  membres  des  équations  (2) 
et  (3),  en  traitant  la  forme/  comme  fonction  composée  et  en 
remplaçante,*,^  par  leurs  valeurs  Pyt,  Pj'25  nous  obtenons 
les  égalités  suivantes  : 

(B)  .''i/i/^+O'ijî  +jrijri)/;lTt-+-jrtyi/îi  =(»— ox', 

(C)  y,*/;.  -  */i  yifr.y^yuh  -  r-»pi 

Or,  si  je  considère  la  forme  quadratique  binaire 

(orf    Aviji'    /ri)' 
et  que  je  désigne   par  (A,  B,  C)  la  transformée  qu'on  en  déduit 

par   la    substitution     ->1'">1      dont  le  déterminant  est  une  con- 

1  Lj2,r2J 

stante  &,  on   reconnaît  immédiatement  que  les  éléments  A,  B,  C 

de  la  nouvelle  forme   sont  identiquement  les  premiers  membres 

des  équations  (À),  (B),  (C);  on  a  donc 

B«  — AG  =  {m  —  i)*X'»  —  m  (m  —  i)X(X"—  mPX), 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

B*  -  A  G  =  b*(f£y.  -/£/;,)  -  -  ft»H(/> 

De  là,  en  posant,  pour  abréger, 

T  _    X'  1   rflogX 

(  4  )  l  —  — v  — 7 ' 

m  \        m      dx 

on  conclut 

(5)  62H(/)^m*(m-i)Xs(^+T»-P). 

2.  Il  résulte  immédiatement  de  cette  formule  que  si  la  forme 
f(y\,yî)  est  égale  à  la  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  x, 
son  covarianl  H(/)  jouit  de  la  même  propriété.  En  effet,  si  X  est 

.V 

racine  d'une  fonction  rationnelle,  sa  dérivée  logarithmique  -s-  est 

nue  fonction  rationnelle;  le  facteur -3     -h  T2 —  P  est  donc   aussi 

une  fonction  rationnelle  et  le  produit  de  ce  facteur  par  X- est, 
aussi  bien  que  V  la  racine  d'une  fonction  rationnelle;  il  est 
même  rationnel,  lorsque  \  esl  la  racine  carrée  d'une  fonction 
1  ationnelle. 
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Or,  lorsqu'une  forme  est  égale  à  la  racine  d'une  fonction  ra- 
tionnelle, les  diverses  substitutions  linéaires  qui  correspondent 
aux  divers  contours  que  la  variable  peut  décrire  dans  le  plan  en 
revenant  au  même  point  la  laissent  identique  à  elle-même,  à  un 
facteur  constant  près.  .Supposons  en  effet  que,  par  suite  d'un 
contour  fermé,  décrit  par  la  variable,  les  deux  intégrales  fon- 
damentales yi,J{2  soient  remplacées  par  les  deux  fonctions  li- 
néaires 

et  désignons  par  f{{y\, y-i)  la  fonction  en  laquelle  se  trouve 
changée  par  cette  substitution  la  racine  primitive  f  (y{,  y.2).  Si 
cette  forme  est  égale  à  la  racine  X  d'une  fonction  rationnelle, 
comme  cette  fonction  X  se  change  en  elle-même,  multipliée  par 
une  racine  de  l'unité,  lorsque  la  variable  revient  au  même  point, 
après  avoir  décrit  un  contour  dans  le  plan,  il  doit  en  être  de 
même  de/(y{, y*),  de  sorte  qu'on  a,  et  cela  identiquement , 

en  désignant  par  /•  une  racine  de  l'unité. 

Ainsi,  les  substitutions  linéaires  qui  correspondent  aux  divers 
circuits  par  lesquels  la  variable  peut  revenir  au  même  point 
n'ont  d'autre  effet  que  de  multiplier  la  forme  f{y\  ,jKa)  par  ur»e 
racine  de  l'unité.  Il  résulte  de  là  que  les  facteurs  linéaires  de 
cette  forme  ne  font  que  s'échanger  entre  eux,  à  un  facteur  con- 
stant près,  lorsque  la  variable  décrit  un  contour  fermé;  d'où  il 
résulte  que  si  cette  forme  renferme  une  puissance  de  degré  ),  d'un 
facteur  linéaire,  elle  renferme  aussi  les  puissances  du  même  degré 
de  tous  les  facteurs  linéaires  qui  composent  un  système  réduit 
de  racines  pour  l'équation  irréductible  vérifiée  par  le  facteur 
linéaire  considéré.  Car,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  le  circuit 
par  lequel  ce  facteur  linéaire  se  change  en  un  autre  facteur  de 
cette  équation,  la  forme  transformée  renfermera  la  puissance  du 
degré  X  de  ce  facteur,  et,  comme  elle  ne  diffère  que  par  un  fac- 
teur constant  de  la  forme  primitive,  celle-ci  renferme  aussi  comme 
facteur  la  même  puissance  de  ce  facteur. 

La  proposition  annoncée  est  donc  démon  liée. 
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SUR  LES  MOUVEMENTS  ET  LES  TRAJECTOIRES  RÉELS  DES  SYSTÈMES; 
Par  M.  Paul  Painlevé. 

L'étude  des  trajectoires  réelles  d'un  système  soumis  à  des  forces 
données  rentre  dans  la  théorie  des  courbes  définies  par  les  équa- 
tions différentielles.  On  connaît  les  travaux  considérables  de 
M.  Poincaré  sur  le  sujet;  les  nouvelles  méthodes  d'approximation 
de  M.  Picard  comportent  également  d'importantes  applications  à 
cotte  théorie.  C'est  à  un  point  de  vue  assez  différent  que  je  me 
place  pour  étudier  le  mouvement  et  les  trajectoires  réels  d'un 
système  matériel  (S)  ci  liaisons  indépendantes  du  temps  et 
soumis  à  des  forces  qui  ne  dépendent  ni  des  vitesses  ni  du 
temps.  Le  principal  résultat  que  j'indiquerai  ici  n'est  qu'une  pre- 
mière application  (dans  le  domaine  réel)  de  la  méthode  que  j'ai 
employée  pour  discuter  les  singularités  essentielles  d'une  équation 
différentielle  quelconque  ('). 

Dans  l'étude  du  mouvement  de  (S),  étude  qui  revient  à  l'inté- 
gration d'un  système  d'équations  de  Lagrange,  on  peut  se  trouver 
en  effet  arrêté  pour  des  raisons  très  différentes.  Si,  à  l'instant  tf, 
le  système  atteint  une  position  déterminée  (S0)  avec  des  vitesses 
déterminées,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  poursuivre  la  détermina- 
lion  du  mouvement,  pourvu  que  la  position  (S())  soit  régulière  : 
j'entends  parla  que,  dans  le  voisinage  de  (S0),  les  coefficients  des 
équations  de  Lagrange  sont  des  fonctions  régulières  des  para- 
mètres q{ a/,,  qui  définissent  la  position  de  (S).  Quand  (S0) 

est  une  position  singulière,  il  faut  avoir  recours  aux  travaux  de 
M.  Poincaré  <i  de  M.  Picard  sur  les  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles qui  répondent  à  des  conditions  initiales  singulières. 
Mais  une  difficulté  d'un  tout  autre  ordre  provient  de  ce  fait  que, 
/  Lendanl  vers  /(,  la  position  de  (S)  ou  ses  vitesses  peuvent  ne  pas 
tendre  vers  une  limite;  autrement  dit,  les  fonctions qi(t)  et  q\{t) 
peuvent  devenir  indéterminées  pour  /  =  /,,  et  cela  sans  que  rien 
le  fasse  prévoir  sur  les  équations  différentielles. 

La  proposition  que  j'ai  en  vue  s'énonce  ainsi  :  Si,  t  tendant 
vers  tit  (S)  tend  vers  une  position  régulière,  ses  vitesses  tende/// 

•  Voii  les  Comptei  rendm  rfi  l    Icadémie  des  Sciences  (mare  1893). 
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respectivement  vers  une  limite  finie.  De  plus,  si,  l  croissant  in- 
d<  ''fini ment,  (S)  tend  vers  une  position  régulière,  cette  position 
est  nécessairement  une  position  d'équilibre,  et  toutes  les  vi- 
tesses tendent  vers  zéro  avec  -• 

D'après  cela,  si  pour  t  =  t{  le  mouvement  cesse  d'être  régu- 
lier, c'est  que  (S)  ou  bien  atteint  une  position  singulière,  ou  bien 
ne  tend  vers  aucune  position  limite  quand  t  tend  vers  /,.  Cette 
dernière  singularité  peut  d'ailleurs  se  présenter  :  il  arrive  que  les 
fonctions  (/i(t)  deviennent  indéterminées  pour  des  valeurs  réelles 
de  t,  variables  avec  les  constantes.  Toutefois,  cela  n'a  jamais  lieu 
quand  certaines  conditions  sont  remplies  ;  mais  c'est  là  un  point 
qui  fera  l'objet  d'un  travail  ultérieur. 

Le  théorème  que  je  viens  de  citer,  joint  à  des  considérations 
tout  élémentaires,  entraîne  quelques  conséquences  au  sujet  des 
trajectoires  réelles.  Voici  les  plus  importantes.  Regardons  les  va- 
riables réelles  qt,  .  .  . .  qu  comme  les  coordonnées  d'un  espace  à 
k  dimensions;  soit  E#  un  domaine  de  cet  espace  où  les  coefficients 
des  équations  de  Lagrange  sont  holomorphes,  et  soit  (C)  ou 
[qi=  ®i(Çi  ))  *  =  2,  .  .  . ,  Â]  un  fragment  de  trajectoire  contenu 
dans  E*.  En  chaque  point  M  de  (C),  la  force  vive  T  de  (S)  a  une 
valeur  bien  déterminée;  une  trajectoire  ne  comporte  donc  que 
deux  mouvements  distincts,  différant  seulement  par  le  sens, 
mouvements  réels  si  T  est  positif,  imaginaires  si  T  est  négatif. 
Mais  les  mouvements  imaginaires  deviennent  réels  (et  récipro- 
quement) quand  on  change  t  en  it  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
quand  on  change  le  sens  de  toutes  les  forces  appliquées  au  sys- 
tème. En  appelant  mouvement  conjugué  du  mouvement  vrai  le 
mouvement  de  (S)  qui  correspond  aux  nouvelles  forces,  on  voit  que 
les  trajectoires  réelles  se  divisent  naturellement  en  trajectoires 
vraies  et  trajectoires  conjuguées.  Il  existe  un  faisceau  à  k  para- 
mètres de  trajectoires  pour  lesquelles  T  s'annule  au  moins  en  un 
point  M'  (qui  n'est  pas  un  point  d'équilibre);  en  ces  points,  dits 
points  d'arrêt,  le  système  rétrograde  sur  la  trajectoire,  qui  est 
alors  formée  de  segments  alternativement  vrais  ou  conjugués, 
séparés  par  les  points  M';  nous  la  nommons  trajectoire  mixte. 

Il  peut  exister  toutefois  (mais  il  n'existe  pas  en  général)  des  tra- 
jectoires exceptionnelles  qui  comportent   une  infinité  de  mouve- 
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nui  1 1  s  ;  ces  trajectoires  sont  nécessairement  des  géodésiques  de  T, 
et  elles  dépendent  au  plus  de  (À  —  i)  paramètres.  Elles  seront 
dites  trajectoires  remarquables.  Quand  elles  dépendent  précisé- 
ment de  (À"  —  i)  paramètres,  elles  se  confondent  avec  le  faisceau 
des  trajectoires  mixtes  dont  le  nombre  de  paramètres  s'abaisse 
d'une  unité. 

Ces  définitions  adoptées,  soit  M  un  point  de  E#;  par  ce  point 
passent  une  infinité  de  trajectoires  réelles  (C)  tangentes  à  une 
direction  quelconque  donnée  et  qui  dépendent  d'une  constante 
arbitraire;  ces  trajectoires  sont  toutes  des  courbes  analy- 
tiques régulières  dans  le  voisinage  de  M.  Elles  comprennent 
un  faisceau  à  un  paramètre  de  trajectoires  mixtes  présentant 
dans  E/t  un  point  d'arrêt,  une  trajectoire  (C()  (et  une  seule) 
pour  laquelle  M  est  un  point  d'arrêt.  Cette  trajectoire  se  réduit 
à  un  point  si  M  correspond  à  une  position  d'équilibre  de  (S). 
Enfin,  quand  par  un  point  M  passe  une  trajectoire  remar- 
quable, elle  se  confond  avec  (C,);  si  toutes  les  trajectoires  (C,) 
sont  remarquables,  elles  se  confondent  dans  E*  avec  les  trajec- 
toires mixtes. 

Il  ne  passe  pas  par  le  point  M  d'autres  trajectoires,  si  le 
point  M  n'est  pas  une  position  d'équilibre.  Cette  proposition 
peut  paraître  évidente  au  premier  examen;  en  réalité,  elle  n'est 
exacte  qu'en  vertu  du  théorème  énoncé  tout  à  l'heure,  et  elle  se 
trouve  en  défaut  pour  les  points  d'équilibre.  Par  un  point 
d'équilibre  M,  il  peut  passer,  en  outre  du  faisceau  régulier  de 
trajectoires,  des  branches  singulières  de  trajectoires  (C),  qui 
présentent  au  point  M  des  singularités  de  nature  quelconque,  par 
exemple  n'ont  pas  de  tangente;  si  voisin  qu'on  prenne  M'  de  M, 
l'arc  MM'  de  (C)  n'est  parcouru  en  un  temps  fini  ni  dans  le 
mouvement  vrai,  ni  dans  le  mouvement  conjugué.  En  général, 
le  -\  stème  (S)  tend  sur  (C)  vers  la  position  M  quand  t  croît  indé- 
finiment, dans  l'un  des  deux  mouvements  vrai  ou  conjugué.  Il 
arrive  aussi  que  M  est  sur  (C)  un  point  limite  d'une  suite  de 
points  d'arrêt  M,,  M..,  ...;  La  branche  MM'  se  décompose  alors 
en  une  infinité  de  segments  M(ML.,  M2M3,  ...  qui  correspondent 
i  autant  de  mouvements  périodiques  de  (S),  alternativement  vrais 
el  conjugués.  Enfin,  il  peul  exister  sur  (C)  une  infinité  de  points 
<l  équilibre  <  de  l'une  <>u  l'autre  des  espèces  précédentes  I  formant 
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des  suites  dont  le  point  d'équilibre  considéré   M   soit  un  point 
limite. 

Tout  fragment  MM'  de  trajectoire,  intérieur  à  E#,  qui  ne  com- 
prend pas  de  branche  singulière,  notamment  tout  fragment  qui  ne 
passe  pas  par  un  point  d'équilibre,  est  parcouru  tout  entier  en  un 
temps  fini  dans  le  même  sens,  d'un  mouvement  soit  vrai,  soit  con- 
jugué; toutefois,  dans  le  cas  exceptionnel  où  (C)  est  une  trajectoire 
mixte,  MM'  se  décompose  en  un  nombre  fini  de  segments  jouis- 
sant de  cette  propriété;  si  MM'  appartient  à  une  trajectoire  re- 
marquable, il  est  parcouru  tout  entier  dans  le  même  sens  dune 
infinité  de  manières,  mais  un  point  quelconque  de  MM'  est  point 
d'arrêt  pour  d'autres  mouvements. 

Quand  les  forces  dérivent  d'un  potentiel,  tout  segment  MM' 
[intérieur  à  Ea)  d'une  trajectoire  prise  au  hasard,  est  jmi- 
couru  entièrement  en  un  temps  fini,  dans  le  mouvement  vrai 
ou  conjugué.  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  des  faisceaux  par- 
ticuliers de  trajectoires. 

Tels  sont  les  principaux  résultats  qui  seront  développés  dans 
ce  Mémoire.  Je  commencerai  par  établir  quelques  propositions 
bien  simples  concernant  les  équations  différentielles  des  trajec- 
toires. 

Nombre  oes  constantes  do.\t  dépendent  les  trajectoires. 

Considérons  un  système  (S)  à  liaisons  indépendantes  du  temps, 
et  soumis  à  des  forces  également  indépendantes  du  temps,  mais 
que  nous  ne  supposons  pas  encore  indépendantes  des  vitesses.  Le 
mouvement  de  ce  système  est  déterminé  par  les  équations  de 
Lagrange 

[    d  (  dT  \        dT  ,  dqt 

(I)     M^j-^  =  (M<?' ***** **1     -d7  =  *" 

\  <  i  =  \.-i £•), 

OÙ 

aT  ^^MjA-viïu  7-2 ?*)=  7/71»  l  XU  =  -V)- 

et  où  le  discriminant  A  de  la  forme  quadratique  T  n'est  pas  iden- 
tiquement nul. 

Soient  (0,  q\ 'il-  7i"-  7 ." 7/,"  les  valeurs  de  /.  </  ■ y/, . 


-  uo  - 

q\.q. </k.  pour  une  valeur  donnée  de  q,,  soit  q{  =  o)  les 

équations  (1)  définissent  7,,  q2.  . .  .,  y*,  gr'4,  .  .  .,  q'k  en  fonction 
de  /  —  t0  el  des  (l>.â-  —  1)  constantes  arbitraires  </!,',  7",  .  .  .,  7JJ, 
gr'(° q'£.  Exprimons  q.2,  .  .  .  ,  7/,  en  fonction  de  qK  en  élimi- 
nant /,  cl  convenons  de  dire  que  les  relations  72  =  90(7,),  .  •  . , 
q/,  =  cpj  (Çt)  ainsi  obtenues  définissent  les  trajectoires  du  système. 
Il  e>i  clair  qne  ces  trajectoires  dépendent  au  plus  de  (zk—  i)  con- 
stantes, à  savoir  q\ q\.  q" ,  .  .  . ,  q'£  ;  d'autre  part,  elles  dé- 
pendent au  moins  de  (2  A  —  2)  constantes  distinctes,  puisque,  pour 

delà-,  ri  ai  •       1  1 

onne,  q2.  ....  q^.  -jr^i  •  ■  •  ■>  —.—  peuvent  recevoir  des  valeurs 

arbitraires.  11  est  bien  facile  de  voir<ju'e/a  général  le  nombre  v 
des  constantes  distinctes  dont  dépendent  les  trajectoires  est  égal 
à  '.h  —  1 .  et  de  trouver  à  quelles  conditions  ce  nombre  se  réduit 
à  2  /."  —  2 . 

Résolvons  en  effet  les  équations  (1)  par  rapport  aux  q'r  Si  a, 
représente  ce  que  devient  le  discriminant  A  quand  on  y  remplace 
les  éléments  de  la  première  colonne  par  Q,,  .  .  . ,  Qa  ;  enfin,  si  P,- 
représente  une  certaine  forme  quadratique  par  rapport  aux  q],  on 
peut  écrire 

(»)  ,1)=^-^  =  Pt+fa,         (1  =  1,2 *). 

Nous  avons  d'autre  part 

h       d-  'I  i     . ,       dq  i    „ 
l'~   dq\    ''«         dqx^ 
et  ]»ar  suite 

(3)        ^5-= ^ ,         (t  =  a,3,. ..,*). 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  représenterons  par  q[-v  q"ir)  .  .  .  les 

1  ,    ■     .       dqi     d'-'ii  _  .      .  _  . 

dérivées  -^-,  -j~ ,  ••••  el  par  11/  ce  que  devient  F,  quand  on  y 

remplace  q\   par  1.  q\  par  q[2 q'h  par  q[ky  L'équation  (3) 

>le\  lent  ainsi 

V         II,-/,  11,-uPïZl?'-  (i  =  a,3, ...,/.,. 

7  1 

-  étanl  dès  fonctions  de  y,,  .. .,  7/,.  7,    7  , 7 
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Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  :  si  le  second  membre  de  toutes 
les  équations  (4)  est  indépendant  de  q\ ,  le  système  (4)  forme  un 
système  de  (k —  i)  équations  du  second  ordre  portant  sur  les  /.  va- 
riables cj\,  q-ii  •  •  -,  qki  et  ces  équations  définissent  y2,  q^,  •  •  • , 
qk  en  fonction  de  qs  et  des  (2 A-  —  2)  constantes  arbitraires^',  ..., 
7a>  <y '(!!,,  .  .  -,  qly  Si  au  contraire  q\  figure  dans  une  au  moins  des 
équations  (4),  soit  dans  la  première,  on  peut  disposer  de  q'*  pour 
que  q"z  ait  une  valeur  arbitraire  (en  même  temps  que  q",  .  .  . ,  7}', 
q',2V  •**»  ^(A°))  et  ^es  fonctions  Ç21  •  •  •  <  qk  de  qK  dépendent  de 
(a/,-  —  1)  constantes  arbitraires. 

Pour  que  les  seconds  membres  des  équations  (4)  soient  indépen- 
dants de  </. ,  et  par  suite  que  v  =  ik  —  2,  il  faut  et  il  suffit  évi- 
demment que  les  (k —  1)  expressions  q\  (3/—  q'^ii  soient  homo- 
gènes et  du  troisième  degré  par  rapport  aux  q\.  Si  l'on  désigne 
par  a,-j  le  mineur  de  A  relatif  à  l'élément  A/y,  on  a  d'ailleurs 

(5)  Pi=  £(aftQi  +  aAQs  +  ...  +  a/*Qjfc), 

et  inversement 

(6)  Q,=  Aa  fi,  -+-  Aft  p2  +. . .  -4-  A«p*. 

Le  nombre  v  sera  en  particulier  égal  à  (2  A-  —  2)  si  tous  les  coef- 
ficients Q,  sont  homogènes  et  du  second  degré  par  rapport  aux 
vitesses. 

Quand  les  Q,  ne  dépendent  pas  des  vitesses,  il  en  est  de  même 
des  (3;;  pour  que  v  soit  égal  à  2 À-  —  2,  il  faut  donc  et  il  suffit  que 
les  expressions  fiiq\ —  $2Çi  soient  identiquement  nulles,  ce  qui 
entraîne 

et  par  suite 

QlSQ2S...=  QiSo. 

Les  trajectoires  sont  alors  les  géodésiques  du  ds2. 

Un  cas  remarquable  est  celui  où,  les  forces  dépendant  des  vi- 
tesses, les  trajectoires  du  système  coïncident  avec  les  géodésiques 
du  ds-.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  les  (k  —  1) 
conditions  $tq\  —  [3,<y;=  o  soient  remplies,  c'est-à-dire  qu'on  ;iit 

h     k   -     =k^i 
•i\      'i'i     '"     q'k 
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,mi  encore,  d'après  (6  i, 

(7)      Q,=x|i,     q!=)"       ....     Q,  =  x£, 

àq\  ''</■,  àgA. 

)  désignant  une  fonction  quelconque  de  y,-,  q\. 

Pour  que  les  trajectoires  de  (î)  coïncident  avec  Les  géodé- 
siques  de  ds2,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  Q,,  Q2,  •••,  Qa  soient 

,     ,    dl      OT  dT 

proportionnels  a  — —■>  -—n  •  •  •  >  -—r- 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  les  trajectoires  (qui  sont 
les  géodésiques)  une  fois  obtenues,  il  reste  à  intégrer  une  équation 

différentielle   du    premier  ordre   pour  obtenir  -j—  ;  t  est  donné 
1  «<7i 

ensuite  par  une  quadrature.  Dans  le  cas  où  a  est  homogène  et  du 
premier  degré  par  rapport  aux  qn 

"A  =  ?l/(?i>  •••>  9k,  ^2)1  ••••  l\k\\ 

le  théorème  des  forces  vives  donne  aussitôt 

dT  =  i/T  dqi, 
d'où,  en  intégrant, 

<  s'obtient  ainsi  à  l'aide  de  deux  quadratures. 

11  est  facile  d'interpréter,  dans  des  cas  particuliers  intéressants, 

ces  conditions  (7).  Si,  par  exemple,  le  système  (S)  se  réduit  à  un 

point  libre  M,  ces  conditions  expriment  que  la  force  F  qui  s'exerce 

sur  M  a  constamment  même  ligne  d'action  que  la  vitesse  de  M.  Si 

le  système  (S)  est  formé  de  points  matériels  libres  M/de  masse  m,, 

les  conditions  (7)  expriment  que  la  force  (F/)  qui  s'exerce   sur 

chaque  point  M/  a  pour  ligne  d'action  la  vitesse  c/  de  M/,  et  que 

de  plus  les  forces  F/  sont  entre  elles  comme  les  quantités  de  mou- 

V              F 
vement  miVi.       '    = •  Enfin,  dans  le  cas  du  mouvement  d'un 

///,*',  ItliVi 

point  sur  une  surface,  les  conditions  171  expriment  que  la  pro- 
jection (sur  le  plan  tangent  à  La  surface)  de  la  forci'  donnée  est 
constamment  dirigée  selon  la  vitesse  du  point  :  c'est  ce  qui  arrive 


quand  un  pôinl  e^t  mobile  avec  froltemenl  sur  une  surface  dans 
nu  milieu  résistant. 

Sans  insister  davantage  sur  ces  applications  faciles,  je  vais  me 
placer  désormais  dans  l'hypothèse  où  les  forces  Q,  ne  dépendent 
pas  des  vitesses. 

Equations  différentielles  des  trajectoires.  —  Mouvements 
possibles    sur   une  trajectoire.  —  trajectoires    remarquables. 

Les  trajectoires  qi  =  c5/(ry,)  définies  par  le  système 

d  /  dT  \       <)T  .         dqt 

dépendent  de  (2/»" —  1)  constantes  à  moins   que   tous  les  Q;  ne 
soient  nuls. 

Quand  tous  les  Q,-  sont  nuls,  les  trajectoires  dépendent  de 
(ik  —  2)   paramètres   et  sont   données,   comme  on   sait,   par   le 

système 

d     df        ùf 
dgi  dq'i        àqi 


si  l'on  pose 

Le  mouvement  sur  chaque  géodésique  est  défini  par  l'égalité 

T  =h, 
où  h  est  une  constante  arbitraire,  et  qui  donne  £  par  la  quadrature 

'-'°=7îJfd'"- 

On  voit  que  sur  la  même  trajectoire  une  infinité  de  mouvements 
distincts  sont  possibles;  nous  ne  regardons  pas  comme  distincts 
deux  mouvements  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  augmentant 
/  d'une  constante. 

Je  ne  dirai  rien  de  plus,  pour  l'instant,  sur  ce  cas  particulier. 
J'aborde  immédiatement  le  cas  général  où  les  Q,  ne  sont  pas 
tous  nuls. 
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Formons,   < la ns  ce  cas,   les    équations  différentielles    des    tra- 
jectoires; nous  avons  déjà  obtenu  le  système 

i  ,  [  dt  \* 

la  valeur  commune  de  ces  rapports  étant  (  — —  I  • 

I  Vautre  part,  posons 

•\,  =  P,—  'l'^  pi,         y./  =  7<"/)  +  7('/)  Di  -  n„ 
et  différentions  par  rapport  à  y,  l'égalité 

„'2  _  Pi—  7(8^1  ^   ^2  ^ 

7(2)-<-9'(2)Ul—  U2  72' 

quant  que  -^ —  q'*  =  >,q'[  =  1  ( II,  -*-|  4-  [ï,  j  ;  il  vient 


en  reniai 


''7i   X.a  /,2 

égalité  de  la  forme 

—  3y^  +  y;,2)M3-4-i\i5 

7c2i— j»? ^7—        -' 

OÙ  M3  et  M5  désignent  des  polynômes  du  troisième  et  du  cin- 
quième degré  en  q[.2),  .  .  . ,  q[kv  et  M0  une  simple  fonction  des  qi. 
J'ai  indiqué  dans  un  autre  travail  (voir  le  Journal  de  Mathé- 
matiques, 1894)  quelques  propriétés  du  système  différentiel  I  a  ) 
et  (b)  qui  définit  les  trajectoires.  Je  me  bornerai  à  rappeler  ici 
que  les  équations  des  géodésiques  de  T  s'obtiennent  en  égalant  à 
zéro  les  numérateurs  y,  des  rapports  (a);  il  suit  de  là  que  les 
géodésiques  de  T  font  partie  des  trajectoires;  en  elTet,  elles  satis- 
font aux  équations  (a),  et  comme  l'équation  (b)  peut  s'écrire 

■Sa-*». 

dq , 

elles  vérifienl  aussi  celte  équation.  Les  géodésiques  de  T  forment 
donc,  quels  que  soient  les  Q4-,  un  faisceau  de  trajectoires  à  2  (A  —  i) 
jMi  amèl  1 

Détermination  du  temps.       Quand  !<■  système  (a),  (b)  est  in- 
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légré,   on   connaît   q.2,   ....   q  k  en  fonction  de  qy   et  de  (  2  k —  i 
constantes  arbitraires;  le  temps  /  est  alors  donné  par  une  quel- 
conque des  égalités 

c'est-à-dire  par  une  quadrature. 

On  voit  qu'a/ie  trajectoire  ne  comporte  (/ne  deux  mouve- 
ments distincts  (  '  ),  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  changeant  / 
en   —  t.  En   particulier,   si   celte  trajectoire   est   une  géodés'ique 

i  dt  !  ,, 

quelconque,    on    trouve  -7—  =  o,   t=t„.   Inversement,  si  Ion  a 
1  '  dqt 

-5—  =  o,  tons  les  y;  sont  nuls  et  la  trajectoire  est  une  géodésique. 

Quand  on  connaît  une  trajectoire  particulière,  le  mouvement 
sur  cette  trajectoire  est  défini  par  la  simple  quadrature  (c). 

Trajectoires  remarquables.  —  Il  peut  exister  toutefois  des 
trajectoires  exceptionnelles,  que  nous  appellerons  trajectoires  re- 
marquables, pour  lesquelles  les  conclusions  précédentes  sont  en 

défaut;  ce  sont  les  trajectoires  qui  donnent  à  tous  les  rapports  <f- 
la   forme   -■>    autrement   dit    qui   satisfont  à   la   fois   à   toutes   les 

o  • 

égalités 

7.2  =  y,  =  -  ■  •  -  y./.  ■  =  o 
et 

dq±  _  dqj,  _  dq^  _       _  dqjç 

{  }  Pi  :"  h  '    p3  — —  h' 

Les  trajectoires  remarquables  seront  donc  les  géodésiques  (s'il 
en  existe)  qui  vérifient  les  équations  (d). 

En  général,  ces  conditions  sont  incompatibles;  dans  tous  les 
cas,  d'après  (Y/),  les  trajectoires  remarquables  ne  peuvent  dé- 
pendre de  plus  de  (k  —  1)  constantes. 

Sur  une  trajectoire  remarquable,  une  infinité  de  mouvements 
distincts  sont  possibles.  En  eiFet,  il  est  loisible  de  remplacer  les 

(')  Celle  proposition  subsiste  quand  les  O,  renferment  les  q ';  si  le  nombre  v 
ries  constantes  qui  figurent  dans  les  trajectoires  est  égal  à  :>/: —  2,  chaque  tra- 
jectoire comporte  une  infinité  de  mouvements;  si  v  =  2 k  :  —  1,  chaque  trajectoire 
(à  part  des  trajectoires  exceptionnelles)  ne  comporte  que  deux  mouvements  qui 
ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  /. 

XXII.  10 
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éqyalions  du  mouvement  par  les  équations  (3) 

7  1  7  1 

jointesà  une  des  équations  de  Lagrangeou,  si  Ton  veut,  à  l'égalité 
des  forces  \  ives 

,/T  =  Q,  dy,+  Q,  dqt  - ...  -  Q*  <%*. 

Par  hypothèse,  la  trajectoire  considérée,  satisfaisant  Aux  équa- 
tions y,=  o,  'bi=o,  satisfait  aux  équations  (3);  le  mouvement 
sur  cette  trajectoire  est  donc  défini  par  la  seule  égalité 

T^y-f/f'/! v/.-  ■■  'i'i q'tA  I  =  /[QiH-Qitf«-+-"«-+-Q*fî*i]rfyii 

ou  encore 


-i—  dépend  donc  (Tune  constante  A  ('). 

Le  mouvement  du  système  (S)  sur  une  trajectoire  remarquable 
est  celui  d'un  système  à  liaisons  complètes;  les  points  matériels 
d'un  tel  svslème  ne  parcourent  qu'une  trajectoire,  mais  peuvent  la 
parcourir  d'une  infinité  de  manières. 

Exemple.  —  Comme  application,  prenons  l'exemple  d'un  point 
matériel  libre  M  ou  (x,y,  s)  soumis  à  une  force  F  ou  (X,  Y,  Z). 
Quelles  seront  les  trajectoires  remarquables  de  M?  Ce  seront  les 
droites  D  (s'il  en  existe)  telles  qu'en  tout  point  (#, y,  z)  de  D  la 
force  (F)  ait  D  pour  ligne  d'action.  A  quelles  conditions  ces  tra- 
jectoires dépendront-elles  de  /•"  —  i  — 2  paramètres?  Les  droites  D 
formenl  alors  une  congruence;  par  un  point  (#,  y,  s)  quelconque 
passe  une  trajectoire  l>,  el  tout  le  long  de  D  la  Corée  F  est  dirigée 
suivant  cette  droite.  L'ensemble  des  lignes  d'action  de  F,  qui,  en 
général,  constitue  un  complexe,  doil  dune  se  réduire  à  une  con- 
gruence; inversement,  quand  cette  condition  est  remplie,  toutes 


(•)  il  n'j  aurait  d'exception  que  si  f(gt)  était  identiquement  nul,  c'est-à-dire 
1  |a  géodésique  satisfaisait  à  l'équation  ds       0.  Il  esl  clair  qu'elle   ne  pourra  il 
correspondre  alors  à   un  déplacement  réel  <l<^  points  «lu  système  matériel.  C'est 
là  un  poinl  sur  lequel  n<>u-  reviendrons  tout  à  l'Iieui 


les  droites  de  la  congruencé  sont  des  trajectoires  remarquables. 
Si  notamment  F  dérive  d'un  potentiel  U,  la  condition  exprime 
que  les  surfaces  de  niveau  sonl  parallèles.  Le  ras  où  Y  est  une 
force  centrale  ou  parallèle  à  nne  direction  fixe  sonl  des  c;is  simples 
où  la  condition  est  remplie. 

Remarque.  —  Il  convient  de  faire  au  sujet  de  cet  exemple  une 
remarque  d'une  portée  générale.  Ne  considérons  que  les  valeurs 
réelles  de  x,  y,  z\  si  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  analytiques  de 
ces  variables,  liolomorphes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  ces 
variables,  il  est  clair  qu'un  segment  de  droite  D  ne  peut  être  tra- 
jectoire remarquable  sans  que  la  droite  tout  entière  jouisse  de 
cette  propriété  ;  il  est  clair  également  que  si  les  forces  forment  une 
congruencé  dans  une  certaine  portion  de  l'espace,  elles  forment 
une  congruencé  dans  tout  l'espace.  Ceci  est  encore  vrai  quand  les 
fonctions  X,  \  ,  Z  présentent  des  points  singuliers  pourvu  que  ces 
points  ne  forment  pas  de  surfaces  séparant  l'espace  réel  en  parties 
distinctes. 

Mais  quand  les  fonctions  X,  \  ,  Z  ne  sont  pas  analytiques,  ou 
quand,  étant  analytiques,  elles  présentent  des  surfaces  coupures 
séparant  l'espace  en  plusieurs  parties,  il  n'en  est  plus  ainsi  en 
général.  Il  peut  se  faire  qu'un  segment  seulement  de  droite  soit 
trajectoire  remarquable,  et  aussi  que  pour  les  points  x,  y,  z  d'un 
certain  volume  les  forces  F  forment  une  congruencé  tout  en  for- 
mant un  complexe  pour  les  points  d'un  autre  volume  ('). 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  le  point  M  est  soumis,  à 
l'intérieur  d'une  sphère  S  de  centre  O  et  de  rayon  i,  à  la  force 
centrale  X  =  x,  Y  =  r,  Z  =  s,  et  à  l'extérieur  de  1!  à  la  force 
X.  =  x — (/• — i)2,  Y=y,  Z  =  z,  {r  =  \/x--\- y--\- z-)  :  chaque 
diamètre  O  de  la  sphère  2  est  une  trajectoire  remarquable  et  peut 
être  parcouru  par  le  mobile  d'une  infinité  de  façons,  mais  quand 
le  mobile  sort  de  la  sphère  il  quitte  la  droite  D  pour  suivre  une 
trajectoire  tangente  à  la  droite  et  d'autant  plus  voisine  de  D  que 
sa  vitesse  de  sortie  est  plus  grande. 


('  )  Quand  les  foin- lions  \,  V.  Z  sont  à  |>l  u  -i.  u  rs  vu  leurs,  il  peut  se  faire  que,  | 

le  même  volume,  les  forces  forment  une  congruencé  si  l'on  choisit  une  certaine 
détermination  des  \.  \  ■  A.  et  un  complexe  si  l'on  clioisil  une  autre  détermina- 
tion. « 


—  OH  — 

Pour  échapper  à  toute  objection,  il  faul  donc  énoncer  ainsi  la 
condition  trouvée  tout  à  L'heure  : 

Soit  \  une  portion  d'espace  où  les  X,  Y,  Z  ont  une  valeur  bien 
déterminée;  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'il  passe 
une  trajectoire  remarquable  par  un  point  arbitraire  de  V,  c'est  (pie 
les  forces  F  (relatives  aux  différents  points  de  ^  )  forment  une 
congruence;  ou  encore,  s'il  existe  une  fonction  de  force,  que  les 
surfaces  de  niveau  contenues  dans  \   soient  parallèles'. 

La  même  observation  s'applique  à  un  système  (S)  quelconque, 
mais  il  sera  plus  commode  de  la  développer  après  avoir  fixé  la 
terminologie  que  nous  emploierons  dans  l'étude  des  trajectoires 
réelles  que  nous  allons  aborder  maintenant . 

Trajectoires  réelles  et   mouvement  réel. 

Choix  des  paramètres.  Ih' /initions.  —  11  est  toujours  loisible 
de  choisir  les  paramètres  indépendants  q,.  q.2,  .  .  .,  qk  qui  défi- 
nirent la  position  d'un  système  (S)  de  façon  que  pour  toute  posi- 
tion réelle  à  dislance  finie  du  système  les  y,.  .  .  . ,  qk  aient  une  va- 
leur unique,  réelle  et  finie.  Il  suffit,  en  elïet,  Xj}  y /,  z-j  étant  les 
coordonnées  d'un  point  matériel  M/  de  (S),  de  choisir,  comme  pa- 
ramètres, k  de  ces  coordonnées  qui  soient  indépendantes. 

Nous  regarderons,  dans  ce  qui  va  suivre,  q,,  q~2,  .  .  .,qu  comme 
les  k  coordonnées  rectangulaires  d'un  espace  à  k  dimensions; 
quand  (S)  occupe  toutes  les  positions  réelles  possibles,  le  point  M 
"uf'/i.  7j,  ....  '//,),  qui  lui  correspond  dans  cet  espace,  varié  dans 
un  certain  domaine  réel  E*  qui  ne  comprend  pas  nécessairement 
tout  l'espace.  C'est  ce  domaine  E*,  où  à  tout  point  M  correspond 
nue  position  réelle  du  système,  que  nous  prendrons  exclusivement 
comme  champ  des  variables  qK ,  q2,  ....  '/a- 

La  position  et  la  vitesse  de  chaque  point  My  déterminant  sans 
ambiguïté  la  force  vive  2  I  .  chaque  position  réelle  île  (S)  définit  une 
valeur  réelle  et  une  seule  des  coefficients  \,  r  Mais  au  poinl  M  de  E* 
peuvenl  correspondre  plusieurs  positions  de  (S);  les  coefficients  A/y 
forment  alors  un  système  multiforme  de  fonctions  réelles  définies 
dans  I  w,  :  à  chaque  poinl  M  de  K/,  el  à  une  détermination  arbi- 
trairemenl  choisie  des    \,;  correspond  nue  position  réelle  de  (S) 

t  I    nue   seule. 


I  i'.)  - 

La  même  remarque  s'applique  aux  coefficients 

v'       ~-     yc^/,-  ydy,  y^y, 

/' 

quand  les  forces  données  \,\  Y/,  Z./  ><>iii  définies  >;ms  ambi- 
guïté pour  cliaque  position  réelle  du  système  :  c'est  ce  qui  a  tou- 
jours  lieu  dans  les  applications.  S'il  en  était  autrement,  observons 
seulement  qu'il  faudrait  fixer  celle  des  déterminations  Xy,  ^  ,-,  Zy 
qu'on  choisit  au  début  du  mouvement,  afin  que  les  conditions 
mécaniques  initiales  du  problème  fussent  pleinement  déterminé'1-;. 

Nous  supposons  que  les  diverses  valeurs  des  A/y,  Q/  définissent 
dans  Ea  autant  de  fonctions  uniformes  continues  admettant  des 
dérivées  premières  et  secondes  continues  ('),  sauf  en  certains 
points  N  de  E#  que  nous  appelons  points  singuliers  de  E*.  En 
un  point  N  une  au  moins  des  fonctions  A/y,  Q/ou  de  leurs  dérivées 
est  discontinue,  ou  bien  deux  de  ces  déterminations  deviennent 
égales.  Ces  points  N,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  forment  une 
surface  à  (A"- — i)  dimensions  dans  E/,,  soit  'y'//i-  q2-  —  '/>)  — °> 
la  surface  qui  limite  E*  en  fait  partie,  quand  E*  n'embrasse  pas  tout 
l'espace. 

J'ajoute  que,  les  paramètres  y,  étant  convenablement  choisis,  le 

discriminant  A  de  ï  ne  s'annule  pas  dans  Et.  Autrement  1rs——,» 

.et  par  suite  T,  s'annuleraient  en  un  point  M  de  E#  et  pour  des 
valeurs  réelles  des  qt ■;  à  M  correspond  une  position  réelle  du 
système  et  aux  q\  des  valeurs  réelles  des  jc'j,  r',  s'-,  qui  ne  sont 
pas  toutes  nulles  si  </,,  par  exemple,  coïncide  avec  jcj.  La  somme 
Jlmj(x'f —  y'f ' -\-  zf)  serait  donc  nulle  pour  des  valeurs  réelles 
des  %',  y',  z'  différentes  de  zéro,  ce  qui  est  absurde  (2). 

En  définitive,  le  mouvement  de  (S)  sera  défini  par  les  équations 

r.  S 

où  les  Xj. s,  et  les  (3/  sont  des  fonctions  réelles  (à  une  ou  plusieurs 


(')  II  suffit  même  que  les  Q,  admettent  des  dérivées  premières  continues. 
(-)  Ceci  est  encore  vrai  évidemment  si  S  est  un  système  continu  qui  dépend 
de  /■  paramètres. 
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déterminations)  continues  dans  Ex  ainsi  que  leurs  dérivées  pre- 
mières, sauf  en  des  points  singuliers  N. 

Mans  les  applications,  les  diverses  valeurs  des  V,-,.  O,,  par  suite 
les  a' .s,  (3/  son i  des  fonctions  analytiques  holomorphes  de  qtt 
'/■••  ■  •  -j  '//.?  sauf  en  certains  points  N'  de  E^  que  nous  appellerons 
points  analytiquement  singuliers (').  Il  arrive  que  ces  points  N' 
forment  des  surfaces  décomposant  E*  en  volumes  distincts  E^, 
\\"lr  ...:  nous  disons  alors  que  les  fonctions  A/y,  Q/  présentent 
(dans  E/,)  des  coupures  fermées;  en  particulier,  quand  les  A/;,  Q/ 
sont  multiformes^  il  peut  se  faire  que  dans  le  même  volume  E). 
deux  déterminations  d'un  de  ces  coefficients  soient  deux  fonctions 
anal\  tiques  différentes. 

Dans  tous  les  cas,  si  l'on  place  le  système  S  dans  des  conditions 
mécaniques  initiales  arbitrairement  choisies,  les  valeurs  corres- 
pondantes des  <fi — '  q'i  ainsi  que"  les  valeurs  initiales  des  A,/,  L/ 
sont  déterminées  sans  ambiguïté,  et  quand  le  point  M  ou 
[rjly  ...,qif)  varie  (dans  E*)  d'une  manière  continue,  il  n'y  a 
aucune  difficulté  à  suivre  les  variations  des  A/y,  L/,  tant  cpie  M  ne 
passe  pas  par  un  point  singulier  N. 

.rajoute  que  plusieurs  des  restrictions  précédentes  ne  sont 
nullement  essentielles.  Quand  on  assujettit  seulement  T  à  la 
condition  que  A  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et  quand  on  em- 
brasse tout  le  champ  réel  Ea  où  les  A/y,  Q/  restent  réels,  tout 
ce  que  nous  allons  dire  subsiste,  pourvu  toutefois  qu'on  ajoute 
aux  points  singuliers  N  les  points  île  E/,  où  A  s'annule. 

Précisons  maintenant  quelques  définitions  relatives  aux  courbes 
(C)[ou  qi=  ®i(q\)->  /=2,o,  ...,  /.']  de  l'espace  E*.  Soit  d'abord 

/,•  =  ■.>;  si  la  courbe  (C),  ou  ^2  =  9a(5fi  )j  admet  dans  le  voisinage 
de  \l„  une  tangente  continue,  on  peut  rapporter  q2  et  r/,  à  l'arc  c 
compté  à  partir  de  M„  positivement  dans  un  sens  déterminé. 
Quand  t  croît  par  exemple  à  partir  de  o,  à  chaque  valeur  de  a 
correspond  un  point  M  de  (C)  et  un  seul,  tant  (pie  o-  n'atteint  pas 
une  certaine  limite  <T|,  qui  peut  être  infinie.  Pour  a-,  =  go,  deux 
hypothèses  sont  possibles  ;  quand  »  croît  indéfiniment,  ou  bien  M 
ne  tend  vers  aucun   point   M,  à  distance  finie,  ou  bien   ,M   tend  sers 

une  position  limite  M,.  Quand  7,  est  fini,  M  tend  sûrement  vers 


(')   I  «.n-  les  points  N  sont  des  points  Y    mais  la  réciproque  n'èsl  pas  vraie 
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un  point  i\l,  (*).  Dans  ces  deux  derniers  cas,  nous  dirons  que  la 
courbe  (C)  passe  par  M1?  mais  il  convient  de  remarquer  cpie  M, 
peut  être  un  point  singulier  de  nature  quelconque,  notamment 
un  point  asymptote  de  C. 

Ces  remarques  s'étendent  aussitôt  à  un  espace  E*  quelconque. 
Si  les  (A- —  i)  fonctions  y;—  <p*(<7t)  qni  définissent  (C)  admettent 
dans  le  voisinage  de  qf  des  déri\ées  premières  continues,  posons 
(suivant  la  terminologie  adoptée) 

d~-  =  dq  \  —  dq\  -+- . . . -+-  d<j ! . 
et  appelons  longueur  de  l'arc  M|M  de  (C)  l'intégrale  curviligne 
•j  =    /      ch,  effectuée  le  long  de  (G). 

Quand  on  rapporte  qt,  .  ..,y>.à  s  (compté  positivement  à 
partir  de  M0  dans  un  sens  déterminé),  à  chaque  valeur  de  o-  cor- 
respond  un  point  M  et  un  seul,  tant  que  n  n'atteint  pas  une  cer- 
taine limite  cr,  (qui  peut  être  infinie).  Si  M  tend  vers  une  position 
limite  M,  quand  cr  tend  vers  t,  (ce  qui  a  toujours  lieu  quand  s-, 
est  fini)  on  dit  que  la  courbe  (G) pâme  par  M,.  Cette  définition 

revient  à  la  suivante  :  (C)  passe  par  le  point  M,  ou  (c/, ,  </2 au  I, 

si  chacune  de  ses  projections  qt=  v>i{q-^  j)  sur  le  plan  des  e/,,  y,- 
passe  par  le  point  «t,  r//. 

La  tangente  à  (C)  au  point  M0  sera  la  droite 

9i  —  gt  _  ?2-  V-2  _        ._  '7/,—  '//! 


V  dij0 


(  (/ll\  (d'l'i 

\ds/u  \di 


dont  les    cosinus  directeurs  sont  \—j~)   •   Si  qti  q»,  ...,  qk  sont 

fonctions  de  £,  la  wtesse-sera  le  segment  qui  a  comme  projections 
sur  0<7i,  ...,  0(//t  les  valeurs  q\(t),  ...,  q'k(t),  segment  dirigé 

selon  la  tangente  et  dont  la  longueur  est  -r--  La  courbure   sera 
&  &  dt 

l'expression 


\/im 


(')  D'une  façon  précise,  on  entend  par  là  que,  s  étant  donné  à  l'avance  aussi 
petit  qu'on  veut,  on  peut  déterminer  a  de  façon  que  la  distance  MM,  reste  moindre 
que  :  quand  -  varie  de  ix —  x  à  7,  (ou,  dans  le  cas  de  r,  infini,  quand  a  croit  à 
partir  de  *  ). 
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l  m  .ne  de  courbe  MoMj  de(C)  sera  dit  régulier,  si,  en  chaque 
poinl  M  de  cet  arc  (les  extrémités  comprises),  (G)  admet  une  tan- 
gente continue.  Analvliquemenl,  cela  signifie  que  les  qi  étant 
rapportés  à  L'arc,  soit  qi=  ^i(°")>  ^e  Poml  M-  parcourt  M„M,  quand 
t  varie  entre  deux  limites  finies  T„et  ?,,  et  (jue  les  fonctions -L/(t) 
admettent  des  dérivées  premières  continues  entre  a,,  et  a-,  (les 
valeurs  extrêmes  comprises). 

Si  (C)  est  une  courbe  analytique,  les  ta  sont  des  fonctions 
analytiques  de  t.  L'arc  .M0M(  de  (C)  sera  dit  analytiquement 
régulier  si  pour  toute  valeur  de  ?  (<J,0^a-^o,)  )  les  fonctions  ta  sont 
holomorphes. 

Cette  terminologie  adoptée,  revenons  au  mouvement  réel  d'un 
système  (S).  Parlons  d'un  point  M „  de  Ex -avec  une  valeur  particu- 
lière des  A/,,  Qt-,  et  considérons  autour  de  M0  un  volume  Va  de  E/, 
à  l'intérieur  duquel  les  déterminations  choisies  pour  les  A/y,  Q/ 
soient  régulières,  j'entends  restent  uniformes  et  continues  ainsi 
que  Leurs  dérivées  premières  et  secondes.  Il  suffit  pour  cela  que  Va 
ne  renferme  aucun  des  points  singuliers  N. 

Les  coefficients  \lr  s,  (j/  des  équations  (a)  ont  ainsi  dans  V*  une 
valeur  unique; 

Si  jM0  ou  (</',',  .  . .,  q'j.)  est  la  position  de  M  au  temps  /„,  et  t>„  ou 
{q'i,  ■■ .,  q'£)  sa  vitesse  initiale,  les  équations 

(2)  (/;=p/+^,  (;=!,•>.,  ...,*) 

définissenf  un  mouvemenl  et  un  seul,  par  suite  une  trajectoire  et 
une  seule,  répondant  à  ces  conditions  initiales.  On  voit  que  par  M0 
passent  une  infinité  de  trajectoires  tangentes  en  ce  poinl;  la 
valeur  absolue  e„  de  la  vitesse  initiale  permet  de  disposer  arbi- 
trairement de  la  courbure  en  M,  de  ces  trajectoires.  Par  M„  passe 
une  géodésique  et  une  seule  tangente  en  I\l0  à  une  droite  donnée. 
Qu'arrive-t-il  quand  la  vitesse  t>0  croît  indéfiniment,  sa  direction 
restant  invariable?  Si  l'on  prend  c/i  connue  variable  indépendante, 

les  équations  (2)  deviennent,  en  posant  7,  =  —  > 


1  2  »' 


dt  <//t 

n,  --'/',. n,  1  1  ;.       7 '..  ?,  )/',-.     ('   =2,3,      ./■  1 


<l'h  <l'/\ 
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I  les  équations  admettent  tm  système  d  intégrales,  el  un  seul,  tel 

qu'en  ait,  pour  y-,  =  y®, 

t  =  t0,       n  =  /•',' .       y,-  =  </'; ,       yîi-j  =  7';;  ; 

ces  intégrales  varient  avec  /•"  dune  manière  continue,  el  pour 
r®=  o  sont  de  la  forme 

la  courbe  qi==.<ai(gt  )  étant  la  géodésique  tangente  à  la  direction 
(c0i.  (Ictte  géodésique  est  donc  la  limite  des  trajectoires  (G) 
quand  c0  croit  indéfiniment. 

Lorsqu'en  M0  tous  les  B/ s'annulent,  et  que  de  plus  c„  est  aussi 
nul,  les  intégrales  du  mouvement  sont  simplement 

qi=q°i,      q%=çi>       ■  •■•      <tk^q%\ 

le  point  M  reste  en  équilibre,  la  trajectoire  se  réduit  au  point  M„. 
Nous  appelons  points  d'équilibre  les  points  P  de  E*  où  tous  les  r1>, 
sont  nuls  ;  les  conditions  ;j,  =  0  équivalent  d'ailleurs  aux.  conditions 
Q/=  o,  puisque  A  ne  s'annule  pas  dans  E*.  Les  points  P  sont  en 
général  des  points  isolés;  dans  des  cas  particuliers,  ils  peuvent 
former  des  lignes,  et  même  des  surfaces  à  1  À  — -1)  dimensions 
/J//,,  ....  qk)  =  o  dans  EA. 

Tout  cela  suppose  seulement  que  M„  ne  soit  pas  un  point  singu- 
lier N  des  déterminations  A/y,  Q/  considérées.  Si  M0  coïncidait 
avec  un  tel  point  N,  il  faudrait  avoir  recours  en  général  aux  pro- 
cédés de  discussion  de  M.  Poincaré.  Observons  toutefois  qu  il  y  a 
lieu  de  distinguer  ces  points  N  en  deux  catégories  :  les  points 
singuliers  parasites  qui  tiennent  au  choix  des  paramètres  qi  et 
qu'on  fait  disparaître  en  changeant  de  paramètres,  en  prenant  par 
exemple  comme  variables  /."  autres  coordonnées  parmi  les  ary, 
jKy,  Zj\  et  les  points  singuliers  intrinsèques  qui  subsistent  quels 
que  soientles  paramètres  choisis  parmi  les  a?y,  j'y,  Zj.  Par  exemple, 
s'il  s'agit  d'un  point  mobile  sur  une  surface  F(x,  j-,  z)  =  o,  et  si 
l'on  prend  comme  paramètres  x  et  y,  les  points  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  à  Oc  sont  des  points  singuliers  N,  mais  on  élimine  la 
singularité  en  prenant  comme  coordonnées  x  et  z  (ou  y  et  c  \. 
pour  étudier  le  mouvement  dans  le  voisinage'd'un  tel  point  N,  à 
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moins  (|  ne  \  nesoû  un  poinl  multiple  do  la  surface  ;  dans  ce  dernier 
cas  seulement  N  est  un  point  singulier  intrinsèque.  Il  esl  clair  que 
les  points  singuliers  intrinsèques  sont  les  seuls  qui  donnent  lieu 
à  des  difficultés  sérieuses,  puisqu'un  changement  bien  simple  de 
paramètres  lait  disparaître  les  autres  points  N. 

J'arrive  maintenant  aux  propositions  que  j'ai  en  vue  concernant 
les  trajectoires  et  le  mouvement  réel. 

Retour  sur  les  trajectoires  remarquables.  —  Je  reviendrai 
d'abord  un  instant  sur  les  trajectoires  remarquables;  sur  une  telle 
trajectoire  (y),  le  mouvement  est  défini  par  l'égalité 


)  +  * 

où  f(q{  |  =  T(<7,,  .  qh,  i,  q[2),  ...,  q[k))  est  toujours  positif, 
puisque  T  est  positif  en  tout  point  M  de  E*  pour  des  valeurs  réelles 
des  '/'  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles.  On  peut,  d'autre  part,  dis- 
poser de  la  constante  h  de  façon  que  o(qt  )  -+-  h  soit  positif  dans  le 
voisinage  d'un  point  arbitraire  M  de  (y),  en  sorte  qu'une  infinité 
de  mouvements  réels  sont  possibles  sur  (y). 

Par  un  point  M  du  volume  V*  de  E*  considéré  plus  haut  (où 
les  V7.  Qt-  sont  bien  déterminés  et  réguliers),  passe  une  courbe 
et  une  seule  satisfaisant  aux  conditions 

dÇt   _  dq,  dqk 

?\  PS  P* 

pourvu  que  Al  ne  soit  pas  un  point  d'équilibre. 

Par  un  point  arbitraire  M  de  Va  passe  donc  au  plus  une  trajec- 
toire remarquable. 

Pour  qu'un  point  quelconque  de  Va  appartienne  à  une  trajec- 
toire remarquable,  il  faut  el  il  suffit  que  toutes  les  courbes  défi- 
nies par  (rf)  soient  des  géodésiques.  On  peut  donnera  ce  théorème 
une  forme  un  peu  différente  :  soit  (G)  la  géodésique  tangente  en 
M  au  segment  [3,,  . . .,  [j*;  l'ensemble  des  courbes  (G)  relatives  au\ 
différents  points  M  de  E/,  dépend  en  général  de  /.'  constantes  dis- 
tinctes,  Pour  qu'il  passe  une  trajectoire  remarquable  par  un  poinl 
arbitraire  de  \  /, ,  il  faul  el  il  suffit  que  l'ensemble  (G)  ne  dépende 
que  de  (/.'  —  1  )  paramèl res. 

Quand  les  coefficients  \,,,  Qt  sonl  (dans  E/,  )  des  fonctions  ana- 
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lyliques  sans  coupure  fermée,  la  condition  ne  peut  être  vérifiée 
pour  une  portion  finie  de  Va-  sans  être  vérifiée  dans  tout  le  domaine 
E#.  Mais  quand  les  fonctions  A,,,  O,  ne  sont  pas  analytiques  ou 
présentent  des  coupures  fermées,  un  volume  V*  peut  se  décom- 
poser en  volumes  de  deux  espèces  V^,  Y"k  :  par  un  point  quelconque 
des  Vk  il  passe  une  trajectoire  remarquable,  au  lieu  qu'il  n'en 
passe  aucune  par  un  point  arbitraire  de  V^..  Nous  avons  cilé  un 
exemple  de  ce  fait  (voir  p.  1 4 7 )« 

Mouvements  réels   sur   une  trajectoire   quelconque, 
mouvements   vrais.   mouvements   conjugués. 

Sur  une  trajectoire  réelle  quelconque,  le  mouvement  est  défini 
par  une  des  égalités 

fr\  dt     -i    /V/>-f-n'7('''—rl'  =  .   /H 

Si  le  long  du  segment  M0M,  d'une  trajectoire  réelle  (C),  la  valeur 
commune   des  rapports  ~  est  positive,  l'arc  M0M(  est  parcouru 

Y* 

tout  entier  dans  le  même  sens  d'un  mouvement  réel,  et  nous  di- 
rons que  c'est  une  trajectoire  vraie.  Si  la  même  expression  (- -  est 

négative,  le  mouvement  est  imaginaire;  il  devient  réel  quand  on 
change  /  en  il  dans  les  équations  (i),  ce  qui  ne  modifie  pas  les 
trajectoires;  les  nouvelles  équations  (i)  sont  alors  celles  du  sys- 
tème (S)  sous  l'action  des  mêmes  forces  (F)  dont  on  a  seulement 
changé  le  sens.  Nous  donnerons  à  ce  second  mouvement  le  nom 
de  mouvement  conjugué  du  mouvement  vrai,  et  nous  dirons  que 
l'arc  M0M,  est  une  trajectoire  conjuguée.  On  voit  que  les  trajec- 
toires réelles  (G)  se  divisent  ainsi  en  deux  classes  :  les  trajectoires 
vraies  (C),  et  les  trajectoires  conjuguées  (C")  qui  sont  les  tra- 
jectoires vraies  de  (S)  quand  on  change  le  sens  des  forces. 

Pour  pousser  plus  loin  l'étude  de  ces  trajectoires,  nous  établi- 
rons une  importante  propriété  du  mouvement  réel. 

Démonstration  d'une  propriété  nu   mouvement  réel. 
Plaçons  le  système  dans  une  position  initiale  régit  Hère  M0  avec 
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des  vitesses  données,  el  étudions  le  mouvement  quand  t  croît  (4) 
.1  partir  «le  /„.  iNotis  dirons  que  le  mouvement  reste  régulier 
entre  /„  et  /(  si,  quand  /  varie  de  /„  à  /,,  le  svstème  occupe  à 
chaque  instant  une  position  détermina  à  distance  finie  avec  des 
vitesses  déterminées  sans  passer  jamais  par  une  position  singu- 
lière N. 

D'après  le  théorème  fondamental  sur  les  équations  différen- 
tielles, les  intégrales  '/;(/)  du  mouvement  qui  correspondent  aux 
conditions  initiales  eff  (j-\  sont  continues,  et  admettent  des  dé- 
rivées premières  continues  tant  que  |/  —  t0\  reste  inférieur  à 
une  certaine  limite;  le  mouvement  reste  donc  à  coup  sur  régulier 
dans  un  intervalle  de  temps  fini.  Admettons  qu'il  reste  régulier 
tant  que  /  n'a  pas  atteint  ou  dépassé  la  valeur  t'.  Quand  t  tend 
vers  t',  une  au  moins  des  trois  circonstances  suivantes  doit  se  pré- 
senter :  ou  bien  (S)  ne  tend  vers  aucune  position  limite  à  dis- 
tance finie,  ou  bien  (S)  tend  vers  une  position  singulière  ;  ou 
bien  enfin  (S)  tend  vers  une  position  régulière,  mais  les  vitesses 
q\  m'  tendent  pas  vers  des  limites  finies.  Autrement,  en  effet, 
(S)  atteindrait  à  l'instant  t'  une  position  régulière  avec  des  vitesses 
déterminées,  et,  d'après  le  théorème  invoqué,  le  mouvement  se 
poursuivrait  régulièrement  au  delà  de  t' .  —  La  proposition  que 
nous  voulons  démontrer,  c'est  que  la  troisième  circonstance  ne 
saurait  se  réaliser.  Autrement  dit,  quand  t  tendant  vers  t'.  le 
système  (S)  tend  vers  une  position  régulière,  les  vitesses  q\ 
dr  (S  )  tendent  vers  des  limites  finies  et  le  mouvement  reste 
régulier  à  l'instant  t'  et  au  delà. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  m'appuierai  sur  le  théo- 
rème fondamental  de  la  théorie  des  équations  tel  que  l'énonce 
M.   Picard  (-). 

Soit  INI  ou  (ai,#2j  ■••»#*)  u"  point  de  E/,  dans  Je  voisi- 
nage duquel  les  déterminations  choisies  pour  les  A/y,  Q<  sonl  ré- 
gulières (au  sens  que  nous  avons  défini);  les  seconds  membres 
des  équations 

&'-»*■      w    '-?"         <'  =  '''' /" 

(')  Il  -uiiii  de  faire  crotlrc  i.  car  les  équations  (m  ne  changent   pas  quand  on 
■  hange  /  en  —  t. 
(»)  i  nir  Picard,  TraiU  ci    Inalyse,  t.  II.  Chap.  XI,  p. 
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seront  continus  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  el  moindres 
en  module  qu'une  certaine  limite  M  tant  que  les  qi,  ij\  satisferont 
aux  inégalités 

\qt  —  fki\%%       [?H=L>  (/=  1,2,  ...,/.); 

2  est  un  certain  nombre  positif,  L  un  nombre  positif  choisi  arbi- 
trairement, et  que  nous  prenons  seulement  supérieur  à  o. 

D'après  cela,  suit  q"  :  q*  un  système  de  valeurs  satisfaisant  aux 
conditions 

Pour  toutes  les  valeurs  q^  q\   telles  qu'on  ait 

les  seconds  membres  de  (2)  restent  en  module  moindres  que  M. 
E)'après  le  théorème  invoqué,  le  système  d'intégrales  qi{t), 
7/(0  9U**  P0l(r  t=  fo  prennent  les  valeurs  q" ,  q'/\  est  un  sys- 
tème  de  fonctions  de  t  bien  déterminées  et  continues  au  moins 

dans  V intervalle  t0 rr  à  t0  -+-  --  • 

Voyons,  d'autre  part,  ce  qui  se  passe  pour  des  vitesses  initiales 
très  grandes  (en  valeur  absolue).  Prenons  comme  variable  indé- 
pendante  un   des   paramètres   q  choisi   de  façon   que  sa   dérivée 

(  —  )  ne  soit  en  module  inférieure  à  aucune  des  autres  dérivées  q'*  ; 
\at  }  g 

soit  q{  ce  paramètre.  Le  système  (2)  devient  le  système 


(2)' 


flt  drt  a 

dq 1  dq , 

3JJ  =•#/>.       ^7  =m-q'(i)nl+^i-q^l)ri 


Soit  M,  le  module  maximum  des  seconds  membres  de  ces   équa- 
tions quand  on  a  à  la  fois 

0 
qt  —  ai\£°,  rl  =  Lu  \q\h  |<  !  +  -,  («  =  1,2,  ...,/•) 

(L(    étant    toujours    une    quantité  quelconque  supérieure   à  S). 
Soient,  d'autre  part,  des  valeurs  q]1 .  /■','.  y'1  satisfaisant   aux   con- 


IS8  - 


cillions 


■/;'  - 


rtîh, 


il  existe  un  système  d'intégrales  et  un  seul  l{q\),  >'i(<7i)> 
fJi(rh)i  7(i)  (  7»)  qui  pi'?""'""1  pour  «7,  =  q\  les  valeurs  /„,  r*°t,  7", 
(/'".  et  ces  intégrales  sont  continues  au  moins  dans  l'intervalle 

de  e/'l  —  £1  à  q\  -f-  s( ,  en  appelant  t,  la  quantité  -^-  • 

En  particulier,  si  /•"  =  o,  ce  système  est  de  la  forme 


t  =  /«. 


/•!=o,  qi  =  ^i(qi),  r/U)  =  o'l(<yi). 


Ceci  nous  montre  que,  dans  l'intervalle  de  q°t —  st  à^J-f-s».  /*< 
ne  s'annule  jamais  à  moins  d'être  identiquement  nul-,  /  varie  donc 
constamment  dans  le  même  sens  quand  qt  croit  de  yj — e  à 
q*  +  s,  et  passe  de  la  valeur  t()  —  75  à  la  valeur  t0  -+-  7/  (ou  de  la 
valeur  1 0  -+■  t\'  à  la  valeur  /0  —  r,  ).  Il  suit  de  là  (|uc  q\(t), 
q.2(t),  .  .  . ,  7a  (0  so/if  des  fonctions  de  t  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières  dans  V intervalle  de  t0  —  ï)  à  t0 '-f-  vj'j  <^ 
grwe  7,  passe  d'une  des  valeurs  7"  db  s  à  V autre  quand  t.  varie 
dans  cet  intervalle. 

Le  même  raisonnement  peut  se  répéter  si  la  variable  indépen- 
dante est  un  autre  paramètre  7/.  Aux  équations  (2)'  correspon- 
dent des  équations  analogues  ;  soit  M7  le  module  maximum  des 
seconds  membres  de  ces  équations  quand  on  a  à  la  l'ois 


'/,  —  'fi\    ';. 


dt 
dq~j 


L„ 


dqt 


■    1  •    '  rj  11  •    /  0        . <  ■ 

a  la  quantité  £,  =  — —  correspond  la  quantité   e»  =  —  —  ;  1  appel- 

lerai  :  la  plus  petite  des  quantités  s/. 

Nous  sommes  dès  Iprs  en  étal  de  démontrer  la  proposition  que 
nous  avons  énoncée.   Admettons,  en  effet,  que,  /  tendant  vers  /', 

I  S  )  tende  vers  une  position  non  singulière  a s ,  a., a /,  ;  de  deux 

choses  l'une  :  ou  bien  les  g',  tendront  vers  zéro  (auquel  cas  le 
théorème  esl  démontré  )  ou  bien  l'un  au  moins  des  g'  pour  cer- 
taines valeurs  de  t  aussi  voisines  qu'on  veul  de  t',  esl  supérieur 
en    module  à    une  certaine    limite  fixe  X.    Considérons  alors    le 
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nombre  :   introduit  plus  haut  cl  qui   correspond  aux  conditions 

f-  -,  (ï  =  I,  2 Ai 


Hi 


dt 
dclj 


<l'/i 
dqj 


(y  remplace   L,  ].    Nous    pouvons,    par    hypothèse,    trouver    un 

instant  tt  assez  voisin  de  t  pour  que,  t.  variant  de  /,  à  /',  chaque 
variable  qi  reste  comprise   entre  qt  —  a  et  q, • -f-  a;  a  désigne  un 

nombre  quelconque  qu'on  a  choisi  inférieur  à  -  et  à  -•  Soit  main- 
tenant ta  une  valeur  de  t  comprise  entre  t'  et  /t  et  pour  laquelle 
le  plus  grand  des  modules  |^|,  soit  \q\\,  dépasse  X.  On  a,  pour 

/  =  £0, 


*y-«*i^-! 


«?> 


'^/i 


< 


d'il 


<l'j\ 


a 


l,  2, 


,-*); 


quand  qK  varie  de  q\  —  sa  q\  -h  e,  ^  varie  de  £0  —  rt  à  /o  +  V  (ou 
de  /„  H-  y/  à  /„  —  t))  ;  je  dis  que  t'  est  compris  entre  tn  et  /0  H-  '//• 
Autrement,  £  variant  de  t0  à  t0  -\-'i\',  par  suite  entre  l\  et  /',  «y, 
varierait  de  q\  à  y"  rt  s  ;  mais,  entre  t'  et  f,  on  a 


ltfi  —  «i 


*<-,' 


deux  valeurs  de  qt  dans  cet  intervalle  ne  peuvent  donc  différer 
de  s.  L'instant  t'  est  nécessairement  compris  entre  t0  cl  /0  -f-V» 
et  comme,  dans  cet  intervalle,  les  fonctions  qi(t),  q'i(t-)  sont  con- 
tinues, le  mouvement  se  poursuit  régulièrement  au  delà  de  t' . 

c.   q.   f.   n. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  t'  fini.  Admettons 
maintenant  que,  t  croissant  indéfiniment  à  partir  de  /0,  le  mouve- 
ment reste  régulier;  trois  hypothèses  sont  possibles  :  ou  bien, 
t  croissant  indéfiniment,  (S)  ne  tend  vers  aucune  position  limite  à 
distance  finie  ('  );  ou  bien  (S)  tend  vers  une  position  singulière;  ou 
enfin  (S)  tend  vers  une  position  M  ou  (a, ,  a2',  •  •  •  ?  ak)  non  singu- 
lière. Je  vais  montrer  que,  clans  ce  dernier  cas,  cette  position  M 


(')  (S)  peut  s'éloigner  indéfiniment,  ou  sa  position  peut  être  indéterminée  quand 
/  tend  vers  x. 
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est  nécessairement  une  position  d'équilibre  I'  et  de  plus  </u< 

les  </,  tendent  vers  :■<'■/■<>  avec  -• 
ll  t 

Tout  d'abord  les  vitesses  tendent  versjzéro;  admettons,  en  effet, 

qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  répétons  le  raisonnement  fait  plus 
haut  en  gardant  la  même  notation;  par  hypothèse,  pour  toute 
valeur  de  t  supérieure  à  une  certaine  limite  /,,  on  a 

|  qt  —  a-i  |  i  a  <  ->  t  i  =  \ .  2.  .    . .  A  r. 

mais,  d'autre  part,  il  existe  des  valeurs  /0  de  t  plus  grandes  que 
/,  et  telles  que  l'un  au  moins  dr-  paramètres,  qt  par  exemple, 
varie  de  1  quand  t  passe  de  t0  à  t0  -+-t/.  11  y  a  donc  contradiction; 

les  g'}  tendent  vers  zéro  a\ec  -• 

D'autre  part,  la  position  limite  <■/, .  a-, a*  est  une  position 

d'équilibre  du  système  1  S).  Changeons,  en  effet,  t  en  ^;  les  équa- 
tions |  2  1  de\  iennent 

dq,  _         q'i  dq]  _         2,-f-U*, 


(V\    "  T-  ch     '  8* 


(r  =  i,2 /  i. 


Par  hypothèse,   quand  rJ  tend  vers  zéro,  les  qK (//,  tendent 

vers    '/,.    a3 tik   et    les    q\   vers    zéro;    il    suit    de    là    que 

'j.   ", «a)    est    nul;   car   soit    (&i(a< a*  )  =  j','  7^  <>.    on 


aurait 


dq'j  _  —  3';  -4-  ï'i 
db  8» 


'.   tendant  vers  zéro  avec  0.  et  y'  croîtrait  indéfiniment  quand  fJ 

tendrait   vers  zéro.   II  faul  donc  que  BJ,  (i!| V'  soient  uuls. 

[nversemenl  1  '    d'ailleurs,  si  le  système  -  S  1  tend  vers  une  posi- 
tion régulière  d'équilibre  I'  ou  1  '/, .  <i an  l,  avec  une  force  \ ivè 

qui  tend  vers  zéro,  quand  /  tend  \cr>  une  certaine  limite  t\  cette 
liinii<'  est  forcément  l'infini;  car  si  l'était  fini,  le  mouvement  ré- 
pondrait pour  /  —  t'  aux  conditions  initiales  <ij  =  ai,  ryé  —  o- 
or  (Pétant  une  position  d'équilibre)  le  système  unique  d'inté- 
grales définies  par  ces  conditions  initiales  est  le  système  qi       ",. 

Celte    réciproque,   comme    la    propositioi ime,    n'esi    \'\w>  exacte   ~i   la 

posil P  csl   intrinsèquement  singulier* 


—  1G1  — 
Nous  pouvons  en  définitive  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si,  quand  t  tend  vers  t' ,  le  système  (S)  tend 
vers  une  position  non  singulière,  les  vitesses  tende///  vers  une 
/imite  finie  (')  et  le  mouvement  se  poursuit  régulièrement  au 
delà  de  t'. 

Si,  quand  t  croit  indéfiniment,  le  système  (S)  tend  vers  une 
position  limite  non  singulière,  cette  position  est  nécessairement 
une  position  d'équilibre  et  les  vitesses  de  (S)  tendent  vers  zéro 

i 

avec  -' 

Inversement,  si  (S)  tend  vers  une  position  (régulière)  d'équi- 
libre avec  une  force  vive  qui  tend  vers  zéro,  ce  ne  peut  être  que 
pour  t  croissant  (ou  décroissant)  indéfiniment. 

Application  du  théorème  précédent  a  l'étude  des  trajectoires. 

Tangente  à  une  trajectoire.  Courbure.  —  Supposons  qu'à 
l'instant  tK  le  point  M  de  E*  qui  définit  la  position  de  (S)  arrive 
en  un  point  M,  ou  (a,,  a2,  .  .  . ,  «a)  non  singulier;  sa  vitesse  est 
nécessairement  déterminée  et  finie,  mais  deux  cas  sont  à  distinguer, 
suivant  qu'elle  est  ou  non  différente  de  zéro.  Plaçons-nous  d'abord 
dans  le  premier  cas  qui  est  le  cas  général. 

Un  au  moins  des  q'{,  soit  q\,  est  alors  différent  de  zéro  à  l'in- 
stant tK.  Le  mouvement  est  défini  par  les  égalités 

ql  =  al+bi(t — tt)fh...         (ôj^o), 
qt  =  a2-f-  bi(t  —  tt)  -+- . . . 


La  trajectoire  (C)  de  M  se  poursuit  au  delà  de  M,,  et  admet 


(')  Lorsque   les   fondions    A^,  Q.   sont  analytiques,   on  démontre  de  la  même 
manière  cette  proposition  plus  générale  :  si,  quand  la  variable   imaginaire  /  tend 

vers  t'  suivant  une  certaine  loi  continue,  les  q;  tendent  vers  des  valeurs  a a, 

qui  ne  sont  pas  des  valeurs  singulières,  les  q\  tendent  nécessairement  vers  des 
limites  finies.  Ce  n'est  là  qu'un  cas  particulier  d'un  important  théorème  qui  con- 
cerne toutes  les  équations 

ç"i=  F,('// q*q\ q'k)         (*'  =  i,2,  ,..,*), 

où  F.  est  algébrique  par  rapport  aux  q\  :  ce  théorème  sera  développé  dans  un 
Mémoire  consacré  aux  équations  différentielles. 

XXII.  i  i 
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en  M,  <•!  dans  le  voisinage  une  tangente  continue  dont  les  co- 

sinus  directeurs  sont  proportionnels  a  i,  «*  •  ••,  ^f  • 

.  ,?«  ?i 

De  plus,  les  égalités 

P.—  4  Pi 
y?,-j  =  n,-  % nt+ Ç*_ ,        (i  =  », 3, . . :,  A) 

montrent  que  la  trajectoire  admet  en  M(  et  dans  le  voisinage  une 
courbure  continue  (').  Cette  courbure  varie  pour  les  diverses 
trajectoires  tangentes  en  M,  à  la  même  droite  avec  q\,  à  moins 
toutefois  que  la  tangente  n'ait  précisément  pour  direction 
(j,.  [io,  ..  .,  [ï>a);  les  trajectoires  (en  particulier  la  géodésique) 
tangentes  à  cette  droite  ont  même  courbure,  du  moins  toutes 
celles  qui  correspondent  à  une  vitesse  en  M|  différente  de  zéro. 
Inversement,  donnons-nous  en  M,  la  tangente  et  la  courbure 


d'une   trajectoire  (C).  Les   rapports  ^f  =  q'(i)  sont  déterminés; 

9 1 


Il  = 
d'autre  part,  R  désignant  le  rayon  de  courbure,  on  a 


^  =  y 


7u)ny  —  9lj)ni  + 


d'où  deux  valeurs  pour  q\-  et,  par  suite,  deux  trajectoires  (C(  )  et 
(C2),  pourvu  seulement  que  toutes  les  quantités  jâ/^  —  $j9\j)  nc 
soient  pas  nulles,  c'est-à-dire  que  la  tangente  n'ait  pas  comme 
direction  (|â<}  [32,  ...,  (j/f).  Mais  à  quelles  conditions  ces  trajec- 
toires (0,)  et  (G2)  seront-elles  réelles?  Si  l'on  pose 

K=h9li)-h9'iJ)>        B.-ny/a.-H^O)        et        p*  =  — gr^' 

il  faut  que  les   deux  valeurs  de  <y',2  soient  réelles,  et,  par  suite, 

qu'on  ait 

(SA,.B,.)»+2AS(p*—  2B2)âQ, 
ou  bien 

Q£  __   — • 

9  -  SA? 

Quand  cette  condition  est  remplie,  les  trajectoires  (Ci)  et  (C2) 


(')  Si  M,  esl  un  |M>ini  analytiquement  régulier  il^s  \..,  0(,   la  trajectoire  est 
■  courbe  analytique  régulière  dans  !<•  voisinage  de  M,. 
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sont  réelles.  Si,  de  plus,  pa  est  supérieur  à  SB,2,  l'une  de  ces  trajec- 
toires est  vraie,  l'autre  conjuguée.  Pour  p2  =  SB*,  une  des  trajec- 
toires est  une  géodésique,  l'autre  une  trajectoire  vraie  ou  con- 
juguée suivant  que  SArB,.  est  positif  ou  négatif.  Pour  p2<C  S13*, 
(Ci)  et  (C2)  sont  toutes  deux,  vraies  ou  conjuguées,  suivant  le 
signe  deSÀrBr.  Quand  SA,B,.  est  nul,  ps  est  nécessairement  plus 
grand  que  SB2;  pour  p2=  SB2,  (C,)  et  (C2)  se  confondent  avec  la 
géodésique. 

D'où  cette  conclusion  :  A  *  désignant  un  domaine  de  E*  où  les 
A/y,  Q'/  sont  uniformes  et  réguliers,  par  un  point  M,  de  \  h 
passent  deux  trajectoires  réelles  (C,)  et  (C2)  ayant  en  M,  une 

tangente  M,  T  et  une  courbure  p  données,  pourvu  que  la  cour- 
bure soit  supérieure  à  une  certaine  limite  L.  Soit  de  plus  ^-  la 

1 
courbure  de  la  géodésique  (G)  tangente  en  M,  à  M,  T  (  p-  >  L)  : 

si  ç  est  supérieur  à  =-  »  les  trajectoires  (C()  et  (C2)  sont  l'une 
vraie,  l'autre  conjuguée  ;  si  -^  est  égal  à—j  une  de  ces  trajec- 
toires est  la  géodésique  (G);  si  —  est  inférieur  à  ^- >  (C()  et  (C2) 
sont  toutes  deux  vraies  ou  toutes  deux  conjuguées  suivant  que 
la  seconde  trajectoire  de  courbure  5-  est  vraie  ou  conjuguée;  quand 
cette  seconde  trajectoire  se  confond  elle-même  avec  la  géodé- 
sique, 5-  coïncide  avec  L.  //  n'y  a  d'exception  à  ce  théorème 

que  si  la  tangente  M|T  a  comme  direction  ([j,,  [32, ...,  (3*)  ('). 
Quand  tous  les  II/,  par  suite  tous  les  B0  sont  nuls,  à  toute  valeur 

de  0  comprise   entre  o   et   +  x  correspondent  deux  trajectoires, 

l'une  vraie,  l'autre  conjuguée . 

Plaçons-nous  maintenant  dans  l'hypothèse  où  M  arriverait  en  M, 
à   l'instant   tx   avec  une  vitesse  nulle.  Montrons  d'abord  que  les 

rapports  ^f  tendent  vers  une  limite  quand  t   tend  vers  /,.  On  a, 
cl  1 


(')  Ces  théorèmes  et  d'autres  analogues  prennent  une  forme  plus  élégante  quand 
on  regarde,  d'après  les  idées  de  M.  Beltrami.  7, .''/,,  ....  qk  comme  les  coordonnées 
d'un  espace  non  euclidien  dont  le  ds3  est  le  ds'-  défini  par  T.  ds>  —  X  K.rdq  d</  . 
Mais  c'est  là  un  point  sur  lequel  je  reviendrai  dans  un  autre  travail. 


-   IGi  — 
en  effei . 

gï  =  *'",'"*  [p *(«i. •«!.  •  •  •  »  a*  »  -+-  8/]  =  (/T/''* « ?;'  +  ^ ». 

(è  =  2, . ..,  k  ». 
les  o,  tendant  vers  zéro  avec  t  —  t{ ,  etl'un  au  moins  des  (3°,  soit  [3°, 

g'.  ft«.' 

n  étanl  pas  niil(').  Les  rapports  ^4  tendent  donc  vers  ~~  •  J'ajoute 

</i  Pi 

que  les  intégrales  Çi(t)  sont  alors  des  fonctions  paires  de(/~  /,); 
autrement  dit,  si  l'on  pose  t  —  t ,  =  t  =  92,  on  a 

(«)         çr/  =  «,--+-  6/0  -+-  c/02-i-. . .,         (s  =  1,2,  . ..,  k),     (è1?£o). 

Si,  en  effet,  dans  les  intégrales  cji{~)  on  change  t  en  — t,  on 
obtient  encore  un  système  d'intégrales  :  quand  Je  premier  système 
répond  aux  conditions  initiales  <jr°,  q®  pour  /=  tt,  le  second  ré- 
pond aux  conditions  gr",  — <yj-°  ;  ici,  les  gr^°  étant  nuls,  les  condi- 
tions initiales  restent  les  mêmes,  les  deux  systèmes  d'intégrales 
coïncident.  Donc  ai(?)~-+-Qi( — t)-  Quand  /  dépasse  l'instant  ft, 
le  système  S  rétrograde;  à  l'instant  /,  -f- t  il  repasse  par  la  même 
position  qu'à  l'instant  /,  —  t,  mais  toutes  les  vitesses  ont  changé 
de  sens. 

Les  équations  (n)  nous  montrent  que  la  trajectoire  (C)  se  pour- 
suit au  delà  de  M,,  et  admet  en  M,  et  dans  le  voisinage  une  tan- 
gente continue.  Cette  tangente,  au  point  M,,  a  comme  direc- 
tion (|j,,  p2j  •  •  •>  P*)-  De  plus,  o-  désignant  l'arc  de  (C)  compté 
dans  le  sens  du  mouvement,  on  a 

^   =(/-/,)  (-  y/b\+b\+...+  bl  ■+■  t)  =  (/-/,  )(B  +  t) 

(e  tendant  vers  zéro  avec/  —  /,);  o-(/)  passe  donc  par  un  maximum 
pour  /  =  /,.  Sur  l'arc  M,  M' de  (C),  qui  fait  suite  au  point  M,, 
c'est  le  mouvemenl  conjugué  qui  est  réel.  Le  point  M,  de  (C)  où 
le  point  M  rétrograde  sur  sa  trajectoire  sera  dit  un  point  d'arrêt. 
L'arc  MM'  que  le  point  M i  divise  en  deux  parties,  l'une  parcourue 
dans  le  mouvemenl  vrai,  l'autre  dans  Je  mouvement  conjugué, 
Bera  dit  trajectoire  mixte. 

An  point  d'arrêt  M,  la  courbe  (C)  peut  d'ailleurs  ne  pas  admettre 
de  courbure.  Si  l'on  suppose  toutefois  qu'en  ce  point  les  coeffi- 

(•)  \ n 1 1 1 1 1 1 •■  m i  M(  serait  un  poinl  d'équilibre  et  t,  sérail  infini. 
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cienls  /.'.  ç,  [J/  des  équations  (2)  onl  des  dérivées  secondes  con- 
tinues par  rapport  aux  y,,  les  qt  ont  des  dérivées  secondes  par 
rapport  an  paramètre  H  =  (t  —  /,  )2,  et  (C)  admet  en  R|(  el  dans  le 
voisinage  une  courbure  continue.  Si  notamment  le  point  M,  est 
un  point  analytiquement  régulier  des  A/y,  Q,,  la  courbe  (C)  est 
analytique  et  régulière  dans  le  domaine  de  M,. 

Trajectoires  singulières.  —  Supposons  maintenant  que,  t 
croissant  indéfiniment,  M  tende  vers  une  position  régulière  d'équi- 
libre P.  La  trajectoire  (G)  passe  par  le  point  P,  mais  en  ce  point 
elle  n'admet  pas  nécessairement  de  tangente;  la  longueur  de 
l'arc  PM  peut  être  infinie;  enfin  la  courbe  réelle  (supposée  ana- 
lytique) peut  ne  pas  se  prolonger  au  delà  du  point  P. 

Soit,  par  exemple,  un  point  M  (ou  ar,  y)  de  masse  1  mobile 
dans  un  plan  et  soumis  à  la  force  X  =  "t?x,  \  =  ;-»--'/>".  l'origine  O 
fx=o}y  =  o)  est  un  point  d'équilibre,  et  il  existe  une  infinité 
de  mouvements  dans  lesquels  M  tend  vers  O  quand  t  croit  indéfini- 
ment, à  savoir  les  mouvements  :r=Ce-*t, y  =  Ce~Pt]  les  trajec- 

u 

toires  correspondantes  y  =  ex'-  admettent  l'origine  comme  point 

singulier  transcendant  si  £  est  incommensurable,  algébrique  si  y 

est  commensurable.  Dans  tous  les  cas.  la  courbe  admet  une  tan- 
gente à  l'origine,  l'arc  7  ou  M0M  tend  vers  une  limite  finie  quand  M 
tend  vers  o,  et  ce  point  n'est  pas  une  extrémité  analytique  de 
la  trajectoire. 

u. 

Si  la  force  était  X=  2.r:|.  Y  =  ;j.-)',  la  trajectoire  y  =  Ce  ', 
parcourue  dans  chaque  mouvement  x  =  -  ,  y  =  Ce~V-[,  admet  une 

tangente  en  O  (l'axe  des  x);  l'arc  OM0  a  une  longueur  finie,  mais 
le  point  O  est  une  extrémité  analytique  de  la  trajectoire. 

La  force  X  =  2y,  Y  =  — ix  donnerait  lieu  de  même  aux 
mouvements  x  =  Ce~fcosf,  y  =  Ce~c  sint,  et  chaque  trajectoire 
correspondante  (dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 
/•  =  Ce-8)  est  une  spirale  logarithmique  ayant  l'origine  comme 
point  asymptote.  En  ce  point,  la  courbe  n'a  pas  de  tangente; 
l'arc  OM„  a  une  longueur  finie  Cyae""9»,  mais  le  point  O  est  une 
extrémité  analytique  de  la  trajectoire. 
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Enfin,  considérons  la  force 

X  =  ■'  ./•  (  x-  -i-y*  )'-  —  x-^-y(x^-i-y-),     Y=  \y(oc--\-y-)- — y  —  x(xi-^-y2); 

le  mouvement  est  défini,  en  coordonnées  polaires,  par  les  équa- 
tions 

4  '         <li 

_i 

Dans  le  mouvement  particulier    r=t    2,  9  =  /,   la  trajectoire 
_  i_ 
/•=0    !   admet  O  comme  point  asymptote  (et  extrémité  analy- 
tique), et  l'arc  MM0  croît  indéfiniment  quand  M  lend  vers  O. 

Nous  donnerons  le  nom  de  branche  singulière  de  trajectoire 
à  tout  arc  M,  M  de  trajectoire,  tel  que  M,  M  ne  soit  pas  parcouru 
en  un  temps  fini  soit  dans  le  mouvement  vrai,  soit  dans  le  mouve- 
ment conjugué,  et  cela  si  voisin  du  point  M,  qu'on  prenne  le 
point  M. 

11  est  clair  que  les  trajectoires  que  nous  venons  de  considérer 
sont  des  trajectoires  singulières. 

Classification  et  propriétés  des  trajectoires   réelles. 

Il  suffit  d'étudier  les  trajectoires  vraies  :  tout  ce  (pie  nous 
allons  dire  s'appliquera  aux  trajectoires  conjuguées,  puisqu'on 
passe  du  mouvement  vrai  au  mouvement  conjugué  en  changeant  l 
en  il. 

Plaçons  donc  le  système  à  l'instant  /„  dons  des  conditions  ini- 
tiales réelles  q{\:  7",  . . . ,  q\  ;  q\{) ,  y',0,  . .  .,  q'j* ,  et  comptons  l'arc  a 
de  la  trajectoire  (C)  à  partir  du  point  M0  dans  un  sens  tel  que  o- 
commence  par  croître  avec  t;  o- continuera  de  croître  avec  /  tanl 
que  /  n'atteindra  pas  soit  une  valeur  /,  pour  laquelle  le  mouvement 

cesse  d'être  régulier,  soit  une  valeur  /(  pour  laquelle  -r-,  et  par 
suite  tous  1rs  q^  s'annulent. 

Envisageons  d'abord  la  première  hypothèse  :  quand  t  tendra 
vers  /|,  ou  bien  le  point  M  de  coordonnées  (//,,</:•>  •••>'7a)  ne 
tendra  vers  aucune  position  limite  M(  à  distance  finie,  auquel 
<;is  t  croîtra  indéfiniment,  ou  bien  M  tendra  vers  un  point  sin- 
gulier \  de  K/,.  D'après  ce  qui  précède,  il  0  v  a  p;is  d'autres  cas 
possibles. 
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Dans  la  seconde  hypothèse  (où  tous  les  qi  s'annulent  quand  t 
tend  vers  £,),  rr  croît  jusqu'à  une  certaine  limite  t,,  puis  décroît  et 
reprend  pour  t{  -+-  a  la  même  valeur  que  pour  tK  ■ —  a;  le  point  M 
rétrograde  sur  sa  trajectoire,  qui  est  une  trajectoire  mixte;  le 
point  M|,  qui  correspond  à  la  valeur  t,  de  l'arc,  est  un  point 
d'arrêt.  Quand  la  trajectoire  (C)  n'est  pas  une  trajectoire  remar- 
quable, (-j~)  a  en  chaque  point  de  M0M  une  valeur  déter- 
minée cp(o-);   l'égalité  (voir  p.  164) 

^  —  »t  =  {«  —  ft)*  (—  -4- f') 

et  sa  conséquence 

prouvent  que  (  7-  )    ou  ^(o")  reste  fonction  continue  de  à  (mais 

change  de  signe)  quand  n  dépasse  la  valeur  a-, . 

Le  faisceau  des  trajectoires  mixtes  (T)  dépend  de  k  constantes 
arbitraires,  par  exemple  les  k  coordonnées  («,,  a2,  ...,  «#)  du 
point  d'arrêt  M,.  11  peut  se  faire  toutefois  que  ces  k  constantes 
ne  soient  pas  distinctes;  cela  n'a  lieu  que  si  la  même  trajectoire 
mixte  (T)  correspond  à  une  infinité  de  valeurs  des  constantes  a,, 
a-2,  •-.,  ctkt  telles  qu'on  puisse  prendre  arbitrairement  au  moins 
l'une  d'entre  elles.  S'il  en  est  ainsi,  tous  les  points  d'un  segment 
de  (T)  sont  des  points  d'arrêt  et,  par  suite,  une  infinité  de  mou- 
vements sont  possibles  sur(r)  qui  doit  être  une  trajectoire  remar- 
quable. Comme,  d'autre  part,  par  un  point  M0  il  passe  au  moins 
une  trajectoire  mixte,  à  savoir  celle  qui  admet  M0  comme  point 
d'arrêt,  on  voit  que  le  faisceau  des  trajectoires  mixtes  (T)  dépend 
soit  de  k  constantes,  soit  de  (k  —  1)  constantes;  dans  ce  dernier 
cas  (qui  est  un  cas  particulier),  le  faisceau  (T)  se  confond  avec 
celui  des  trajectoires  remarquables. 

Une  trajectoire  remarquable  (y)  doit  d'ailleurs  être  regardée 

comme  une  trajectoire  mixte,  en  ce  sens  qu'un  point  quelconque 

de  (y)  est  point  d'arrêt  pour  un  des  mouvements  de  M  sur  (v). 

En  effet,  tous  ces  mouvements  sont  définis  par  une  égalité  de  la 

forme 

T  =  /<>/,  )-+-  /<• 
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où  //  est  une  constante  arbitraire*  Suit  pour/  =  /„,  q[=a,  et  soit 
//  =  —  J\(l\)'i  au  point  (a,,  a.2,  ...,  a*)  de  (y)  la  force  vive,  et 
par  suite  q'{i  . . .,  g^,  s'annulent,  et  M  rétrograde  sur  (y).  Mais  il 
peut  exister  sur  (y)  des  mouvements  qui  aient  lieu  toujours  dans 
le  même  sens.  Par  exemple,  si  (S)  est  un  point,  mobile  dans  le 
plan  des  xy  et  repoussé  par  l'origine  O  proportionnellement  à  la 
distance,  O^-  est  une  trajectoire  remarquable,  et  les  mouvements 
sur  0.r  sont  définis  par  l'égalité 

a-'2—  k'2x--k-  h  : 

si  h  est  positif,  x'  ne  s'annule  pas  et  l'axe  des  x  est  parcouru  tout 
entier  dans  le  même  sens  quand  t  croit  de  — oc  à  +  oc.  Si  h  est 
négatif,  le  mouvement  présente  un  point  d'arrêt. 

Il  importe  de  préciser  les  conditions  dans  lesquelles  les  trajec- 
toires mixtes  et  les  trajectoires  remarquables  se  confondent. 
Considérons  un  domaine  V*  de  E*  dans  lequel  les  déterminations 
pi  ises  pour  les  A/y,  Q/  soient  uniformes  et  régulières.  D'après  une 
remarque  faite  plus  haut,  dans  tous  les  cas  Y*  se  décompose  en 
domaines  partiels  V'A,  y"k  caractérisés  par  la  propriété  suivante  : 
dans  un  domaine  V'A,  par  un  point  M  quelconque  passe  une  tra- 
jectoire remarquable  ;  dans  un  domaine  \^,  les  points  qui  appar- 
tiennent à  une  trajectoire  remarquable  ne  forment  pas  un  domaine 
fini  à  k  dimensions.  Ceci  rappelé,  il  est  clair  que  par  un  point 
cV un  domaine  \'k  passe  une  trajectoire  mixte,  et  une  seule, 
ayant  un  point  d'arrêt  dans  V'A;  le  faisceau  de  ces  trajectoires 
est  formé,  en  effet,  des  trajectoires  qui  passent  par  chaque  point  M 
•  le  \  'k  et  correspondent  à  une  vitesse  nulle  en  ce  point,  conditions 
initiales  qui  définissent  la  trajectoire  remarquable  passant  par  M. 
Au  contraire,  par  un  point  arbitraire  de  \  \  passent  une  infi- 
nité de  trajectoires  mi. ries  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire (et  ayant  un  point  d'arrêt  dans  \"k)  :  autrement,  ces  trajec- 
toires ne  dépendraient  dans  Y"k  que  de  (k  —  i)  constantes  distinctes 
il  seraient  des  trajectoires  remarquables;  un  point  arbitraire  de 
\  .  appartiendrait  donc  à  une  trajectoire  remarquable,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse^ 

Pour  que    le  faisceau   des   t ra / 'échu res   mixtes   se   confonde 

avec  le  faisceau  des  trajectoires  remarquables,  il  faut  donc 

cl    il   su  fil    (/ne  par   un   point    arbil  raire    de    Ej    [quelles   que 
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soient  les  déterminations  choisies  pour  les  A/y,   Q/)  passe  une 
trajectoire  remarquable. 

Dans  la  discussion  précédente,  nous  avons  supposé  t{  fini  :  si  le 
mouvement  reste  régulier  quand  t  croît  indéfiniment,  ou  bien  M 
ne  tend  vers  aucune  position  limite  M,  et  l'arc  t  de  (C)  croît  in- 
définiment avec  £,  ou  bien  M  tend  vers  un  point  d'équilibre  V  qui 
peut  être  un  point  singulier  quelconque  de  (C). 

D'après  cela,  soit  M  un  point  quelconque  de  E*  dans  le  voisi- 
nage duquel  les  déterminations  prises  pour  les  A/y,  Q/  sont  régu- 
lières, et  qui  n est  pas  un  point  d'équilibre.  Toute  trajectoire  (G) 
qui  aboutit  au  point  M  admet  une  tangente  en  ce  point  et  se 
prolonge  au  delà;  si,  en  effet,  (C)  n'est  pas  une  géodésique,  T  a 
au  point  M  une  valeur  bien  déterminée,  soit  T0;  quand  T0  est 
différent  de  zéro,  la  trajectoire  se  prolonge  dans  le  mouvement 
même  (vrai  ou  conjugué)  ;  quand  T0  est  nul,  les  deux  mouvements 
(vrai  et  conjugué)  qui  répondent  à  la  position  initiale  M  et  aux 
conditions  initiales  q*  =  o  définissent  la  trajectoire  (G)  en  deçà 
et  au  delà  de  M.  Si  (C)  est  une  géodésique,  la  cbose  est  encore 
vraie,  lors  même  que  M  est  un  point  d'équilibre  :  on  le  voit  en 
appliquant  les  théorèmes  établis  plus  haut  au  cas  particulier  où 
tous  les  Q/  sont  nuls.  Les  trajectoires  remarquables  sont  des 
géodésiques  :  il  y  a  lieu  toutefois  de  signaler  ici  les  trajectoires 
dont  un  segment  seulement  M0M  est  remarquable  et,  par  suite, 
coïncide  avec  un  segment  de  géodésique;  une  infinité  de  trajec- 
toires MM'  prolongent  alors  le  segment  M0  M,  suivant  la  valeur  de  h 
dans  l'égalité  T  =  f(q,)  -4-  h  qui  définit  le  mouvement  sur  M0M 
(voir  l'exemple  de  la  p.  1 47 )• 

Nous  pouvons  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Soit  (G)  une  trajectoire  définie  par  la  position  et  la  vitesse 
initiales  M„  et  (c0)  de  M,  les  déterminations  choisies  pour  les 
coefficients  A/y,  Q/  étant  régulières  dans  le  domaine  du  point  M0. 
Il  ny  a  aucune  difficulté  à  suivre  les  variations  des  A/y,  Q/  le  long 
de  (C)  tant  qu'une  au  moins  de  ces  fonctions  ne  devient  pas  dis- 
continue ou  égale  à  une  autre  détermination  du  même  coefficient. 
Ceci  posé,  toute  trajectoire  réelle  (G)  est  prolongeable  régu- 
lièrement (')  tant  qu'elle  ne  rencontre  pas  soit  un  point  sin- 

(')  J'entends  par  là  qu'en  chaque   point,  la  courbe    admet    une  tangente  rem- 
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gulier  \  des  déterminations  considérées  des  Ay,  Q/,  soit  un 
point  d'équilibre  P  (point  où  toits  les  O,  s'annulent)  :  e/i 
chaque  point  M  /'/  courbe  {(',)  admet  une  courbure  continue, 
sauf  peut-être  aux  points  d'arrêt  si  c'est  une  trajectoire  mi.  rie 
I  mm  remarquable). 

En  particulier,  toute  géodésique  se  prolonge  régulièrement  et 
admet  une  courbure  continue  tant  qu'elle  ne  rencontre  pas  un 
point  singulier  N  des  A/y. 

Si  les  coefficients  A /y,  Qt-  sont  des  Jonctions  analytiques  des 
f/i,  toute  trajectoire  (C)  est  une  courbe  analytique  qui  se  pro- 
longe régulièrement  (au  sens  analytique)  tant  qu'on  ne  ren- 
contre pas  soit  un  point  N  où  les  A /y,  Q,  cessent  d'être  holo- 
morphes,  soit  un  point  d'équilibre. 

Soit  donc  M0M  un  fragment  continu  de  la  même  trajectoire 
réelle  (C),  qui  ne  passe  ni  par  un  point  singulier  N  des  A/ y,  Q/, 
ni  par  un  point  d'équilibre  I*.  La  courbe  admettant  en  chaque 
point  (les  extrémités  comprises)  une  tangente  continue,  la  lon- 
gueur totale  de  cet  arc  est  un  certain  nombre  fini  <x.  Si  (C)  n'est 
pas  une  trajectoire  mixte  (ce  qui  est  le  cas  général,  le  faisceau 
des  trajectoires  mixtes  ne  dépendant  que  de  k  constantes),  l'arc 
M0M  est  parcouru  tout  entier  dans  le  même  sens  en  un  temps 
fini,  soit  dans  le  mouvement  vrai,  soit  dans  le  mouvement  con- 
jugué. Ceci  est  encore  vrai,  quand  la  trajectoire  (C)  étant  mixte 
(sans  être  remarquable)  n'admet  pas  de  points  d'arrêt  entre  M„ 
et  M. 

Si  (G)  est  une  trajectoire  mixte,  en  général  elle  ne  possède 
qu'un  point  d'arrêt  M,.  Quand  ce  point  fait  partie  de  l'arc  M0M, 
i n  arc  est  décomposé  en  deux  parties  M0Mt  et  M,  M,  l'une  trajec- 
toire vraie,  l'autre  trajectoire  conjuguée.  Il  peut  arriver  pourtant 
qu'entre  .M,  et  M  il  existe  plusieurs  points  d'arrêt  M,,  M2,  ..., 
mais  il  n'en  existe  jamais  qu'un  nombre  fini;  supposons,  en 


Linue  -■m»  rebroussement.  Ce  prolongement  ne  comporte  aucune  ambiguïté, 
sauf  dans  le  cas  où  (C)  est  une  trajectoire  dont  des  segments  partiels  sont  remar- 
quables; les  segments  en  question  appartiennent  ;ili>r>  .1  une  infinité  de  trajectoires 
réelles.  Ce  cas  ne  saurai)  se  présenter  quand  les  \,  .  Q,  sont  analytiques  et  sans 
pures  fermi  1  - 


—   171  - 

effet, .que  ( -7-  )   =  '■?  i7)  admette  une  infinité  de  zéros 
?!  <  <*2  <•••<  7«  <•••<*  ; 

tu  lend  vers  une  limite  cr'^a-  quand  n  croît  indéfiniment  et  la 
fonction  «(a"),  continue  entre  œ  et  <r,  s'annule  pour  7  =  -7' ;  comme, 
par  hypothèse,  le  point  M' correspondant  n'est  pas  un  point  d'équi- 
libre, on  a 

<p(ff)  =  (<7  — cr'KiB-He),         (B^o), 

ce  qui  montre  que  ©(<r)  n'admet  dans  le  voisinage  de  t'  d'autre 
zéro  que  <r';  l'hypothèse  est  donc  absurde. 

D'après  cela,  on  pourra  toujours  décomposer  Lare  M0M  en 
un  nombre  fini  de  segmente  qui  seront  tout  entiers  les  uns 
trajectoires  vraies,  les  autres  trajectoires  conjuguées.  A  chaque 
segment  M, M2,  compris  entre  deux  points  d'arrêt,  correspond  un 
mouvement  périodique  du  système  (vrai  ou  conjugué). 

Si  le  segment  M0M  est  une  trajectoire  remarquable,  chaque 
point  de  M0M  est  un  point  d'arrêt  d'un  des  mouvements  corres- 
pondants; mais  on  peut  toujours,  dans  l'égalité 

(«)  T=/('i1)+A  =  F(<r)  +  A, 

prendre  h  assez  grand  pour  que  M0M  soit  parcouru  tout  entier 
dans  le  même  sens  d'un  mouvement  vrai.  De  plus,  aucun  des 
mouvements  qui  ont  lieu  sur(C)  ne  saurait  présenter  entre  M0 
et  M  deux  points  d'arrêt.  Admettons,  en  effet,  que  T  s'annule 
en  M,  et  en  M2  ;  d'après  l'égalité  (a),  F' (a)  (qui  est  continu  en  M0 
et  M)  s'annule  entre  M,  et  M2,  donc  entre  M0  et  M;  si  F'(a-)  est 
identiquement  nul,  T  est  constant  et  différent  de  zéro;  sinon, 
soit  a-'  le  premier  zéro  de  F' (a)  qu'on  rencontre  en  partant  d'un 
point  y.  de  M0M  où  F'(<r)  est  différent  de  zéro  et  en  allant  vers  M 
(ou  vers  M0)*,  je  dis  que  le  point  M' (ou  t')  de  G  doit  être  un  point 
d'équilibre  P;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  considérer  le  mouvement 
défini  sur  (G)  par  l'égalité 

T  =  F(<T).-F(0  =  (ff  —  ^-FiCor); 

comme,  entre  [/.  et  M',  F,  (?)  s'annule  au  plus  une  fois  (soit  en  M,) 
le  long  d'un  arc  fini  M,  M',  le  signe  de  F,  est  constant,  et  il  est 
loisible  de  le  su  p  poser  positif  (sinon  on  changerai!  t  en  ît)\  on  a 


-   Irl  — 
donc 

j  —  j 

^(t)  restant  supérieur  à  un  certain  nombre  positif  quand  a- varie 
entre  t' —  a  et  a-';  t  croît  donc  indéfiniment  quand  a-  tend  vers  ■7',  ou 
encore  o-  tend  vers  o*'  quand  /  croît  indéfiniment.  Cela  n'est  possible 
que  si  M'  est  un  point  d'équilibre  (().  Il  suit  de  là  que  pour  h 
suffisamment  grand  (/*>//,)  le  segment.  AJ„  M  sera  parcouru  en 
entier  dans  le  mouvement  vrai  correspondant;  pour  h  inférieur  à 
une  certaine  limite  A2,  le  segment  sera  parcouru  en  entier  dans  le 
mouvement  conjugué;  pour  h  compris  entre  A,  et  As,  M„M  se 
décomposera  en  deux  parties,  parcourues  l'une  dans  le  mouve- 
ment vrai,  l'autre  dans  le  mouvement  conjugué;  h,  et  Ii2  peuvent 
être  infinis. 

Enfin  si  le  segment  M0!M  n'est  que  partiellement  une  trajectoire 
remarquable,  par  exemple  si  le  segment  M0M'  est  remarquable  et 
le  segment  MM  ordinaire,  la  valeur  de  T  au  point  M'  détermine 
la  valeur  de  /<,  donc  de  T,  le  long  de  M0M';  T  a  ainsi  une  valeur 
bien  définie  le  long  de  M0M  qui  jouit,  par  suite,  des  mêmes  pro- 
priétés qu'une  trajectoire  ordinaire. 

Branches  de  trajectoires  singulières.  —  Admettons  mainte- 
nant que  le  segment  M0M  passe  par  des  points  d' 'équilibre  P 

(niais   non    par   des   points   singuliers).   Soit  P  le  premier  point 

(' )  Il  est  facile  de  vérifier  cette  conclusion  ainsi.  <>n  a 

r(,)==QiSi+Q&+.-!.H    0,-fto; 

az  az  aa 

mais,  d'autre  part,  (C)  étant  nue  trajectoire  remarquable,  <>n  sait  <|n<' 

'''/<     _    Cl(îi  ,V_,      9  ,.  ,. 

az         az 
d'où  l'égalité 

,,7j,=   Q,P,-*--t.Q^  , 

^Pï  +  P! +...'+ Pi 

/    » 

on  bien,  comme  O         7   A    3  , 

.  <         ^^      ';  1  /' 

I       ;i         T,'/.''A jfc    :V>; M, 

\  »i  --PÎ-K..  •  PJ 

expression  tjai  ne  peu!  èltt  nulle  que  •ii  ion*  li"-  3,  ^«mi  nuls. 


-   17.'}  — 

d'équilibre  que  l'on  rencontre  sur  M„M  en  partant  de  M„:  élu- 
dions le  segment  MnP  en  supposant  d'abord  que  (C)  n'est  pas 
une  trajectoire  remarquable. 

Dans  cette  hvpothèse,  (-7.)    est  une  fonction  de  ix,  continue 

tant  que  M  reste  compris  entre  M0  et  P;  mais  qu'arrive-t-il  quand 
M  tend  vers  P?  Je  dis  que  'f(f)  tend  vers  une  limite.  Tout 
d'abord,  si  cp(o-)  tend  vers  zéro,  la  proposition  est  démontrée;  s'il 
n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  trouver  sur(C)  des  points  M  aussi  voi- 
sins que  l'on  veut  de  Pet  tels  que  cp  (tr)  (et  par  suite  un  au  moins 
des  q'--)  ait  en  M  une  valeur  absolue  supérieure  à  un  certain 
nombre  fixe  X- .  En  répétant  alors  identiquement  le  raisonnement 
de  la  page  160  (soit  sur  le  mouvement  vrai,  soit  sur  le  mouvement 
conjugué),  on  voit  que  M  doit  atteindre  en  un  temps  fini  la  posi- 
tion P  avec  une  force  vive  déterminée  et  finie,  et  par  suite  le  mou- 
vement, comme  Ja  trajectoire  (G),  se  prolongent  régulièrement 
au  delà  de  P.  En  résumé,  f(<r)  (end  vers  une  limite  /(P)  quand 
on  fait  tendre  M  vers  P  sur  la  courbe  MP,  et.  si  cette  limite 
ji  est  pas  nulle,  le  point  P  est  un  point  ordinaire  de  (C). 

Si  au  contraire /(P)  est  nul,  l'arc  M0P  ne  saurait  être  par- 
couru en  un  temps  fini  dans  le  mouvement  soit  vrai,  soit  conjugué, 
et  cela  si  voisin  de  P  qu'on  prenne  M0  sur  la  trajectoire.  Le 
segment  M0  P  est  donc,  d'après  notre  définition,  une  branche 
singulière  de  trajectoire.  Mais  deux  circonstances  distinctes 
peuvent  se  présenter  suivant  que  f(e)  s'annule  ou  non  un  nombre 
infini  de  fois  entre  M0  et  P. «Plaçons-nous  d'abord  dans  ce  dernier 
cas  qui  est  le  plus  général. 

i°  Il  n'existe  entre  M0  et  P  qu'un  nombre  fini  de  zéros  de 
y(o-).  Il  suffit  alors  de  considérer  le  segment  M,  P  adjacent  à  P 
et  où /[?)  garde  un  signe  constant  qu'il  est  loisible  de  supposer 
positif.  Quand  t  croît,  le  point  M  placé   entre  Mt  et  P  et  lancé 

vers  P  tangenliellement  à  (C)avec  la  vitesse  --  tend  vers  V  quand 

t  croit  indéfiniment.  Le  point  P  peut  être  un  point  singulier 
quelconque  et  une  extrémité  analvtique  de  (G).  Nous  avons  donné 
plus  haut  des  exemples  de  cette  singularité. 

a"  /(t)  admet  une  infinité  de  sérosM,,  M2 M/,.  ■ .  •  entre 

M0  et  P.  Les  points  d'arrêt  M,,  M2,  ...,  M,,,  ...   tendent  vers  I' 
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quand  n  croît  indéfiniment.  I.*'  segment  M|  P  se  irouve  ainsi  dé- 
composé en  une  infinité  de  segments  M,  \L,  M2M;|, ...  qui  tendent 
vers  Pet  qui  correspondent  à  autant  de  mouvements  périodiques 
(alternativement  vrais  ou  conjugués),  dont  Y  amplitude  tend 
vers  zéro.  Comme  exemple  de  ce  cas,  citons  les  équations 


(A) 


Une  des  trajectoires  définie  par  (À)  est  la  suivante 
onsO  sinO 

ou  encore,  en  coordonnées  polaires, 

r1 

celle  trajectoire  admet  l'origine  (point  d'équilibre)  comme  point 
asymptote,  et  le  mouvement  correspondant  est  défini  par  l'égalité 

I 
r/0  6*  2  dr 

dt  =     = 

y/sinO  r3 


\/r*iu7ï 


Sur  chaque  arc  de  courbe  2  n  w  <  9  ■<  (2  n  -f-  i)~  le  mouvement 
vrai  est  réel  et  périodique,  sur  les  arcs  (2  n  -f- 1)~<^0-<  a(/?  4-  i)tcj 
c'est  le  mouvement  conjugué  qui  est  périodique. 

Comme  dans  le  premier  cas,  P  peut  être  un  point  singulier 
de  nature  quelconque  et  une  extrémité  de(C);  quand  M  tend 
vers  P.  a  peut  lendre  vers  une  limite,  ou  croître  indéfiniment 
comme  dans  L'exemple  ei-dcssns. 

Quand  la  combe  C,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  se  prolonge  au 
delà  de  P,  elle  peut  passer  par  un  autre  point  d'équilibre  l\,  etc. 
Il  peul  arriver  que  les  points  d'équilibre  forment  sur  (C)  une 
suite  ayant  certains  points  limites  P'qui  sonl  nécessairement  des 
points  d'équilibre  (');  niais,  dans  tous  les  cas,  /(t)  est  une  fonc- 


(')  Par  exemple,  soil  M  un  point  mobile  dans  un  plan  et  soumis  ;ï  "ne  force 
qui  -- " .  1  ■  > ■  1  ii  I « •  tout  le  long  d'une  certaine  c 'be  (0  |  et  soil   M    un  point  de  cette 
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lion  continue  le  long  de  M0M,  qui  s'annule  en  tous  les  points 
d'équilibre  singuliers  pour  la  trajectoire  et  en  particulier  au\ 
points  limites  P'. 

Toutes  les  trajectoires  singulières  qui  passent  par  un  point 
d'équilibre  P  ou  («,,  a2,  •..,  «k)  s'obtiendront  donc  en  cher- 
chant toutes  les  intégrales  du  système 

dqx  _  dqi  _        _  dq^  _      dq\  dq'%       _        _       dq'k 

q\    "    q'î  "    q'k    "  fit-  ^i        Pït-U*  ^/,+  »;' 

qui  satisfont  aux  conditions  initiales 

qi=ah         q'i=o,  (t  =  i,  a, / :). 

Il  nous  reste  à  dire  un  mol  du  cas  que  nous  avons  laissé  de  cùté 
où  la  trajectoire  M0P  serait  remarquable.  Si  celle  trajectoire  n'est 
que  partiellement  remarquable,  ce  qui  précède  subsiste;  mais 
quand  un  segment  fini  attenant  au  point  P,  soit  M0P,  est  tout 
entier  remarquable,  on  peut  aller  plus  loin.  Tout  d'abord,  dispo- 
sons de  la  constante  h  de  façon  que  le  point  M  atteigne  le  point  P 
avec  une  vitesse  différente  de  zéro;  la  trajectoire  se  prolonge 
alors  régulièrement  au  delà  du  point  P.  Si,  au  delà  de  P,  la 
trajectoire  est  encore  remarquable  (ce  qui  a  lieu  nécessairement 
quand  P  est  un  point  analytique  ment  régulier  des  A/y,  Q/),  ce 
prolongement  n'est  possible  que  d'une  seule  manière;  sinon  une 
infinité  de  trajectoires  prolongent  régulièrement  M„ M. 

Dans  les  deux  cas,  le  mouvement   sur  M0P  étant  défini  par 


l'égalité 


F(  ï)-!-/l, 


si  l'on  donne  à  h  la  valeur  F(P),  le  point  M  tendra  vers  P  quand 
t  croîtra  indéfiniment.  Quand  la  trajectoire  est  encore  remar- 
quable au  delà  du  point  P,  on  a  dans  le  voisinage  de  P  (où  ?=  ?') 

T  =  h-h(a  —  ff')*(À-+-e). 

A  avant  une  valeur  finie  et  £  tendant  vers  zéro  avec  (o-  —  o-').  En 
effet,  la  trajectoire  (G),  étant  une  géodésique,  admet  en  chaque 
point,  notamment  au  point  P,  une  courbure  continue,  et  l'égalité 


courbe;  il  peut  se  faire  qu'une  trajectoire  passant  par  M    rencontre  (G)  en  une 
infinité  de  points  voisins  de  M0  qui  soient  tous  points  singuliers  de  la  trajectoire. 
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F'(<r)  =  5]  Qi~7T  monlre  fl"e  F*(*)  existe  au  point  P.  Si  A  est 
négatif,  les  mouvements  correspondant  à  de  petites  valeurs  de  h 
sont  périodiques  autour  de  I';  si  A  e>l  positif,  la  même  remarque 
s'applique  aux  mouvements  conjugués. 

Observons  qu'une  trajectoire  remarquable  (y)  peut  d'ailleurs 
renfermer  un  nombre  infini  de  points  d'équilibre  P  formant  une 
suite.  C'est  ce  que  montre  l'exemple  des  deux  équations 


eus—  ), 


qui    admettent    les    trajectoires    remarquables   y==y0    le    Ion; 
desquelles  le  mouvement  est  défini  par  la  relation 


(dxy         .    .     i 

(  — r-         =  37°  Pin h  II  ; 

V  dt  I  x 


toutes  les  racines  X;  de  l'égalité  tan»  -  ==  --  correspondent  à  des 

D  °  X  -iX  l 

points  d'équilibre  P  qui  tendent  vers  l'origine. 

Dans  cet  exemple,  les  fonctions  X,  A  =  o  sont  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées  premières  à  l'origine.  Mais  il  convient  de 
remarquer  que  la  singularité  en  question  ne  se  présente  pas  si  les 
coefficients  A/y,  Q/  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  le  do- 
maine du  point  P.  En  effet,  le  point  P  est  alors  un  point  analy- 
tique régulier  de  la  trajectoire  (y)  et  les  variables  qi  sont  des 
fonctions  holomorphes  de  a-  dans  le  voisinage  fie  7';  la  fonction 

F'(ff)=2  Q'~/     est  donc  holomorphe  dans  le  voisinage  de  o-', 

et  7'  est  nécessairement  un  zéro  isolé  de  F'(a).  Lors  donc  que  le 
point  d'équilibre  P  est  un  point  analytique  ment  régulier  des 
A,/.  O/,  toute  trajectoire  remarquable  M0P  est prolongeable 
analytiquement  et  reste  au  delà  du  point  P  régulière  et  remar- 
quable', de  plus  P  est  un  point  d'équilibre  isidé  sur  cette  tra- 
jectoire. 

Observons  enfin  que  les  [j,  peuvent  être  nuls  tout  le  long  du 
segment  M0M  de  la  trajectoire  (y).  Il  faut  pour  cela  et  il  suffil 
que  la  géodésique  M<,  M  <l<-  T  soit  un  lieu  de  points  d'équilibre  P. 
Le  mouvemenl  sur  M„M  <>t  alors  le  même  que  si  le  sjslème  S 
n  était  soumis  à  aucune  force;  T  e^i  constant. 
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Remarque  sur  le  cas  0$,  les  forces  (},  dérivent  d'un  potentiel 

U(^i,  g*,  .  .  .,  cjk)-  —  S'il  exislc  une  fonction  de  forces  U,  et  si, 
déplus,  les  points  d'équilibre  P  ne  forment  pas  un  ensemble  con- 
tinu, les  trajectoires  (G)  qui  passent  par  un  point  d'équilibre  P 
sont  nécessairement  exceptionnelles. 

Tout  d'abord,  les  trajectoires  (C)  pour  lesquelles  Pest  un  point 
ordinaire  [T  ^  o  en  P]  dépendent  seulement  de  k  paramètres. 
Quant  à  celles  pour  lesquelles  Pest  un  point  singulier  [T  =  o  en  P], 
elles  satisfont  à  la  condition 

V(at, ait  . . .,  an)  -+-  h  —  o. 

Ces  trajectoires  correspondent  donc  à  des  valeurs  particulières 
de  h,  et  par  suite  ne  peuvent  dépendre  de  plus  de  (a/r  —  2)  con- 
stantes. 

Conclusions. 

» 

Les  principaux  résultats  que  nous  avons  obtenus  au  sujet  des 
trajectoires  réelles  se  résument  ainsi  : 

Soit  V/t  un  domaine  de  E*  dans  lequel  les  déterminations  choisies 
pour  les  fonctions  A,y,  Q,  sont  uniformes  et  continues;  nous 
admettons  de  plus  que  les  dérivées  premières  des  Qf-  et  les  dérivées 
secondes  des  A//  sont  aussi  continues  dans  le  même  domaine. 

I.  Par  un  point  M  de  ^  /.  fisse  une  géodésique  de  T,  et  une 
seule,  tangente  à  la  direction  MT;  toute  géodésique  est prolon- 
geable  régulièrement  tant  que  Von  ne  sort  pas  de  Y/,  et  admet 
en  chaque  point  une  courbure  continue. 

II.  Toute  trajectoire  réelle  (C)  de  (S)  est  prolongeable  régu- 
lièrement tant  que  l'on  ne  sort  pas  de  V*  ou  que  l'on  ne  ren- 
contre pas  dans  Y/,-  un  point  d'équilibre  P  {point  où  tous  les  <  >, 
sont  nuls). 

Une  trajectoire  (G)  ne  comporte  que  deux  mouvements  distincts 
dont  l'un  se  déduit  de  l'autre  en  changeant  t  en  —  t.  Il  n'y  a 
d'exception  que  pour  certaines  trajectoires  remarquables  (y)  qui 
n'existent  pas  en  général  et  qui  se  composent  des  gébdésiques 
de  T  satisfaisant  en  même  temps  aux  conditions 

(\\  'A  -  'l'±  -       -  Û 

XXII.  12 
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Ces  trajectoires  (y)  dépendent  au  plus  de  (/»  —  i)  constantes; 
sur  une  telle  trajectoire  une  infinité  de  mouvements  distincts 
dépendant  d'une  constante)  sont  possibles. 

Tout  segment  de  trajectoire  réelle  compris  dans  Vj  et  ne  ren- 
fermant pas  de  point  d'équilibre  est  parcouru  tout  entier  dans  le 
même  sens  d'un  mouvement  régulier  soit  vrai,  soit  conjugué.  Il 
n'y  a  d'exceptions  que  pour  une  classe  de  trajectoires  dépendant 
de  k  constantes,  et  qui  se  décomposent  en  segments  alternative- 
ment vrais  ou  conjugués,  les  points  de  séparation  étant  des  points 
d'arrêt  où  ï  s'annule  et  où  le  système  rétrograde.  Ces  trajectoires 
[trajectoires  mixtes)  ne  dépendent  plus  que  de  (k — ï)  con- 
stantes et  se  confondent  avec  les  trajectoires  remarquables  quand 
toutes  les  coin  lies  définies  par  (A)  dans  Va  sont  des  géodésiques. 

Quand  la  trajectoire  (C)  rencontre  dans  Va  un  point  d'équi- 
libre P,  les  conclusions  précédentes  subsistent  si  la  trajectoire  (Q) 
est  remarquable,  ou  si,  (C)  étant  trajectoire  ordinaire,  T  [qui  a 
une  valeur  déterminée  en  chaque  point  de  (C)]  ne  s'annule  pas 
en  P.  Mais  si  ï  s'annule  en  P,  l'arc  M0P  de  (C)  ne  saurait  être 
parcouru  en  un  temps  fini  (si  petit  que  soit  M0P)  dans  le  mouve- 
ment vrai  ou  conjugué.  C'est  une  branche  singulière  de  tra- 
jectoire qui  peut  admettre  P  comme  point  singulier  quelconque 
et  comme  extrémité  analytique. 

Les  seuls  //oints  de  Va  par  lesquels  puisse  passer  une  tra- 
jectoire sans  tangente  continue  sont  donc  les  points  d'équi- 
libre P. 

III.  On  peut  toujours  admettre  que  V*  est  tout  entier  soit  de 
l'espèce  V^  (c'est-à-dire  qu'un  point  quelconque  de  Va  appartient 
à  une  trajectoire  remarquable),  soit  de  l'espèce  \  "h  (c'est-à-dire  que 
les  trajectoires  remarquables  n'emplissent  aucun  domaine  fini  à 
/,  dimensions  à  l'intérieur  de  Va). 

Ceci  posé,  plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  particulier  où  Va 
esl  de  l'espèce  \  \ . 

Toutes  les  trajectoires  (C)  qui  passent  par  un  point  M  de  Va 
qui  n'est  pas  un  point  d'équilibre  ont  eu  ce  point  une  tangente 
ci  une  courbure  continues,  l'ai-  un  poinl  M  passenl  deux  trajec- 
toires tangentes  en  M  à  une  direction  donnée  Ml    ci  de  courbure 
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donnée  ïjj  pourvu  seulement  que  la  direction  MT  ne  soil  pas  la 

direction  (Pi,  [i>.  .  .  . ,  3a)  et  que  rr  soit  supérieur  à  une  certaine 

limite  qui  peut  être  nulle.  Quand  MT  coïncide  avec  la  direction 
(P( ,  [3;.,  ...,  |3*),  toutes  les  trajectoires  tangentes  à  MT  se  confondent 
avec  la  géodésique  tangente  en  .M  à  MT,  qui  est  une  trajectoire 
remarquable  :  il  ne  passe  pas  par  M  d'autre  trajectoire  mixte, 
ayant  un  point  d'arrêt  dans  Va. 

['laçons-nous  maintenant  dans  le  cas  général  où  V*  est  de 
l'espèce  V"k.  Toutes  les  trajectoires  qui  passent  pur  un  point  M 
de  Va  {qui  n'est  pas  unpoint  d'équilibre)  admettent  en  M  une 
tangente  et  une  courbure  continues,  sauf  peut-être  la  trajec- 
toire unique  qui  admet  M  comme  point  d'arrêt.  Celle  der- 
nière a  en  M  une  tangente  continue,  mais  n'a  pas  nécessairement 
de  courbure.  Par  un  point  arbitraire  M  passent  encore  deux  tra- 
jectoires tangentes  à  MT  et  de  courbure  donnée,  pourvu  que  MT 
ne  se  confonde  pas  avec  la  direction  i  j,.  j32,  ...,  J3a)<  Si  MT  coïncide 
avec  cette  direction,  il  exisle  une  infinité  de  trajectoires  tangentes 
à  MT,  mais  toutes  ces  trajectoires  ont  même  courbure  en  M;  il 
existe  de  plus  une  trajectoire  isolée  tangente  à  MT,  admettant  M 
comme  point  d'arrêt,  et  qui  n'a  pas  nécessairement  de  courbure 
en  M. 

Par  chaque  point  M  de  Va  passent  une  infinité  de  trajectoires 
mixtes  (dépendant  d'une  constante  arbitraire)  et  présentant  un 
point  d'arrêt  M'  dans  V*. 

Que  Vk  soit  de  l'espèce  VA  ou  VJ,  si  les  A,y,  Q£-  sont  holomor- 
plics  dans  Va,  toute  trajectoire  est  une  ligne  analytique  régu- 
lière dans  \  a,  sauf  peut-être  aux  points  d' 'équilibre  P. 

Soit  maintenant  P  un  point  d'équilibre  de  Va.  Par  ce  point 
passent  u/ie  infinité  de  trajectoires  (C)  tangentes  en  P  éi  la 
droite  PT,  et  ces  trajectoires  ont  même  courbure  que  la  géodé- 
sique qui  leur  est  tangente  :  elles  se  confondent  avec  cette  géo- 
désique dans  le  cas  particulier  où  \  a  est  de  l'espèce  Y  A  et  où  toutes 
les  trajectoires  remarquables  passent  par  P.  Mais  le  fait  le  plus 
important,  c'est  qu  il  peut  exister  en  dehors  de  ces  trajectoires 
d'autres  brandies  singulières  passant  par  P  et  tel/es  que  le 
segment  M,,!'  d'une  de  ces  branches  [si petit  qu'il  soit  I  ne  soit 
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parcouru  en  un  temps  fini  ni  dans  le  mouvement  vrai,  ni  dans 
le  mouvement  conjugué. 

Ces  branches  singulières  peuvent  ne  pus  admettre  de  tun- 
gente  au  point  P  et  ne  pus  se  prolonger  anaiytùjuement  au 
delà.  Toutes  ces  branches  s'obtiennent  en  cherchant  les  intégrales 
du  svstème 

dçi  _  dqj,  _         _  dqjk  _      dq\       _  dq\. 

q\  '    <j'ï  ~  q'k  "  P1-+-U1  pA-t-n*' 

(|iii  satisfont  aux  conditions  initiales  r/i  =  Ui,  q\=  o,  (a  ^  a  ■,....,  a  ^ 
('tant  les  coordonnées  des  points  P)  (').  Ces  conditions  donnent 
en  particulier  les  trajectoires  remarquables  qui  passent  par  P. 

IV.  Enfin,  quand  les  forces  dérivent  d'un  potentiel,  une  trajec- 
toire prise  au  hasard  n'est  ni  mixte,  ni  remarquable,  ni  singu- 
lière; elle  se  prolonge  donc  régulièrement  et  est  parcourue  tout 
entière  dans  le  même  sens  d'un  mouvement  régulier  (vrai  ou 
conjugué)  tant  qu'on  ne  rencontre  pas  un  point  singulier  des 
A/y,  Qi. 

Exemple.  —  Pour  appliquer  ces  généralités  à  un  exemple, 
traitons  le  cas  d'un  point  matériel  libre  M  ou  {x,y,  s)  soumis  à 
une  force  (F)  qui  dérive  d'un  potentiel  \J(x,y.  s),  fonction  holo- 
morphe   des   trois  variables  réelles  .i\  j-,  5;    nous  admettons  de 

|)lus  que  les  trois  dérivées  —  >  -— >  —  ne  s  annulent  simullane- 
11  ùx     ôy      àz 

ment  qu'en  des  j)oinls  isolés. 

Toute  trajectoire  est  une  courbe  analytique  qui  se  prolonge  in- 
définiment du  ne  manière  régulière  tant  qu'on  ne  rencontre  pas 
un  point  d'équilibre.  De  plus,  une  trajectoire  prise  au  hasard  ne 


(')  Quand  il  n'y  a  pas  de  point  d'équilibre,  il  n'y  a  pas  de  branches  singulières. 
En  général,  les  points  d'équilibre  sont  isoles,  mais  ils  peuvent,  dans  des  cas  par- 
ticuliers, former  un  ensemble  continu.  Par  chaque  point  d'équilibre  P,  il  peut  ne 
passer  qu'un  nombre  fini  de  branches  singulières, ou  il  peut  en  passer  une  infinité 
dépendant  de  constantes;  c'est  ce  dernier  cas  qui  est  réalisé  dans  les  exemples 
cités  plu>  haut;  le  premier  est  réalisé  dans  le  mouvement  défini  par  les  équa 
1  ions 

x"-x,       y"--— y, 

où  les  seules  trajectoires  définies  par  les  conditions  initiales  ./•      0,  y      o,  < 
1        a  si  m  1  les  deux  axes  Ox  el  Oy  (trajectoires  remarquables). 
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passe  pas  par  un  point  d'équilibre j  elle  est  prolongeable  indéiini- 
nient  d'une  façon  régulière  et  un  segment  fini  quelconque  est  par- 
couru Lout  entier  dans  le  même  sens  en  un  temps  fini  d'un  mou- 
vement régulier  (vrai  ou  conjugué). 

Deux  cas  principaux  sont  d'ailleurs  à  distinguer  suivant  que  les 
surfaces  de  niveau  U  =  coust.  forment  ou  non  une  famille  de  sur- 
faces parallèles.  Dans  le  premier  cas,  les  normales  à  ces  surfaces 
forment  une  congruence  de  trajectoires  remarquables  (y).  Toute 
trajectoire,  autre  que  ces  droites,  est  ou  vraie,  ou  conjuguée.  Les 
trajectoires  mixtes  se  confondent  avec  les  droites  remarquables  (y). 
Par  un  point  d'équilibre  P  passent  en  général  une  infinité  de 
normales,  formant  un  cône  du  second  degré,  et  qui  sont  autant  de 
trajectoires  remarquables  :  si  on  place  M  sur  une  de  ces  droites 
(y)  avec  une  vitesse  convenable,  M  tendra  vers  P  quand  t  croîtra 
indéfiniment;  la  même  droite  comportera  une  infinité  de  mouve- 
ments périodiques  (vrais  ou  conjugués)  où  M  oscillera  autour 
de  P. 

Quand  les  surfaces  de  niveau  ne  sont  pas  parallèles,  il  ne  passe 
pas  par  un  point  arbitraire  de  trajectoire  remarquable.  Les  trajec- 
toires mixtes  dépendent  de  trois  constantes  arbitraires. 

Par  un  point  M  de  l'espace  (qui  n'est  pas  un  point  d'équilibre) 
passent  deux  trajectoires  tangentes  à  une  droite  donnée  MT  et  de 
courbure  donnée;  l'une  de  ces  trajectoires  est  vraie,  l'autre  con- 
juguée. Toutefois,  si  la  direction  de  MT  coïncide  avec  celle  de 
(F),  toutes  les  trajectoires  tangentes  à  MT  ont  même  courbure 
en  M  que  la  géodésique  qui  est  la  droite  MT,  c'est-à-dire  ont 
en  M  une  inflexion,  sauf,  toutefois,  la  trajectoire  qui  admet  M 
comme  point  d'arrêt  et  dont  la  courbure  en  M  n'est  pas  nulle 
en  général  :  si  la  ligne  d'action  de  (F)  est  trajectoire  singulière, 
toutes  les  trajectoires  tangentes  en  M  à  (F)  se  confondent  avec 
cette  droite  (F).  C'est  ce  qui  a  lieu,  quel  que  soit  M,  quand  les 
surfaces  de  niveau  sont  parallèles. 

Par  un  point  d'équilibre  P  passent  une  infinité  de  trajectoires 
tangentes  à  une  direction  donnée  PT  ettoutesces  trajectoires  (qui 
dépendent  d'une  constante  arbitraire)  ont  une  inflexion  en  P;  tou- 
tefois, si  PT  est  trajectoire  remarquable,  ces  trajectoires  se  con- 
fondent avec  la  droite  PT.  Mais,  de  plus,  il  peut  passer  par  P 
d'auti'es   trajectoires    singulières    qui  s'obtiennent   en  cherchant 
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Loules  les  intégrales  du  système 

dx        dy        dz         dx         dy'        dz 
H?   =  ~y'   ==  "F  ==  7JÏÎ  =  JlJ  =  dU 
dx        dy         dz 

qui  salisfonl  aux  conditions  initiales  x'  =  y'=z'=o,  x  =  a, 
y  =  A,  z  =  c  (<t,  b,  c  élanl  les  coordonnées  du  point  P). 

Soil,  par  exemple,  un  point  M  attiré  par  l'origine  proportion- 
nellement à  la  dislance;  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  de 
centre  O,  famille  parallèle;  les  trajectoires  vraies  sont  les  ellipses 
concentriques  à  l'origine,  les  trajectoires  conjuguées  les  hyper- 
boles; enfin  les  trajectoires  mixtes,  confondues  avec  les  trajectoires 
remarquables,  sont  les  droites  (y)  issues  de  l'origine.  Quand  on 
remplace  l'attraction  par  une  répulsion,  les  trajectoires  vraies  et 
les  trajectoires  conjuguées  se  permutent.  Les  trajectoires  singu- 
lières passent  par  le  point  d'équilibre  O  et  se  confondent  avec  les 
droites  (y). 

Soit  maintenant  un  point  M  de  masse  i  soumis  à  la  force  (F) 
qui  dérive  du  potentiel  U  =  xy.  Les  trajectoires  s'obtiennent  en 
éliminant  t  entre  les  relations 

x  =  «e'+  $e~ '-t-  y  cost,        y  =  ael-+-  fie-*—  y  cost,         z  =  et  -+■  c'. 

Les  trajectoires  mixtes  correspondent  aux  valeurs  des  constantes 
a=  p  et  c  =  o.  Les  seules  trajectoires  remarquables  sont  l'axe 
des  z  et  les  droites  y  =  rb  x,  z  =  c,  qui  se  confondent  avec  les 
branches  singulières  passant  par  chaque  point  d'équilibre  x  =  o, 

ja  =  o,  z  =  c' .  Si  le  potentiel  était' —  >  les  seules  trajectoires 

remarquables  seraienl  Taxe  des  sel  les  droites  ,r  =  o,  c  =  c' d'une 
part  et  y  =  o,  z  55=  c'  d'autre  part,  mais  par  chaque  point  d'équi- 
libre x  =  o, y  s=  o,  z  =  c' passeraient  une  infinité  de  trajectoires 
singulières 

y  =  Ce    ■'',         z  =  c  . 

Revenons  au  mouvement  général  d  un  point.  Pour  que  chaque 
mouvement  vrai  du  point  M  soit  périodique,  il  faut  et  il  suffit 
qu  une  trajectoire  vraie  prise  au  hasard  soit  une  trajectoire  fermée 
(c'est-à-dire  qu  eu  la  prolongeant  régulièrement  à  partir  d  un  (pic I- 
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conque  de  ses  points,  on  revienne  au  poiril  de  départ).  Pour  qu'un 
mouvement  particulier  seulement  soit  périodique,  il  faut  ou  que 
la  trajectoire  vraie  correspondante  soit  fermée  et  ne  renferme  pas 
de  branche  singulière,  ou  que  ce  soit  une  trajectoire  mixte  admet- 
tant deux  points  d'arrêt  entre  lesquels  le  mouvement  vrai  est  réel 
et  régulier,  ou  enfin  que  ce  soit  une  trajectoire  remarquable  (une 
droite)  qui  passe  par  un  point  d'équilibre  P  correspondant  à  un 
maximum  de  U  sur  la  droite. 

D'une  manière  générale,  un  mouvement  d'un  sjstème  quel- 
conque sera  périodique  chaque  fois  que  la  trajectoire  correspon- 
dante sera  une  courbe  fermée  qui  ne  passera  ni  par  un  point  sin- 
gulier intrinsèque,  ni  par  un  point  d'équilibre,  pourvu  toutefois 
que  la  trajectoire  ne  soit  pas  une  trajectoire  remarquable  :  par 
trajectoire  fermée,  j'entends  une  trajectoire  (C)  telle  que  le  sys- 
tème (S)  parlant  d'une  position  quelconque  sur(C)  et  parcourant 
(C)  dans  le  même  sens,  revienne  à  sa  position  initiale.  Mais  quand 
(G)  est  une  trajectoire  remarquable,  il  faut  de  plus  que,  dans  le 
mouvement,  (S)  revienne  à  la  position  initiale  avec  la  même 
force  vive,  ce  qui  n'a  pas  lieu  nécessairement.  Par  exemple,  soit 
un  point  M  de  masse  i   mobile  sur  l'hyperboloïde  de  révolution 

x2  -+-  y-  —  z2=  i  et  soumis  à  la  force  X  =  — ,  Y  ==  — -, 

Z  =  o  ;  le  cercle  de  gorge  de  la  surface  est  une  trajectoire  remar- 
quable fermée  qui  ne  passe  ni  par  un  point  d'équilibre  ni  par  un 
point  singulier  intrinsèque;  sur  ce  cercle,  le  mouvement  est  délini 

par  l'égalité  dt  =  —==  >  et  l'on  voit  que  le  cercle,  quand  t  croit, 

y/G  -+-  h 

est  décrit  un  nombre  indéfini  de  fois  avec  une  vitesse  toujours 
croissante. 

Ile  marques  sur  les  théorèmes  précédents.  —  La  proposition 
fondamentale  sur  laquelle  repose  toute  la  discussion  précédente, 
c'est  que  les  vitesses  d'un  système  restent  déterminées,  finies  et 
continues  tant  que  le  svslème  occupe  à  chaque  instant  une  posi- 
tion déterminée  qui  n'est  pas  une  position  singulière;  mais  nous 
n'avons  rien  dit  du  cas  où  le  système  traverse  une  position  singu- 
lière, non  plus  que  du  cas  où  le  système,  quand  t  tend  vers/,. 
ne  tend  pas  vers  une  position  déterminée  à  distance  finie. 

Quand  (S)  atteint  une  position  singulière  non  intrinsèque,  la 
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difficulté  a'esl  pas  sérieuse,  puisqu'on  la  tournée  l'aide  d'un  simple 
changement  de  variables.  Mais,  si  la  singularité  N  est  intrinsèque, 

deux  circonstances  sont  possibles  suivant  que  les  vitesses  ten- 
dent ou  non  vers  une  Limite  quand  le  s\stème  lend  vers  la  position 
N.  Dans  la  première  hypothèse,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes 
de  M.  Poincaré  qui  permettent,  dans  des  cas  très  étendus,  dedis- 
cuter  les  intégrales  correspondant  à  des  valeurs  initiales  singu- 
lières ('  ). 

Mais  une  difficulté  bien  plus  grave  réside  dans  celte  circon- 
stance que  les  vitesses  peuvent  être  indéterminées  quand  (S)  tend 
vers  N,  ainsi  que  dans  le  fait  que,  t  tendant  vers  /,,  (S)  peut  ne 
pas  tendre  vers  une  position  limite.  Dans  un  autre  travail,  nous 
ferons  voir  que  ni  lune  ni  l'autre  de  ces  singularités  ne  saurait  se 
présenter  quand  les  équations  du  mouvement  satisfont  à  cer- 
taines conditions.  Ces  conditions  remplies,  il  esl  théoriquement 
possible  de  représenter  les  fonctions  qi(t)  à  L'aide  de  dévelop- 
pements qui  convergent  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  t; 
la  difficulté  consiste  à  choisir  un  mode  de  développement  adapté 
au\  équations  étudiées;  c'est  ici  que  les  nouvelles  méthodes  d'ap- 
proximation de  M.  Picard  semblent  appelées  à  jouer  un  rôle  con- 
sidérable. 


(')  Lors  même  que  retto  discussion  analytique  peut  être  menée  à  lionne  fin,  on 
sait  qu'elle  ne  permet  pas  en  général  de  déterminer  sans  ambiguïté  le  mouvement 
ultérieur  du  système.   Par  exemple,  suit   M   un  point  de  masse  i  mobile  dans  le 

plan  des  xy  et  soumis  à  la  force  X  =  -%xl ',  Y  =  o,  forée  bien  définie  et  continue 

en  chaque  point,  mai--  pour  laquelle  —  <■>(  discontinue  le   long    de    l'axe  des   y. 

Chaque  fois  que  If  mobile  atteint  l'axe  des  y  avec  une  vitesse  dirigée  selon  cet 
axe,  on  a  le  choix  entre  trois  mouvements  ultérieurs  possibles,  à  savoir  le  mou- 
vement défini  par  l'égalité  y  =  at  -+-  b  jointe  à  l'une  des  égalités 

X  E2  O,         x  =  ii't  —  t0y,         X—  —  ±(t  —  /J. 

Le  mobile  peut  d'ailleurs  arriver  au  point  d'équilibre  a;  :  o,  y  =  b  en  un  temps 
lini,  avec  une  \iiessc  nulle.  Dans  d'autres  cas,  on  a  le  choix  entre  une  infinité  de 
mouvements. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  7  NOVEMBRE   1894. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    PICQUET. 


Démissions 


M.  A.  Jonquière,  M.  Ribot  et  M.  le  général  Dewulf  adressent 
leurs  démissions  de  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  le  théorème  des  aires. 

M.  Lecornu  :  Sur  la  théorie  mécanique  de  l'escarpolette . 

M.  Humbert  :  Sur  les  arcs  des  courbes  algébriques  planes  ou 
gauches. 

M.  E.  Genty  adresse  une  Note  sur  la  déformation  infinitési- 
male des  surfaces. 

M.  Era.  Picard  transmet  une  Note  de  M.  Vessiot  Sur  une  mé- 
thode de  transformation  et.  sur  la  réduction  des  singularités 
dune  courbe  algébrique. 


SÉANCE   DU   21    NOVEMBRE    1894. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    PICQUET. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  G.  Maupin, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Bioche  ;  M.  L.  Desaint,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Max  Genty. 

Communications  : 

M.  Fleurv  :  Explication  d' un  paradoxe  de  Jean  Bernoulli. 
M.  Fouret  :  Sur  un  théorème  de  Mécanique. 
M.  Humbert  :  Sur  les  couples  de  deux  quadriques  qui  peu- 
vent être  touchées  chacune  en  quatre  points  par  une  troisième. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  MÉCANIQUE  DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES; 
Par  M.  .1.   Amdhade* 

I.  Lorsqu'un  mobile  assujetti  à  rester  sur  une  surface  est 
abandonné  à  lui-même  avec  une  vilesse  initiale,  il  décrit  une 
géodésique  de  la  surface  tangente  à  la  direction  de  la  vitesse  ini- 
tiale. Si  une  force,  ne  dépendant  que  de  la  position  du  même 
mobile,  vient  à  agir  sur  lui,  la  trajectoire  réelle  différera  peu  de 
la  géodésique  tangente  à  la  vitesse  initiale,  pourvu  que  celle-ci 
ait  une  valeur  suffisamment  grande. 

Cette  proposition  extrêmement  vraisemblable,  admise  quelque- 
fois comme  évidente,  mérite  d'être  précisée  davantage. 

II.  Pour  abréger  le  langage,  je  dirai  qu'une  surface  est  régulière 
autour  d'un  arc  géodésique  0 1V1,,  ]\I,  parcouru  dans  le  sens  où  l'on 
rencontre  dans  l'ordre  énoncé  les  trois  points  consécutifs  de  cet 
arc,  si  cet  arc  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

i°  L'arc  considéré  est  intérieur  à  un  domaine  D  de  la  surface, 
domaine  aux  divers  points  duquel  existe  un  plan  tangent  et 
restent  finies  les  deux  courbures  principales; 

2°  On  peut,  à  l'intérieur  de  ce  domaine  D,  séparer  deux  do- 
maines, l'un  Ù  entourant  le  point  O,  l'autre  A  comprenant  à  son 
intérieur  l'arc  M0]\l,  de  manière  que  les  géodésiques  T,  conte- 
nues dans  le  domaine  D  et  joignant  un  point  quelconque  O'  de  û 
à  un  point  quelconque  de  A,  soient  déterminées.  De  plus,  soit  un 
are  |x0  jjl,  de  la  géodésique  Y  qui  soit  contenu  dans  le  domaine  A: 
tout  élément  linéaire  ds  de  la  surface  qui  s'appuie  sur  l'arc  [A0 p-i 
peul  se  mel I  re  sous  la  forme 

1 1 ,  ds*      du*  :   G  dv*, 

les  variables  //  el  v  resta dI  Unies  et  la  fonction  G|  //,  v)  ne  s  annu- 
lant jamais  dans  le  domaine  A,  où  elle  reste  (railleurs  finie  e1  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deu\  premiers  ordres. 
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III.  On  peu t  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surface  est  régulière  autour  de  la  géodésique  O  M0  M  i 
parcourue  clans  le  sens  où  l'on  rencontre  consécutivement  les 
trois  points  O,  M0,  Mt,  et  si  on  lance  un  mobile  en  la  position 
initiale  M0  avec  une  vitesse  tangente  à  cette  géodésique  et 
dans  le  sensM0Mt,  puisqu'on  soumette  le  mobile  à  une  force  F 
finie  et  continue  dans  le  domaine  D?  on  aura  pu  choisir  la 
grandeur  V0  de  la  vitesse  initiale  assez  grande  pour  que 
l'arc  M0  M,  de  géodésique  pris  dans  sa  totalité  diffère  aussi  peu 
qu'on  voudra  de  la  trajectoire  du  mobile  parcourue  durant 
un  temps  égala  celui  qu'un  mobile  libre  sur  la  surface  et  lancé 
avec  la  même  vitesse  initiale  mettrait  à  parcourir  l'arc  géo- 
désique M„  Mi . 

Etudions  d'abord  le  mouvement  du  mobile  en  prenant  des  coor- 
données polaires  de  pôle  O  ;  soient  u  et  v  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  de  la  trajectoire.  Tout  élément  linéaire  appuyé  en  ce 
point  aura  la  forme  (i),  où  nous  supposerons  que  la  ligne  géodé- 
sique OM0M,  ait  pour  équation  v  =  o.  Posons  alors 

(   u  =  V0  t-h  \  -+-  ù0,         (  Mo  =  arc  0  Mu  sur  la  géodésique  ). 

(  2  ) 

(     V    =  ï] , 

Si   le   travail  virtuel  de  la  force  F  est  représenté  par  l'expression 
Q«§«  +  Qt»St>,  les  équations  du  mouvement  seront 


dt 

dr\ 

1   dG    n       r, 
?.  au 

,/dG„      dG    A 

~dt 

d\ 

dt 

G 

-  6»              *l    -  r< 
dt    -   ''  ' 

-"  "  n-  "îG  du  ^    +  G       G  dît     "' 


\    Conditions  initiales  :  £(0)  =  £j0)  =  i>0  =  r'0  =  o. 

Prolongeons   un  peu  l'arc  M0M,  en  M2  et  soit  A  l'arc  M0\L. 
soit  b  une  quantité  positive  que  nous  ferons  tendre  ultérieurement 

vers  zéro  et  de  l'ordre  de  ==-« 

\  o 
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Lorsque  les  variables  ;.  /,,  ç',  y/sont  toutes  moindres  que  h  el  que  t 

....  ,  ,  •    ,  .   .        V  —  b 

positii  es!  moindre  que  la  quantité  positive  — ^ — ,  nous  pourrons 

prendre,  comme  limite  supérieure  des  modules  des  seconds  mem- 
bres des  équations  (3),  une  expression  M  de  la  forme 

M  =  KV0fe-+-P, 

du  moins  lorsque  \  „  est  suffisamment  grand,  K  et  P  design  an  1 
deux  nombres  positifs  définis  par  les  domaines  Q,  A,  D.  Soit  alors 
T  la  plus  petite  des  quantités 

A  —  b  b 

~\7~'         M 

el  supposons  enfin  que  les  composantes  QM,  Q„  admettent  des  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  continues  dans  le  domaine  A. 

La  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Picard,  mo- 
difiée par  M.  Lindelôf,  nous  apprend  que  les  intégrales  du  sys- 
tème (3)  seront  pour  /  <ï  toutes  moindres  que  b. 

Ici,  on  distinguera  deux  cas  : 

Premier  cas  :  A  <^  t-  •  Alors,  en  posant  ^-=  (  -  —  R  )  V„,   on 

voit  qu'en  faisant  grandir  indéfiniment  V0J  la  trajectoire  réelle 
diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de  l'arc  M0M2  et  à  plus  forte  raison 
de  l'arc  M„  M, . 

Deuxième  cas  :   \ >  -  •  Soit N  la  partie  entière  du  rapport  A .'. ■£> 

j'envisage  un  domaine  (-)  compris  dans  le  domaine  A,  domaine 
limité  par  les  géodésiquçs  p  =  —  [i,  v=  fi;  et,  par  les  courbes 
u  =  i/ln  u  =  A-f-  u0  —  "-• 

L'arc  M0M2  sera  comme  le  diamètre  de  ce  trapèze. 

Je  partagerai  ce  trapèze  en  (2N-+-1)  autres  trapèzes  par  ■>,  N 
valeurs  de  u  équidistantes  de  //„  et  de  //._,  et  je  partagerai  la  durée 

en  (2N  +  1)  durées  partielles  égales. 

Le  premier  arc  de  la  trajectoire  correspondant  à  cette  première 
durée  rendre  évidemment  dans  le  premier  cas;  pour  étudier  le 
se<  ond  arc,  on  prendra  provisoirement  des  coordonnées  polaires 
donl  le  pôle  0'  esl  la  projection  géodésique  de  0  sur  la  tangente 
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géodésique  à  l'extrémité  [J-\  du  premier  arc  de  la  trajectoire,  et 
ainsi  de  suite. 

Les  propriétés  des  triangles  géodésiques  permettent  aisément 
de  raccorder  ces  divers  systèmes  de  coordonnées,  à  l'aide  des- 
quelles chaque  arc  partiel  rentrera  dans  le  premier  cas  pourvu 
que  b  soit  suffisamment  petit  [on  prendra  (2N+1)  b  notable- 
ment plus  petit  que  fi]. 

En  revenant  aux  coordonnées  fixes  u  et  c,  et  faisant  tendre  [3 
vers  zéro,  et  désignant  par([j)  une  petite  quantité  de  Tordre  de  [ïi, 

,       .  ,       ,  A 

on  voit  qu  a  tous  les  instants  compris  entre  les  époques  o  et  ^- ? 

sauf  peut-être  aux  époques  ^-[1  —  (P)],  les  écarts  entre  les  coor- 
données du  mobile  sur  lequel  agit  la  force  et  les  coordonnées  du 
mobile  libre  qui  partirait  de  M0  avec  la  même  vitesse  initiale 
sont  eux-mêmes  de  l'ordre  de  ri. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré,  sinon  pour  l'arc  OMJ; 
du  moins  pour  l'arc  OM,  qui  v  est  contenu. 

IV.  Au  théorème  précédent  je  rattacherai  des  considérations 
qui  touchent  d'assez  près  la  question  de  la  stabilité. 

Considérons  sur  une  surface  un  domaine  A  limité  par  un  con- 
tour simple.  Nous  dirons  que  le  domaine  est  ouvert,  si  ce  domaine 
ne  contient  aucune  géodésique  qui  y  serait  fermée  et  si  l'on  peut 
assigner  un  maximum  aux  arcs  géodésiques  qui  traversent  A. 

Nous  dirons  encore  que  le  domaine  A  est  régulier  s'il  est  com- 
pris dans  un  domaine  D  dans  lequel  nous  puissions  tracer  un 
domaine  Q  qui  entoure  A,  de  manière  que  les  conditions  énoncées 
au  paragraphe  II  soient  satisfaites. 

La  remarque  que  j'avais  en  vue  peutalors  s'énoncer  ainsi  : 

Si  an  mobile  soumis  à  une  force  finie  et  assujetti  à  demeu- 
rer sur  une  surface  demeure  confiné  sur  un  domaine  D  régu- 
lier et  ouvert,  V énergie  cinétique  du  mobile  reste///  nécessai- 
rement limitée. 

La  force,  bien  entendu,  est  fonction  de  la  position  du  mobile, 
mais  ne  dérive  pas  d'une  fonction  des  forces:  car.  dans  ce  cas,  la 
remarque  serait  sans  intérêt. 
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SUR    LE    THÉORÈME    DES    AIRES; 

Par  M.  P.  Appell. 

1.  Imaginons  un  système  sollicité  par  des  forces  extérieures  telles 
que  l«»  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  fixe  Oz  soit 

nulle.  Alors,  si  le  système  part  du  repos,  la  somme  "Lmr-  -j-  reste 

nulle.  Mais,  malgré  cette  condition,  si  le  système  n'est  pas  rigide, 
il  peut,  par  des  déformations  successives  et  sans  subir  de  torsions, 
partir  d'une  configuration  déterminée  et  revenir  à  une  configura- 
tion identique,  déduite  de  la  première  par  une  rotation  autour 
deO^.Je  me  propose  d'abord  d'en  indiquer  un  exemple  élémentaire 
au  point  de  vue  de  l'enseignement,  en  renvoyant,  pour  des  consi- 
dérations générales,  à  des  Notes  de  MM.  Guyou  et  Maurice  Lévy 
[Comptes  rendus,  29  octobre  1894). 

Soient  une  roue  homogène,  de  centre  O,  mobile  sans  frottement 
sur  un  plan  horizontal,  A0A^  un  diamètre  invariablement  lié  à  la 
roue.  Aux  points  A0,  A'0  sont  placés  sur  la  roue  deux  ouvriers  de 
même  masse  ni  et  aux  points  C0,  Cj,  situés  sur  le  même  diamètre, 
à  égale  distance  de  part  et  d'autre  du  centre  O,  sont  placés  deux 
autres  ouvriers  de  masse  p..  Le  système  est  immobile.  Cela  posé, 
les  ouvriers  font  la  manœuvre  suivante,  composée  de  quatre 
phases  : 

1"  Les  ouvriers  m  se  mettent  à  marcher  sur  la  circonférence, 
dans  le  même  sens  de  rotation,  autour  du  centre  en  restant  diamé- 
tralement opposés;  ils  s'arrêtent  après  avoir  parcouru  un  quart  de- 
là circonférence  de  la  roue:  celle-ci  tourne  alors  en  sens  contraire 
d'un  angle  a,  puis  s'arrête. 

2°  Les  ouvriers  u.  se  réunissent  au  centre  :  la  roue  ne  bouge 
pas;  mais  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oc  diminue. 

î  Les  ouvriers  m  reviennent  alors  à  leurs  positions  primitives 
sur  la  roue  :  celle-ci  tourne  en  sens  contraire  de  sa  rotation  pré- 
cédente «I  un  angle  différent  (J,  puis  s'arrête. 

j"  Les  ouvriers  u  se  séparent  el  viennenl  occuper  leurs  posi- 
tions primitives  sur  la  roue,  opération  qui  laisse  la  roue  immo- 
bile. 

\ pii  -  <  1  -  mouvements,  le  système  a  repris  la  même  configura- 
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lion,  mais  a  tourné  d'un  certain  angle  [il —  a.  En  les  recommen- 
çant, les  ouvriers  arriveront  donc  à  faire  tourner  le  système  d'un 
angle  supérieur  à  tout  angle  donné. 

Si  l'on  appelle  a  le  rayon  de  la  roue.  M/,-  son  moment  d'iner- 
tie, c  la  distance  de  C0  au  centre,  on  a  dans  la  première  phase 


2  m  a-  (  -  —  a  )  —  (M  /<2  —  2  \x  c-  )  a  =  o 
et  dans  la  troisième,  puisque  c  est  alors  «nul, 
%ma?  (-  -  P)  —  M#*p  =o. 
On    voit   donc   que   [il  est  supérieur  à  a  et  l'on    peut  calculer 


a. 


II.  Voici  maintenant  une  remarque  générale  permettant  de 
ramener  à  un  même  type  tous  les  problèmes  du  genre  de  celui 
qui  précède.  J'ai  indiqué  sommairement  cette  remarque  dans  une 
Note  des  Comptes  rendus  (5  novembre  1894). 

Soient  un  corps  solide,  mobile  autour  d'un  axe  fixe  Oc,  el  des 
points  de  masses  m,,  m2,  .  .  .  liés  en  quelque  manière  au  corps 
solide  et  animés  par  rapport  à  ce  corps  de  mouvements  prescrits 
à  l'avance;  si  donc  on  appelle  /•,,  B, ,  c,  ;  r2,  ^>,  z2',  •  •  •  les  coor- 
données semi-polaires  des  points  m,,  /n2,  ...,  par  rapport  à  des 
axes  Oj,  Or,  Oc  liés  au  corps  solide,  ces  coordonnées  sont  des 
fonctions  du  temps  données  à  l'avance.  Supposons  enfin  que  la 
somme  N  des  moments  des  forces  extérieures  appliquées  au  sys- 
tème, par  rapport  à  l'axe  de  rolalion  Oc,  dépende  uniquement  de 
la  position  du  corps  solide  et  non  des  positions  des  points  />?,. 
rn2,  .  .  .  sur  le  corps. 

Soit  cp  l'angle  dont  le  corps  a  tourné,  à  partir  d'une  certaine 
position  initiale,  par  exemple  l'angle  de  Ox  avec  un  axe  fixe  OX 
perpendiculaire  à  Oc,  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oc  : 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  points  du 

corps  solide  par  rapporta  Oc  est  I  -jj--  D'autre  pari,  les  coordon- 
nées semi-polaires  absolues  des  points  />*,,  ni-2,  . ..,  par  rapport 
aux  axes  fixes  Oc,  OX  et  à  un  axe  perpendiculaire  0\ ,  sont 
rlf  8|  •+-  cp,  5,;  /'2,  92  -+-  co,  s2  ;  .  .  .  ;  donc  la  somme  des  moments 
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de  leurs  quantités  de  mouvement  absolues,  par  rapport  à  O;,  est 

1    \  ilt  dt  )  ■     '   *    r//  efc 

OU 

Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  appli- 
qué au  système  total  donne  dont 


(i) 


01- 


équation  qui  donne  y  en  (onction  de  /,  puisque  N  est  supposé 
fonction  de  œ  seul  et  que  les  r  et  les  f)  sont  des  fonctions  données 
de  /. 

Cela  posé,  considérons  un  point  ayant  pour  masse  M  =  N  m  et 

pour  coordonnées  semi-polaires  R,  6  et  Z,  par  rapport  aux  axes 
Oxyz  liés  an  corps  solide,  les  quantités  définies  par  les  équations 


<*)      MR*  = 


M  R«  r/H 


mr*df>, 


MZ  = 


Comme  r1}  r2j  •■•,  0,,  b>,  ...,  sont  des  fonctions  connues  de  t, 
l\,  (■)  et  Z  seront  aussi  des  fonctions  connues  de  t,  et  le  point  M 
ainsi  défini  sera  animé  d'un  mouvement  connu  dans  le  corps.  Si 
l'on  remplace  tous  les  points  />?,,  m2<  .  •  •  par  ce  seul  point  M,  en 
admettant  que  cette  substitution  n'altère  pas  la  somme  N  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  O;,  le  mouvement  du  corps 
n'est  pas  changé.  En  effet,  l'équation  du  nouveau  mouvement 
est 


o> 


d 
di 


[«**+$(*+i,; 


N, 


identique  à  l'équation  (i),  en  vertu  des  relations  (2).  On  voit  que 
la  valeur  Z  ne  joue  ici  aucun  rôle;  aussi  pourrait-on  la  prendre 
arbitrairemenl  en  fonction  de  /,  au  lieu  de  la  définir  parla  troi- 
sième des  équations  ( ■>.). 

III.    Voici  quelques  propriétés  du  point  M  ainsi  défini.   Imagi- 
nons n  n  système  d'à* es  Oxyz  el  < les  points  />/, ,  wza ,  .  . .  de  coor- 
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données  semi-polaires  /•,,  0,,  zt  ;  r.2,  0^,  :--2  ;  ....  animés  de  mou- 
vements connus;  appelons  centre  d'inertie  de  ces  points  par 
rapport  à  l'axe  Oc  le  point  mobile  de  masse  M  dont  les  coordon- 
nées semi-polaires  R,  (■),  Z  sont  définies  en  fonction  de  /  par  les 
équations 

j  M  =  Y  "'■         MR*=  V  m/-*, 

(  i) 

M  IV2  rfe  =  V  m  r»  rfO,  KLZ  =  V  m  s  : 

l'angle  polaire  de  ce  point  n'est  déterminé  qu'à  une  constante 
près;  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  tous  les  (j  s'an- 
nulent pour  t  ==  o  et  qu'il  en  soit  de  même  de  0.  Nous  voyons 
alors  que  ce  point  possède  des  propriétés  analogues  à  celles  du 
centre  de  gravité.  Ainsi,  la  position  du  centre  d'inertie  de  tous 
les  points,  au  temps  t,  n'est  pas  changée,  si  l'on  remplace  d'abord 
quelques-uns  des  points  par  leur  centre  d'inertie. 

On  peut  alors  énoncer  le  résultat  précédent  en  disant  que  : 
Si,  dans  le  problème  général  du  n°  II,  l'on  remplace  plusieurs 
points  /?«,,  m.2,  .  .  .  par  leur  centre  d'inertie  par  rapporta  Oz,  ce 
point  étant  calculé  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  au  so- 
lide, le  mouvement  du  reste  du  système  n'est  pas  altéré,  pourvu 
que  cette  substitution  n'altère  pas  N. 

Par  exemple,  si  l'axe  O  z  est  vertical  et  si  les  seules  forces  exté- 
rieures sont  des  poids,  N=  o,  avant  et  après  la  substitution. 

IV.  Appliquons  d'abord  ces  considérations  à  l'exemple  I.  Rem- 
plaçons les  deux  points  m  et  ui,  primitivement  placés  en  A0  et  C„, 
par  leur  centre  d'inertie  M.  En  appelant  /■  et  H  les  coordonnées 
polaires  de  m  par  rapport  à  la  plaque,  l'axe  polaire  étant  OA0,  et 
/-i,  0,  celles  de  fj.,  on  a,  pour  le  centre  d'inertie  M, 

M  =  m  -+-  [x,         M  R2  =  mr*-h  fjirf,         AIR2  M  =  mr*  rf8  ■+-  a/f  ciïU- 

Voyons  quel  est  le  mouvement  de  ce  point  sur  la  roue.  Dans 
la  première  phase,   /*  =  o,   /•(  =  c,  Q|  =  o,  B  varie  de  o  à  -•  Donc 


M  décrit   un   arc  de  cercle  de  centre  O,  de  ravon  {/  - 

J         y         m  -+-  (j. 
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el  d'angle  au  centre  X= ,  -•  Dans  la  deuxième   phase, 

/•  =  a,  /•,  varie  de   c  à  o,  6  est  égal  à  )v  et  0,  à  o.  Donc  0  reste 

constant  et  égal  à  À,  R  diminue  jusqu'à  4  / —  ;  le  centre  d'iner- 

lie    M   décrit  une  portion  de  rayon.  Dans  la  troisième  phase,  R 
reste  constant,  r  est  égal  à  n)  r{  à  o,  d§,   est  nul,  9  diminue  de  - 

à  o;  donc  6  diminue  de  A  à  o.  Enfin,  dans  la  quatrième  phase,  0 

,     ,^  ,        /  ma-     ,    ,    /ma-  -+-  jjlc'2 

est  nul,  K  augmente  ciel     a  1/ ! —  • 

j     m  -+-  \t.      y        m.  -+-  f* 

En  définitive,  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée  composée 
de  deux  portions  de  rayons  de  la  roue  et  de  deux  arcs  de  cercle 
concentriques  à  la  roue. 

On  peut  de  même  remplacer  les  deux  ouvriers  symétriques  m 
et  u  placés  primitivement  en  A'0  et  C'0  par  un  point  M'  de  même 
masse  que  M  symétrique  de  M  par  rapport  au  centre.  Le  mouve- 
ment de  la  roue  est  le  même  sous  l'action  de  ces  deux  points  M 
el  M'  que  sous  l'action  des  quatre  points  primitifs. 

Si  la  roue  était  assujettie  à  tourner  autour  d'un  axe  vertical  fixe 
réalisé  matériellement,  il  n'y  aurait  plus  à  se  préoccuper  de  la  sy- 
métrie des  points  qui  a  pour  but  de  maintenir  le  centre  de  gravité 
fixe;  on  pourrait  alors  remplacer  les  quatre  points  par  leur  centre 
d'inertie, c'est-à-dire  par  un  seul  point  décrivant  une  courbe  fer- 
mée  sur  la  roue.  On  vérifiera  facilement  que  cette  courbe  est  ho- 
mothétique,  par  rapport  au  centre  O,  de  celle  que  décrit  le 
point  M. 

V.  Imaginons  un  observateur  tombant  verticalement  dans  le 
vide  et  supposons  qu'il  veuille  tourner  autour  d'un  axe  vertical 
passant  par  son  centre  de  gravité.  11  pourra  faire  jouer  à  ses  bras 
étendus  symétriquement  le  rôle  des  ouvriers  m  dans  la  roue  I  et  à 
ses  jambes,  | > I us  ou  moins  écartées,  celui  des  ouvriers  pu 

\),\u>  ces  conditions,  le  mouvement  du  tronc  regardé  comme 
rigide  sera  le  même  (pie  si  le  mouvement  de  chaque  bras  et  de 
chaque  jambe  était  remplacé  par  celui  de  son  centre  d'inertie  par 
rapport  à  l'axe  vertical  mené  par  le  centre  de  gravité.  L'identité 
est  dune  complète  entre  cette  question  elle  problème  élémentaire 
résolu  dans  !<•  n°  I . 
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On  pourrait  même  remplacer  le  mouvemenl  du  bras  el  de  la 
jambe  droits  par  celui  de  leur  centre  d'inertie,  et  le  mouvemenl 
des  membres  symétriques  par  celui  de  leur  centre  d'inertie  symé- 
trique du  premier.  On  aurait  ainsi  un  système  analogue  au  sys- 
tème IV  et  à  celui  que  MM.  Marcel  Deprez  et  Picard  ont  con- 
struit.  (  \  oyez  Comptes  rendus,  5  novembre  1894.  1 


SUR  LA  ROTATION  D'UN  SYSTÈME  DÉFORMABLE  ; 
Par  M.  Emile  Picard. 

A  la  suite  des  expériences  de  M.  Marev  sur  la  chute  d'un  chat, 
la  question  de  la  rotalion  d'un  système  déformable  s'est  trouvée 
mise  à  l'étude.  11  était  intéressant  de  donner  un  exemple  d'un 
système,  partant  du  repos,  pouvant,  par  le  seul  travail  des 
forces  intérieures,  tourner  d'un  angle  quelconque  autour  de 
son  centre  de  gravite,  tous  ses  points  se  retrouvant  à  la  fin  de 
lu  rotation  dans  les  positions  relatives  qu'ils  occupaient  primi- 
tivement. Parmi  les  exemples  très  nombreux  que  l'on  peut  citer, 
il  n'y  en  a  point,  ce  me  semble,  de  plus  simple  que  celui  que  je 
communiquai  à  M.  Marcel  Deprez  et  d'où  il  déduisit  un  petit 
appareil  qu'il  fit  fonctionner  récemment  devant  l'Académie  ('  ). 


Considérons  un  disque  matériel  C,  mobile  autour  d'un  axe  ver- 
tical O.  Sur  le  disque  C  on  a  tracé  une  courbe  fermée  T.  Un  point 
matériel  P  est  placé  en  un  point  de  T  et  tout  le  système  est  pri- 


(')  Marcel  Deprez.  Sur  un  appareil  servant  à  mettre  en  évidence  certaines 
conséquences  du  théorème  des  aires  (Comptes  rendus,  5  novembre  1 8i»4 ) -  Voir 
aussi,  dans  le  numéro  précédent  des  Comptes  rendus,  deux  Communications  de 
M.  Guyou  et  de  M.  Maurice  Livy.  On  trouvera  aussi  un  article  de  M.  Appeli 
dans  !e  numéro  du  5  novembre. 
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milivement  en  repos.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  se 
meuve  sur  V  suivant  une  loi  arbitrairement  donnée,  de  façon  à 
revenir  à  sa  position  initiale  après  avoir  décrit  la  courbe  T  tout 
entière:  à  ce  moment,  le  disque  C  aura  tourné  d'un  certain  angle, 
et  les  différentes  parties  du  s\slème  formé  parle  disque  et  le  point 
matériel  auront  repris  leurs  mêmes  positions  relatives.  Nous  avons 
donc  là  un  exemple  du  phénomène  cherché. 

Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  l'angle  dont  a 
tourné  le  système.  Nous  représenterons  par  OX  et  OY  deux  axes 
rectangulaires  invariablement  liés  au  disque  C  et  à  la  courbe  T, 
et  nous  désignerons  par  Ox  et  Oy  deux  axes  fixes  dans  le  plan 
horizontal.  Les  deux  coordonnées  X  et  \  du  point  P  seront  des 
fonctions  données  du  temps  correspondant  au  déplacement  de  P 
sur  T.  Si  a  désigne  l'angle  #OX,  nous  aurons,  en  appliquant  le 
théorème  des  aires  et  tenant  compte  de  ce  qu'au  début  le  système 
est  au  repos, 

„,,.,  du.  I     cl  y  dx\ 

dt  \      dt       "    dt  / 


«t. 


où  MK.2  désigne  le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  à  O; 
m  représente  la  masse  de  P,  et  l'on  a 

x  =  X  ces  a  —  Y  sin  a, 
y  =  X  sin  a  -+-  Y  cosa. 

Eu  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  vient 
de  suite 

d%  U,  dX      .,  dX 

~dl 


[M»+».(X.+  V)lJ  +  »(xg-T 


ou  encore 

\  d\  —  Y  dX 


d%  —  —  m 


MK2+  m(X2-+-  Y») 


«i.     par    suite,    on    aura    pour  l'angle   total   il  dont   a   tourné   le 
disque 


r      x  d\  -  \  d\ 

Q  ///     / 


MK-      m[  \-  »   Y») 


I  intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  une  intégrale 
curviligne  prise  le  long  de  la  courbe  T. 

Un  cas  particulièrement  simple  sera  celui  où  r  se  composerai! 
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d'un  arc  de  cercle  AB  de  centre  O  et  des  deux  rayons  OA  et  OR. 
Si  R  désigne  le  rayon  de  l'arc  AB  et  w  l'ouverture  de  son  angle  au 
centre,  on  aura,  d'après  la  formule  précédente  eten  supposant  AB 
parcouru  dans  le  sens  de  OX  vers  OY, 


m  R' 

il  ==■ 


M  K*  +  m  K2 


Afin  d'éviter  d'avoir  un  axe  vertical  rigide  qui  pratiquement 
aurait  toujours  quelque  frottement  dans  ses  supports,  M.  Marcel 
Deprez  associe  à  la  courbe  V  une  seconde  courbe  T' symétrique  de 
la  première  par  rapport  au  point  O  et  sur  laquelle  se  meut  un 
point  P'  symétrique  de  P.  Le  centre  de  gravité  de  tout  le  système 
est  alors  toujours  au  point  O  et  il  suffit  d'employer,  comme  axe 
de  rotation,  un  fil  sans  torsion. 

On  peut  donner,  théoriquement  au  moins,  une  autre  forme  à 
l'expérience  précédente.  Imaginons  un  homme  debout  sur  un  plan 
parfaitement  poli  et  ayant  les  pieds  en  O;  il  étend  les  bras  et  fait 
décrire  à  ses  mains  deux  courbes  Y  elV  dans  un  plan  horizontal, 
de  la  même  façon  que  P  et  P'  décrivaient  précédemment  leurs 
courbes  respectives.  Notre  individu  pourra,  de  cette  manière, 
prendre  un  mouvement  continu  de  rotation. 


ABAQUE  EN  POINTS  ISOPLÈTHES  DE  L'ÉQUATION  DE  KEPLER; 
Par  M.   M.   d'OcAgwe. 

1.    Si  l'on  met  l'équation  de  Kepler 
(i)  u  —  e  sin  u  =  ut 

sous  la  forme 

1  ' 

-  u e  sin  u  =  / , 

n  u 

elle  rentre  dans  le  type  général  envisagé  dans  les  §§  2  et  3  de  ma 

Note  sur  Y  Abaque  général  de  la.  Trigonométrie  sphérique  ('). 

Appliquant  les  formules  (3),  (4)  et  (5)  données  à  l'endroit  cité, 

(')  Bulletin  astronomique,  p.  f>  :  189$. 
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on  \  *  »  i  t  donc  que  l'équation  est  représentable  par  un  abaque  ainsi 
constitué  : 

i"  Le  système  de  points  simplement  isoplèthes  (/)  défini  par 

I    >  1  X  =    /,  y  rr:  O  \ 

■»"   Le  système  de   points  simplement  isoplèthes  (<?)  défini  par 

(3)  x  —  e,       y  =  i  ; 

3°  Le  système  de  points  doublement  isoplèthes  (u,  /))  défini  par 
il  si  n  u 

(4)  r  = — '       y  = — — - — 


Pour  avoir  les  isoplèthes  (u)  et  (/*),  formant  par  leur  ensemble 
ce  dernier  système,  éliminons  d'abord  n  entre  ces  deux  dernières 
équations,  ce  qui  donne 

sin» 
(5  )  y  =  x. 

Les  isoplèthes  (u)  sont  doue  des  droites  passant  par  l'origine. 
Pour  éliminer  maintenant  //,  écrivons  ces  deux  équations 

n  .r  -+-  x  sin  u  =  n,         ny  -+-  {y  —  i  )  sin  u  =  o, 

et  ajoutons-les,  après    les   avoir   multipliées    respectivement    par 
i  î  — r)  cl  x,  ce  qui  donne 

/;  x  =  a(i  — y). 

Portant  la  valeur  de  u  tirée  de  là  dans  la  seconde  des  équations 
précédentes,  on  obtient  pour  les  isoplèthes  (/?)  l'équation 

n  x 

i  f>  )  n  \    t-  i  r  —  1 1  sin 

Les  équations  (a),  (3),  (5)  et  (6)  définissent  complètement 
l'abaque  demandé. 

J'ai  tenu  à  signaler  cette  solution,  théoriquement  la  plus  saiis- 
faisante,  pour  montrer  un  nouvel  exemple  d'application  du  prin- 
cipe qui  m'a  servi  à  construire  l'abaque  général  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique.  Mais  il  vaut  mieux,  en  pratique,  é\  iter  !<•  tracé  des 
courbes  [n)  définies  par  l'équation  (6),  en  adoptant  la  solution 
suivante. 
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ï2.    Posant  ni  =  fJ,  considérons  L'équation  sons  la  (orme 

u  —  e  sin  u  =  0. 
Écrivons-la 

0  +  e  sin  //        u    =  o 

et  prenons  6  et  e  pour  des  coordonnées  parallèles  de  droite,  U  el  \  . 
Nous  aurons  alors  pour  premiers  systèmes  d'isoplèlhes  (0)  et 
(e)  les  points 

(7)  U  =  0         ei         V  =  e, 

constituant  des  graduations  naturelles  respectivement  sur  l'axe 
des  U  et  sur  Taxe  des  V. 

Le  troisième  système  d'isoplèthes  (h)  sera  dès  lors  donné  par 
l'équation 

U  -+-  V  sin  u  —  u  —  o, 

qui  représente,  pour  chaque  valeur  de  «,  un  point  dont  les  coor- 
données, rapportées  à  un  axe  des  x  confondu  avec  l'axe  des  ori- 
gines et  à  un  axe  des  j'  équidistant  de  ceux  des  U  et  des  V,  sont, 
en  représentant  par  ici  l'écartement  de  ces  deux  derniers  ('), 

i  —  sin»  u 

(  8  )  OT  =  —  a  : ,  y  —  : • 


Les  formules  (-)  et  (8)  définissent  complètement  notre  nouvel 
abaque. 

3.  Ici  se  place  une  première  remarque  importante  au  point  de 
vue  de  la  construction  de  l'abaque. 

La  variable  u  croit  de  o  à  27t.  Or,  lorsqu'elle  croit  de  o  à  -, 
x  reste  compris  entre  —  a  et  o;  mais,  lorsqu'elle  croît  de  7t  à  ■>.-, 

x  devient  infini  pour  u  =  —  ■  Les  points  isoplèthes  (it)  s'éten- 
draient donc  jusqu'à  l'infini,  ce  qui  est  pratiquement  inacceptable. 
;\fin  d'éviter  cet  inconvénient  majeur,  j'aurai  recours  à  L'artifice 
que  j'ai  déjà  employé  dans  mon  livre  pour  l'abaque  de  la  distance 
sphérique  (-). 

Pour  les  valeurs  de  h  supérieures  à  -,  posons 

(9)  U=0,         \=-e. 

(')  Nomographie,  p.  53. 

(-)  Nomographie.  Noie  ;ui  lias  de  la  page  s\. 
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Il  vienl  alors  pour  les  points  isoplèthes  (u)  L'équation 
U  —  V  sin  ii  —  u  =  o. 
<|ui  donne,  en  coordonnées  cartésiennes, 

1  —  -in  "  U 

iidi  .r  = — a  -. —  >  v  =  : 

1  —  sin  u  i  —  si ii  u 

Cette  nouvelle  valeur  de  ./•  reste  finie  lorsque  u  varie  de  n  à  2  t. 
De  cette  façon,  tons  les  points  isoplèthes  (u)  sont  à  distance  finie. 
Seulement  à  la  variable  e  correspondent  deux  graduations  :  Tune, 
portée  dans  le  sens  positif,  sert  lorsque  u  <  tc,  c'est-à-dire  H  <  7ï  ; 
l'autre,  portée  dans  le  sens  négatif,  lorsque  u  >>  7r  ou  9  >>  u. 

i.  Voici  maintenant,  à  propos  de  la  construction  de  l'abaque, 
une  autre  remarque  non  moins  importante  au  point  de  vue  pra- 
tique. 

Tandis  que  la  variable  fJ  varie  deo  à  2  7r  =  (i,283,  . . .,  la  variable  e 
reste  comprise  entre  o,oi  et  o,4-  Cela  conduirait  à  avoir  sur  l'axe 
des  U  une  échelle  seize  fois  plus  développée  environ  que  celle  qui 

serait  portée  par  l'axe  des  V. 

a' 
Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  posons  e  =  —  et    construisons 

'  r  io 

L'abaque  de  l'équation 

,  sinu 

//  —  e   =  fJ. 

Kl 

défini,  d'après  ce  qui  précède,  par  les  formules 


U  -  6, 

mii  ni  —  sinu 

/   x  —  —  a  : 

{  IO  -r-  5111  II 

U  =6, 

(  ia)       <  io  ■+-  sin  a 

I  x  —  —  a . 

io  —  si  11  II 


y- 


y 


V=  e' 

] 

IOU 

f 

I 

pour 

u 

<-, 

io  -+-  sin  u 

V  =  -e' 

1 

IOU 

pour 

u 

>~; 

pu!-,  (ci  abaque  une  fois  construit, graduons  l'échelle  des  points(e') 
au  moyen  des  valeurs  correspondantes  de  e. 

On  peut  remarquer  qu'ici  la  transformation  employée  précédem- 
ment pour  éviter  les  points  à  L'infini  el  qui  a  donné  naissance  aux 
formules  <ln  second  groupe  u'esi  plus  nécessaire,  puisque  le  déno- 
minateur «le-  valeurs  de  x  et  <\c  y  dans  le  premier  groupe  ne  peut 
pin-  s'annuler. 
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Il  vaut  mieux  néanmoins  continuer  a  en  faire  usage  pour  la 
raison  que  voici  :  la  valeur  de  l'inconnue  u  est  donnée  par  le 
point  où  la  droite  qui  joint  le  point  coté  8  au  point  coté  e  coupe 
la  courbe  graduée  au  moyen  des  valeurs  de  //.  Au  point  de  vue  de 
la  précision,  il  est  préférable  que  ce  point  de  rencontre  se  trouve 
entre  les  points  servant  à  déterminer  la  droite  indicatrice  de  la 
lecture.  Or,  la  transformation  susmentionnée  a  précisément  pour 
effet  de  faire  rentrer  tous  les  points  (u)  entre  l'axe  des  U  et  l'axe 
des  V. 

5.  Pour  obtenir  l'abaque  en  points  simplement  isoplèthes  qui 
vient  d'être  décrit,  nous  avons  dû  prendre  le  produit  ni  pour  un 
argument  que  nous  avons  appelé  8;  mais  rien  n'est  plus  facile  que 
d'éviter  de  faire  ce  produit  en  complétant  l'abaque  de  la  façon 
suivante.  Formons  l'abaque  du  produit 

0  =  nt 

en  posant 

U  =  6,        V=  —  n, 

ce  qui  donne  pour  isoplètbes  (t) 

U  -f-tY  =  o, 
ou 

t  —  I 


t  +  1 


y  =  ». 


Comme  n  reste  compris  entre  0,0020  et  0,006,  tandis  que  t 
varie  de  o  à  2000,  nous  coterons  encore  ici,  pour  la  construc- 
tion de  V abaque,   les  variables  t'  =  et  n'  =  iooorc  aux  va- 

1  '  ÎOOO 

riables  t  et  n,  et  nous  coterons  les  points  (t')  et  (n')  respective- 
ment au  moyen  des  valeurs  de  t  et  de  n,  ces  dernières  étant 
même,  pour  plus  de  commodité,  exprimées  en  secondes. 

L'abaque  complémentaire  ainsi  construit  peut,  sans  nul  incon- 
vénient, être  superposé  au  premier,  les  échelles  (9)  de  l'un  et  de 
l'autre,  qui  sont  semblables,  étant  mises  en  coïncidence. 

C'est  de  cette  façon  qu'a  été  obtenu  l'abaque  représenté  'par  la 
fig.  i.  Son  mode  d'emploi  peut  se  résumer  ainsi  : 

Une  droite  (trait  sur  un  transparent  ou  Jil  tendu)  passant 
par  le  point  coté  n  sur  l'échelle  verticale  de  droite  est  amenée 
xxii.  i4 
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à  passer  par  le  point  coté  t  sur  l'échelle  horizontale.  On  la  fait 


Fis-  i. 


I""|.      M|,II.|M.,|„,,|II„H,|,|,|,1,|,|,|,|,|,|, 


300         300        400      500    600  700  «00       1000  1500        2000    2100  JO 

Ecliclle       de       t 


3  iooo  - 


ensuite  pivoter  nu  tour  du  point  8  ou  elle  coupe  l'échelle  vert/- 
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cale  de  gauche,  jusqu'à  ce  qu'elle  passe  pur  le  point  cote  e  sur 

l'échelle  rat  tenir  de  droite,  (lun  s  su  partie  supérieure  si  le 
point  B  est  sous  l'arc  inférieur  de  la  courbe,  dans  sa  partie  in- 
férieure si  le  point  0  est  sous  l'arc  supérieur.  On  n'a  plus  qu'à 
lire  la  cote  du  point  où  cette  courbe  est  alors  coupée  par  la 
droite. 

6.  Si  l'on  ne  tient  pas  à  effectuer  le  produit  0  =  nt  sur  l'abaque 
même,  c'est-à-dire  si  l'on  conserve  0  comme  entrée,  on  peut  ré- 
duire notablement  encore  le  Tableau  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  la  seconde  partie  de  l'abaque,  celle  qui  correspond 
aux  valeurs  de  u  supérieures  à  t:.  Elle  comprend  l'échelle  infé- 
rieure de  droite  pour  la  variable  e,  la  moitié  supérieure  de  l'échelle 
de  gauche  pour  la  variable  0,  la  courbe  supérieure  pour  là  va- 
riable u. 

Supposons  menée  la  droite  qui  joint  le  point  coté  o  de  l'échelle 
de  droite  au  point  coté  -  de  l'échelle  de  gauche,  et  prenons  la 
figure  symétrique  oblique  de  l'ensemble  qui  vient  d'être  définie 
par  rapport  à  cette  droite,  la  symétrie  ayant  lieu  parallèlement 
aux  axes  des  U  et  des  V. 

Dans  ces  conditions,  l'échelle  inférieure  de  e  vient  coïncider 
exactement  avec  l'échelle  supérieure  de  la  même  variable;  la  partie 
supérieure  (de  iz  à  i-)  de  l'échelle  de  9  se  rabat  sur  la  partie  infé- 
rieure (de  o  à  ~),  le  point  de  cote  80  venant  en  coïncidence  avec 
celui  de  cote  i~ —  0o.  Je  dis  qu'il  en  est  de  même  pour  l'échelle 
curviligne  correspondant  à  u. 

Soient,  en  effet,  les  valeurs  u0  <C~  et  i-  —  u0  >►  -.  Les  for- 
mules (i  i)  donnent  pour  le  point  («o)  les  coordonnées 

IO  —  Mil  K0  IO  Un 

x0  =  —  a  -—. ,         y0 


io  -i-  mii  u„  io  -+-  sin  u,. 


et  les  formules  (12),  pour  le  point  (2- —  u0), 

IO sil)«0  I0(?.~   —  U0) 

Xï=  —  a  : ,  yi=- : ■■ 

io  -+-  siru/u  10  —  sin«0 

Ces  deux  points,  ayant  même  abscisse,  sont  sur  une  parallèle  aux 
axes  des  U  et  des  \  .  D'autre  part,  le  point  milieu  de  leur  inter- 
valle a  pour  ordonnée 

y  =  yjL±.l±  _         10~       . 
2  10  H-  sin  i/0 
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Son  abscisse  étant 


10  —  sin  u. 


on- voit,  par  l' élimination  de  sin«0,  qu'il  se  trouve  sur  la  droite 

icx  -i-  2oj'  =  «tt, 

qui  est  celle  joignant  le  point  e  =  o(jc  =  a,  y  =  o)  au  point 
(}  =  -(*=— a,  y  =  tz). 

La  transformation  indiquée  a  donc  bien  pour  effet  d'amener 
le  point  de  cote  27:  —  uQ  en  coïncidence  avec  le  point  de  cote  un. 

L'abaque  se  trouve  ainsi  réduit  à  la  fig.  2. 


Fit 


--       13 

_      -3 
--       U] 


Son  emploi  consiste  simplement  en  ceci  : 

Joindre  par  une  droite  le  point  coté  e  .sur  V échelle  de 
droite  au  point  coté  0  sur  l'échelle  de  gauche.  Suivant  que  0 
est  plus  petit  ou  plus  grand  que  it,  lire,  au  point  où  cette 
droite  coupe  l'échelle  curviligne,  la  valeur  de  u  plus  petite  ou 
plus  grande  que  -. 

Il  est  bien  évident  que  pour  obtenir,  avec  un  tel  abaque,  le 
degré  de  précision  requis  par  les  besoins  de  l'Astronomie,  il  serait 
nécessaire  de  lui  donner  des  dimensions  qui  rendraient  son  em- 
ploi peu  pratique;,  il  permettra  en  (ont  cas  d'obtenir  rapidement 
une  valeur  approchée  de  l'inconnue,  et  supprimera  ainsi  toui  tâ- 
tonnemenl  dans  l'application  des  méthodes  connues  d'approxi- 
mation. 
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SUR  L'ÉQUATION  D  EULER 
ET  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSOÏDE; 

Par  M.  Paul  Adam. 

L'équation  d'Euler  s'est  présentée  dans  diverses  questions  de 
Géométrie  qui  ont  permis  d'en  donner  des  solutions  géomé- 
triques. 

Lagrange,  par  exemple,  a  intégré  cette  équation  en  partant  du 
triangle  sphérique;  Jacobi,  par  la  considération  d'un  système  de 
deux  cercles,  en  a  fait  connaître  la  solution  sous  une  forme  trigo- 
nométrique  très  simple;  plus  récemment,  M.  Darboux  (')  a  ob- 
tenu une  forme  géométrique  nouvelle  pour  l'intégrale  de  l'équa- 
tion d'Euler  en  prenant  une  famille  d'ovales  de  Descartes  ayant 
les  trois  mêmes  foyers;  M.  Darboux  a  donné  en  même  temps  une 
nouvelle  métbode  très  ingénieuse  pour  l'intégration  de  cette 
équation  différentielle  par  l'analyse. 

Je  vais  indiquer,  dans  cette  Note,  un  autre  procédé  d'intégra- 
tion géométrique  de  l'équation  d'Euler  par  les  lignes  de  courbure 
de  l'ellipsoïde,  et  faire  connaître  une  propriété  remarquable  des 
lignes  de  courbure  d'une  famille  d'ellipsoïdes  convenablement 
cboisie. 

En  prenant,  pour  les  coordonnées  curvilignes  d'une  surface 
réelle,  les  paramètres  imaginaires  conjugués  a  et  (3  des  généra- 
trices rectilignes  de  la  spbère,  dans  la  représentation  sphérique 
faite  à  la  manière  de  Gauss,  cette   surface  a  pour  équation  tan- 

gentielle 

(a  -T-  £)X  -f-  z(P  -  a)  Y  H-  (ap  —  i)Z  -s-  \  =  o, 

\  désignant  une  certaine  fonction  de  a  et  de  [3,  et  ses  lignes  de 
courbure  sont  définies  par  l'équation  différentielle 

(o  *f  d.. =*!  dp.. 

S'il  s'agit  de  l'ellipsoïde 

x"-       y2       z* 

(')  Note  sur  une  classe  de  courbes  du  quatrième  ordre   et  sur   l'addition 
des  fonctions  elliptiques  (Annales  de  l'École  Normale,  rc  série,  t.  IV  ;  1S67). 
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la  fonction  ;  cl  les  coordonnées  ./ .  >  ,  c  de  la  surface  se  calculent, 
en  fonction  de  a  et  de  (3,  au  moyen  des  équations 

a  -+-  B  _  i  (  B  —  a  )  _  a3  —  i 


y  z 


aï  62  cs 

et  il  vient 


l  $  =  v'rt"2 (  *  -h  B)2  —  b*( S  —  a)2  +  cJ(ap-i)j. 

(2)  j  "       a*(a-»-a)«,  —  6*(B  — o)»,  c*(aB  — i)» 

(  s\  y\  z*  = - — ^ —  • 

En  faisant  l'hypothèse  habituelle  a>  b  }>  c,  et  en  posant 

a>(ft*—  C*)-t-'&*(a>— C<) 


(3) 


c*(a*—  6*) 


/??2  étant  une  quantité  supérieure  à  l'unité,  ainsi  qu'il  est  facile 
de  s'en  assurer,  on  trouve,  d'après  l'équation  (i),  que  les  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  sont  définies,  dans  le  système  (a,  (3), 
par  l'équation 

da  rfB 


(4) 


/  a4—  2#w*a*-hi        /B4  —  2»i*3s 


Appelons  /  et  À-  les  deux  racines  réelles  et  positives  du  trinôme 
t- — 2tn2t-\-  \,j  étant  la  plus  grande,  de  sorte  que 

j  =  ni1  -+-  v^  wi*  —  i .         A-  =  m2  —  y/  m4  —  i  ; 

il  suffit  de  poser 

a  =  x  //-,         8  =  y  i/k, 

pour  ramener  l'équation  (4)  à  la  forme  que  lui  a  donnée  Euler 
dx  dy 


(5) 


y/i  i — x*){  i  —  l^x1)      ^{i—y'jii  —  kïy*) 


D'après  cela,  m  l'on  possède,  sous  forme  finie,  entre  x  et  y, 
l'équation  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde,  cette  équation 
sera  l'intégrale  de 

Or  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  sont  situées  sur  les 
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surfaces  homofocales 


z 


, i  =  o  ; 


a2-r-À  &2-t-X  C2-r-À 

en  verlu  des   relations  (2),  a  et  fi  doivent  donc  vérifier,  le  long 
de  ces  lignes  de  courbure,  L'équation 

f*\  aHz+n       fr2(ft-«)2       C2(«3-i)2 

de  sorte  que  l'intégrale  de  l'équation  (5)  d'Euler  revêt  la  forme 
nouvelle  suivante  : 

aïk(x-±-yy       b*k(y  —  xY      &(kxy  —  i)2  _ 
(7)  ^Tt  62-h>,  "^r+x-"-0' 

X  désignant  la  constante  arbitraire. 

Ce  résultat  (7)  appelle  de  suite  une  remarque  qui  nous  per- 
mettra tout  à  l'heure  d'énoncer  un  théorème  :  (7)  est  l'intégrale 
de  l'équation  d'Euler  en  donnant  à  a2,  b-,  c'2  des  valeurs  assu- 
jetties à  la  seule  condition  (3),  laquelle  s'écrit,  en  introduisant 
k  à  la  place  de  m, 

a"-(bn-  —  c2)  —  62(a2  —  c2)_  A2  -+-  1 
c'1(aî —  b'1)  ik 

ou  encore 

a-  b'1  c- 

l'équation  (7)  doit  donc  pouvoir  être  mise  sous  forme  d'une  con- 
stante arbitraire  égalée  à  une  fonction  ne  dépendant  que  de  x, 
y  et  k.  Le  calcul  montre  en  effet  que  l'expression 


ian-b"-c^ 


cs(a*—  b*) 


c2(a2-4-62)] 


(qui  n'est  autre  qu'une  constante  arbitraire)  tirée  de  (7)  ne  con- 
tient que  x,  y  et  À. 

De  même  que  l'équation  (-),  l'équation  (6)  ne  contient  au  fond 
que  a,  (3,  k  et  une  constante  arbitraire  u.,  lorsque  a-,  b2  et  c2  sont 
liés  par  là-relation  (8);  cela  veut  dire  que  l'équation  (G)  constitue 
toujours  la  même  relation  entre  a  et  3  lorsque  a2,  b2  et  c2  varient 
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en   satisfaisant  à  (8),   où  k  est  regardé  comme  une  constante. 

Géométriquement,  ce  fait  se  traduit  de  la  manière  suivante  : 
les  plans  tangents  aux  ellipsoïdes  dont  les  axes  sont  lies  par  la 
relation  (8),  où  k  est  une  constante,  sont  parallèles  quand  on  se 
déplace  le  long  des  lignes  de  courbure  qui  correspondent  sur  ces 
surfaces  à  une  même  valeur  de  [*.. 

On  peut  supposer  que  le  grand  axe  sa  soit  le  même  pour  tous 
ces  ellipsoïdes;  alors  la  relation  (8)  montre  que  si  b  décroît  de  a 
à  zéro,  il  en  est  de  même  de  c,  de  sorte  qu'on  obtient  une  famille 
d'ellipsoïdes  intérieurs  les  uns  aux  autres,  partant  de  la  sphère 
de  rayon  a  pour  se  réduire  à  leur  grand  axe  commun  : 

Sur  ces  ellipsoïdes,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent 
avec  parallélisme  des  plans  tangents. 

Ce  résultat  est  remarquable,  car,  si  l'on  se  propose  de  chercher 
directement  s'il  existe  une  telle  famille  d'ellipsoïdes,  les  équations 
du  problème  ne  montrent  pas  immédiatement  la  possibilité  d'une 
solution. 

Tous  les  résultats  ci-dessus  s'étendent  évidemment  aux  deux 
hyperboloïdes. 

Les  deux  paraboloïdes  permettent  aussi  d'obtenir  une  forme 
nouvelle  pour  l'intégrale  de  l'équation  d  Euler. 


SUR  UNE  MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION 
ET  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  SINGULARITÉS  D'UNE  COURRE  ALGÉBRIQUE; 

Par  M.  E.  Vessiot. 

1 .  Il  est  naturel  de  chercher  à  généraliser  la  méthode  de  transfor- 
mation des  figures  par  projection,  en  prenant  comme  projetantes 
les  droites  d'une  eongruence  quelconque.  Si  l'on  veut  de  plus  que 
par  un  |><>ini  arbitraire  ne  passe  qu'une  seule  projetante,  celte  con- 
gruence  devra  être  du  premier  ordre  ;  et  l'on  obtiendra  la  plus 
simple  (*)  de  ces  méthodes  de  projection,  en  employant  une  con- 


(')  Il  <ti  existe  évidemment  une  infinité;  on  peut  prendre,  par  exemple,  pour 
projetantes  les  droites  qui  s'appuient  sur  une  conique  el  une  droite  qui  la  ren- 
contre, ou  sur  une  cubique  gauchi   e|  une  di  ses  oordes. 
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gruence  linéaire.  C'est  de  cette  méthode  que  nous  voulons  dire 
ici  quelques  mots;  nous  lui  donnerons,  pour  abréger,  le  nom  de 
projection  ou  perspective  quadratique.  Elle  correspond  en  efFet, 
comme  nous  allons  le  montrer,  à  la  transformation  quadratique 
birationnelle  des  figures  planes,  de  même  que  la  projection  co- 
nique, ou  perspective  linéaire,  qui  en  est  visiblement  un  cas  sin- 
gulier, correspond  à  la  transformation  homographique,  ou  li- 
néaire, des  figures  planes. 

Soit  d'abord  une  congruence  linéaire  générale, c'est-à-dire  ayant 
deux  directrices  rectilignes  A  et  B,  ne  se  rencontrant  pas  ;  et  soient 
deux  plans  quelconques  de  l'espace,  PetP'.  Les  droites  delà  con- 
gruence établissent  une  correspondance  birationnelle  (')  entre  les 
points  de  ces  deux  plans;  je  dis  que  cette  correspondance  est  qua- 
dratique. Soit,  en  effet,  D  une  droite  du  plan  P,  par  exemple.  Les 
projetantes  des  divers  points  de  cette  droite,  dans  notre  perspec- 
tive quadratique,  engendreut  la  surface  du  second  degré,  qui 
contient  A,  B  et  D.  La  perspective  de  D  est  la  section  de  cette 
quadrique  parle  plan  P';  c'est  donc  une  conique  :  la  transformation 
est  donc  bien  du  second  degré.  Les  points  principaux  sont,  dans 
le  plan  P'  par  exemple,  les  points  a',  fi',  où  A  et  B  percent  ce  plan, 
et  le  point  y'  où  l'intersection  A  des  deux  plans  est  rencontrée  par 
la  droite  qui  joint  les  pieds  a  et  fi  de  A  et  de  B  dans  le  plan  P.  Ce 
sont  de  même  dans  le  plan  P  les  points  a,  fi,  et  le  point  y  où  la 
droite  a' fi'  rencontre  A.  Enfin  les  points  de  A  sont  à  eux-mêmes 
leurs  homologues. 

Dans  le  cas  où  l'une  des  directrices  de  la  congruence,  A  par 
exemple,  rencontre  A,  les  quatre  points  a,  y,  a',  y'  sont  réunis  en 
un  seul  to.  Alors  les  coniques  C  qui  correspondent,  par  exemple, 
aux  droites  D  du  plan  P,  passent  en  (3',  en  w,  et  ont  même  tan- 
gente en  to  ;  car  le  plan  ((3A)  est  tangent  en  oj  à  toutes  les  qua- 
driques  lieux  des  projetantes  des  points  des  droites  D,  et  sa  trace 
wT'  sur  le  plan  P'  est,  par  suite,  tangente  à  toutes  les  coniques  C 

Si  A  et  B  rencontrent  toutes  deux  A,  on  voit  sans  peine  que  la 
transformation  s'abaisse  au  premier  degré. 

Supposons  maintenant   que  la  congruence  ait  deux  directrices 


(')  Ce   cas   a  été  étudié,  sous  te  nom  de  projection  gauche,  par  Steim  i;  ri 
plus  tard  par  Transon. 
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rectilignes  confondues  en  une  seule  A.  Les  quadriques  précé- 
dentes se  raccordent  alors  le  long  de  A.  Soient  encore  a  et  a'  les 
points  où  A  perce  respectivement  P  et  P',  et  y,  v'  les  points  où  A 
est  rencontrée  par  les  plans  tangents  communs  aux  points  a'  et  a 
respectivement.  Les  coniques  G',  homologues  des  droites  D,  pas- 
sent en  a',  y  et  ont  a'y  pour  tangente  commune  au  point  a'. 

Si  A  rencontre  A,  a,  a',  y,  y'  se  confondent  en  un  seul  point  to, 
et  deux  des  coniques  C',  n'ayant  qu'un  point  commun  en  dehors 
île  w,  y  ont  un  contact  du  second  ordre;  la  tangente  commune  est 
encore  l'intersection  de  P'  et  du  plan  II  tangent  en  w  à  toutes  les 
quadruples  précédemment  considérées. 

Enfin,  si  ce  plan  II  passe  par  A,  la  transformation  s'abaisse  encore 
au  premier  degré. 

2.  Nous  venons  de  retrouver  les  trois  types,  bien  connus,  de  la 
transformation  Irrationnelle  du  second  degré.  Il  nous  reste  à  faire 
voir,  ce  qui  est  presque  évident,  que  nous  les  avons  avec  toute  la 
généralité  possible.  D'une  manière  plus  précise,  nous  allons  prou- 
ver que  : 

Toute  transformation  birationnelle  du  second  degré  s'ob- 
tient par  une  perspective  quadratique  associée  à  une  perspec- 
tive linéaire. 

Supposons  d'abord  une  transformation  birationnelle  de  deux 
plans  P  et  P',  avec  trois  points  principaux  distincts,  a,  t3,  y  poul- 
ie premier,  a',  (3',  y'  pour  le  second.  A  une  droite  A  de  P,  passant 
par  y,  correspond  dans  P'  une  droite  A'  passant  par  y',  et  la  cor- 
respondance des  points  des  deux  plans  définit  sur  A  et  A'  deux 
divisions  homographiques.  On  peut  toujours  supposer  que,  par 
une  perspective  linéaire  appliquée  à  l'un  des  plans,  on  a  fait  en 
sorte  que  ces  deux  divisions  soient  superposables.  Plaçons  donc 
le  plan  P'  de  manière  que  A'  vienne  sur  A  et  que  les  deux  divi- 
sions coïncident  effectivement  point  par  point.  Soient  alors  m  et 
ni'  deux  points  quelconques  homologues  de  P  et  P'.  Les  droites 
homologues  xm  et  dm'  se  coupent  sur  A  (confondue  avec  A'),  et 
par  suite  la  droite  mm'  de  l'espace  rencontre  la  droite  aa';  de 
même  elle  rencontre  (3(3'.  <  >n  a  donc  bien  a  flaire  à  une  perspective 
quadratique. 

Soit,  eu  .second  lieu,  une  transformation  quadratique  biration- 
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nelle  du  second  type.  Aux  droites  I)  du  plan  P  correspondent, 
dans  le  plan  I",  des  coniques  C  ayant  deux  points  fixes  a',  [à',  et 
ayant  en  a'  une  même  tangente  a'T'.  De  même,  aux  droites  D' 
de  P'  correspondent  dans  P  des  coniques  C  ayant  deux  points 
fixes  a,  [3  et  ayant  en  a  une  même  tangente  xT.  A  une  droite  A  pas- 
sant par  a  correspond  une  droite  A'  passant  par  a',  et  l'on  a,  sur 
ces  deux  droites,  deux  divisions  homographiques  où  a  et  a'  sont 
homologues.  Comme  dans  le  cas  précédent,  on  peut  supposer  que 
A'  coïncide  avec  A,  de  manière  que  ces  deux  divisions  coïncident  : 
a  et  a!  en  particulier  sont  confondus  en  un  même  point  w  de  A 
(confondue  avec  A').  Soient  alors  m  et  m'  deux  points  homologues 
quelconques.  Les  deux  droites  fim,  $' m!  sont  aussi  homologues 
et  se  coupent  par  suite  sur  A  en  un  point  A;  donc  mm'  rencontre 
[3(y.  De  plus,  si  l'on  désigne  par  b  et  b'  les  points  d'intersection 
respectifs  de  fi  m  et  aT  (c'est-à-dire  toT),  et  de  $' m!  et  a'T'  (c'est- 
à-dire  wT'),  fi  est  l'homologue  de  b'  et  fi'  celui  de  b.  Les  deux 
divisions  homographiques  déterminées  sur  [im  et  ^'m'par  la  cor- 
respondance des  deux  plans  ayant  un  point  commun,  le  point  À, 
les  droites  mm',  fib',  et  $' b  passent  par  un  même  point,  c'est- 
à-dire  que  mm'  rencontre  l'intersection  des  deux  plans  (pwT'), 
et(jS'toT).  On  a  donc  bien  encore  une  perspective  quadratique. 

On  peut  aussi  supposer  que  l'on  a  amené  fi  et  fi'  sur  l'intersec- 
tion A  des  deux  plans,  et  que  les  points  de  cette  droite  sont  à  eux- 
mêmes  leurs  homologues.  Alors  deux  rayons  homologues  y.m< 
a.1  m'  se  coupent  en  X  sur  A,  et  si  m  décrit  a  a,  m'  se  déplace  sur 
a'A  de  façon  que  mm'  va  toujours  couper  aa'  au  même  point  A, . 
A  tout  point  X  correspond  ainsi  un  point  A,  et  un  seul.  D'autre 
part,  si  p  et  p'  sont  deux  points  homologues  non  situés  dans  le  plan 
(aXa'),  la  droite/)/)'  ne  passe  pas  par  ~k{  ;  sans  quoi  les  droites  pin 
et  p' m' se  couperaient  sur  A,  et,  ayant  trois  points  homologues 
deux  à  deux,  seraient  homologues  l'une  de  l'autre;  ce  qui  est 
impossible,  pin  par  exemple  ne  passant  ni  en  a  ni  en  fi.  Donc  à 
.un  point  A,  ne  correspond  aussi  qu'un  point  A,  et  il  y  a  corres- 
pondance homographi que  entre  les  points  \  et  Xt ,  ou,  si  l'on  veut, 
entre  les  plans  (aAa')  et  les  points  A(  par  où  passent  toutes  les 
droites  mm'  contenues  dans  l'un  de  ces  plans.  C'est  dire  que  la 
transformation  considérée  est  une  perspective  quadratique  ayant 
pour  directrice  rectiligne  double  la  droite  aa'. 
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R.<  -te  le  cas  où  les  trois  points  principaux  de  la  transformation 
sont  confondus.  Aux  droites  de  P  correspondent  dans  ly  des  co- 
niques ayant  un  contact  du  second  ordre  en  un  point  a';  aux 
droites  de  P'  des  coniques,  situées  dans  P,  et  ayant  en  un  point  a 
un  contact  du  second  ordre.  On  peut  encore  supposer  que  a  et  a' 
coïncident  en  10,  et  que  les  points  de  l'intersection  A  des  deux 
plans  sont  à  eux-mêmes  leurs  homologues.  Soient  alors  m  et  m' 
deux  points  homologues  quelconques;  les  droites  tom,  u>ml  sont 
homologues,  et  font  partie  de  deux  faisceaux  homographiques 
plans,  qui  ont  A  pour  rayon  commun.  Donc  tous  les  plans  (m  tom') 
passent  par  une  même  droite  A.  De  plus,  toutes  les  droites  mm' 
situées  dans  un  même  plan  passant  par  A  vont  couper  cette  droite 
en  un  même  point  a,,  et  Ton  verra,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'il  y  a  correspondance  homographiquc  entre  les  plans  passant 
par  A  et  les  points  )H  .  La  proposition  annoncée  est  dès  lors  entiè- 
rement démontrée. 

3.  Nous  avons,  dansée  qui  précède,  employé  la  transformation 
par  perspective  quadratique  pour  faire  correspondre  les  points  de 
deux  plans.  On  peut  s'en  servir  aussi  pour  établir  une  correspon- 
dance entre  les  points  de  figures  quelconques  dans  l'espace,  ou 
entre  les  points  d'une  ligure  plane  et  ceux  d'une  figure  de  l'espace. 
Nous  allons  montrer,  à  titre  d'exemple,  que  l'on  en  déduit  un 
moyen  bien  simple  de  faire  correspondre  {birationnellement)  à 
une  courbe  plane  algébrique  n'ayant  que  des  points  multiples 
à  tangentes  distinctes  une  courbe  algébrique  gauche  sans 
points  singuliers  (  '  ). 

Les  raisonnements  qui  suivent  reposent  sur  cette  remarque  d'Al- 
gèbre que,  étant  données  un  nombre  quelconque  d'équations 
algébriques  entre  des  indéterminées  u,  e,  <r,  h,  .  .  ., 

/,(a,  vt  ...)  =  o,       /,(m,  v,  ...)  =  o,     ...,    /p(u,  p,  ...)  =  <>, 

il  existe  ton  juins  des  'valeurs  de  u.  r.  o\  //....  qui  ne  satisfont 
à  aucune  de  ces  équations,  pourvu  qu'aucune  d'elles  ne  soit 
une   identité.    En   <:llct,   dm-    l'hypothèse  contraire,  le   produit 


(•)  Voir,  à  ce  sujet,   une  Note  de  M    Poincaré  dans  les  Compte»  rendus  <i< 
/    Icadémie  (  :  juillet   i  Bg 
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f\fi  ■  •  -  fp  serait  identiquement  nul,  sans  qu'aucun  de  ses  facteurs 
le  soit. 

Cela  posé,  soit 

une  courbe  algébrique  plane  n'ayant  que  des  points  multiples  à 
tangentes  distinctes;  et  soit  une  congruence  linéaire,  ayant  deux 
directrices  reclilignes  distinctes  A  et  B,  dont  les  pieds  a,  (ii  dans 
le  plan  des  xy  ne  soient  pas  sur  la  courbe  C.  Soit  enfin  un  plan 
quelconque 

(P)  P(cc,y,  z)  =  u x  -+-  vy  -t-  wz  -+-  h  =  o. 

Par  chaque  point  M(£,  yj)  de  C  passe  une  droite  D  et  une  seule 
appartenant  à  la  congruence  :  sur  cette  droite  déterminons  un 
point  R(x, y,  z)  par  la  condition 

Le  lieu  des  points  R  est  une  courbe  gauche  G  qui  correspond 
ainsi  point  par  point  à  C.  Je  dis  qu'on  peut  disposer  des  indéter- 
minées u,  v,  w,  h  de  manière  que  G  n'ait  pas  de  points  multiples. 
C'est  ce  qui  résultera  des  remarques  suivantes  : 

i°  Le  degré  de  G  est  c  -+-  2/1,  n  et  c  étant  l'ordre  et  la  classe 
de  C.  On  le  voit  en  coupant  par  le  plan  des  xy  ;  on  obtient  d'abord 
les  points  situés  sur  a(3,  au  nombre  de  n  et  tous  distincts,  si  a,  [3 
sont  convenablement  choisis,  et  si  le  plan  P  n'est  pas  parallèle 
à  a[3.  On  a  de  plus  les  solutions  du  système 

(K)  (UX-\-Vy  +  h)?l  4-|£=o, 

(G)  /(,r,</)  =  o. 

Il  y  a  là  ri1  nouveaux  points,  dont  il  faut  défalquer  un  certain 
nombre,  à  cause  des  points  multiples  de  C.  Or  un  de  ces  points 
ne  cesse  d'être  un  point  simple  de  K,  à  tangente  distincte  de  celles 
de  C,  que  pour  des  valeurs  particulières  de  «,  v,  h,  que  nous 
écartons.  Nous  devons  donc  retrancher  le  même  nombre  de  points 
que  pour  la  détermination  de  la  classe,  c'est-à-dire  n(n—  1)  — c. 
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Il  reste  donc  un  nombre  de  points  égal  à 

n*  —  |  n  (  n  —  1  )  —  c  ]  =  c  -+-  n. 

Et  l'on  a  bien  en  tout  c  +  v,n  points  d'intersection,  que  Ton  peut 
supposer  tous  distincts:  de  sorte  que  ce  sont  des  points  simples 
de  la  courbe  gauche  G. 

a0  Les  directions  asvmptotiques  de  G  sont  distinctes.  D'abord  c 
de  ces  directions  proviennent  des  valeurs  infinies  de  u.,  qui,  par 
un  choix  convenable  des  axes  de  coordonnées,  correspondent  à 
des  points  M  distincts.  Deux  d'entre  elles  ne  seraient  parallèles 
que  si  c'étaient  des  droites  de  la  congruence  rencontrant  à  l'infini 
l'une  des  directrices  A  ou  B.  Mais  alors  les  points  M  correspon- 
dants seraient  sur  l'une  des  droites  d'intersection  du  plan  des  xy 
et  des  plans  menés  par  chacune  des  directrices  parallèlement  à 
l'autre;  ce  que  l'on  évite  encore  par  un  choix  convenable  des 
axes. 

Les  autres  directions  asvmptotiques  proviennent  des  droites  D 
parallèles  au  plan  P.  Ces  droites  sont  sur  un  paraboloïde  qui  coupe 
le  plan  des  xy  suivant  une  conique  y,  passant  en  a  et  ,3  et  coupant 
C  en  in  points  qu'on  peut  supposer  distincts,  puisqu'on  peut  se 
donner  v  a  priori  et  choisir  ensuite  A,  B  et  P.  On  a  donc  là  ■>.  n 
directions  asymptotiques  nouvelles,  toutes  distinctes,  et  distinctes 
des  précédentes.  Donc,  en  tout,  c  +  2/i  points  à  l'infini,  tous 
distincts  et,  par  conséquent,  tous  simples  sur  G. 

3"  Les  points  situés  sur  A  ou  B  sont  simples.  Soit  en  effet  B0 
un  de  ces  points,  situé  sur  A  par  exemple,  et  coupons  G  par  le 
plan  P  =  u.0  qui  passe  par  R0.  Il  y  a  in  points  d'intersection  à 
l'infini  el  c  à  distance  finie,  correspondant  aux  points  de  contact 
des  tangentes  à  C  de  coefficient  angulaire  ui0.  Deux  de  ces  points 
ne  pourraient  se  confondre  en  R0  que  dans  l'un  des  trois  cas  sui- 
vants : 

a.  La  droite  D„  correspondante  passe  par  un  point  multiple 
de  C,  d'ordre  /.  par  exemple.  Mais  [jl  a  par  hypothèse  en  ce  point  /. 
valeurs  distinctes,  cl  les  /.  points  correspondants  situés  sur  I),, 
sonl  distincts. 

h.    La   droite    I),,  a  son  pied   en  un  point  d'iiille\ion  de  C.  Mais 


-  215  - 

ces  points  sont  en  nombre  limité,  donc  aussi  les  points  où  les 
droites  D  correspondantes  rencontrent  A  et  B.  On  peut  donc, 
d'après  la  remarque  d'Algèbre  faite  au  début,  supposer  //,  r,  w,  h 
tellement  choisis  qu'aucun  de  ces  derniers  points  ne  soit  dans  le 
plan  P  =  jjl  qui  lui  correspond. 

c.  Par  R0  passent  deux  droites  D0.  Les  pieds  de  ces  droites, 
_M0  et  My,  sont  alors  sur  un  même  rayon  issu  de  a,  et  les  tangentes 
en  ce  point  sont  de  plus  parallèles.  Or  cela  n'arrive  que  pour  un 
nombre  limité  de  rayons  passant  par  a  (a  étant  quelconque)  et  par 
suite  il  n'y  correspond  qu'un  nombre  limité  de  points  de  A;  on 
peut  donc  encore  supposer  qu'aucun  d'eux  n'est  dans  le  plan  P=p. 
correspondant,  c'est-à-dire  qu'aucun  d'eux  n'est  un  point  R0. 

Tout  point  R0  est  donc  bien  simple. 

4°  Tout  point  R  de  G,  autre  que  les  précédents,  est  simple. 
Coupons  en  effet  par  le  plan  (RA).  Il  n'y  aurait  deux  points  de 
l'intersection  confondus  en  R  que  si  la  trace  a  M  de  ce  plan  sur  le 
plan  des  xy  était  tangente  en  M  (point  homologue  de  R)  à  la 
courbe  G.  Mais  alors  le  fait  analogue  ne  peut  se  produire  en  cou- 
pant par  le  plan  (RB),  à  moins  que  M  ne  soit  un  point  multiple 
de  G,  ce  qui  n'a  pas  lieu  si  l'on  prend  a  et  S  en  dehors  des  tan- 
gentes aux  points  multiples  de  C. 

Le  théorème  est  donc  démontré,  car,  en  vertu  de  la  remarque 
préliminaire,  on  peut  satisfaire  simultanément,  par  un  choix  con- 
venable des  indéterminées  de  la  transformation,  aux  diverses  con- 
ditions d'inégalité  que  nous  avons  dû  introduire  successivement. 

4.  Remarquons  encore  que  notre  courbe  G  a  certainement  des 
cordes  qui  ne  la  rencontrent  qu'en  deux  points;  car,  dans  le  plan 
(|j  A),  par  exemple,  il  n'y  a  de  points  de  la  courbe  que  sur  a(3  et 
sur  A;  de  sorte  qu'en  joignant  un  des  n  premiers  points  à  un  des 
c  -+-  n  autres,  on  a  l'une  des  cordes  annoncées.  Si  donc  on  fait  la 
perspective  linéaire  de  G  sur  un  plan,  avec  un  point  de  vue  arbi- 
traire, on  obtiendra  une  courbe  C'  n'ayant  que  des  points  doubles 
à  tangentes  distinctes.  Nous  avons  donc  là  une  démonstration 
nouvelle  de  ce  théorème  connu  : 

Toute  courbe  plane  algébrique  G  n'ayant  que  des  points 
multiples  à  tangentes  distinctes  peut  être  transformée,  par 
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une  transformation  birationncllc,  en  une  courbe  plane  algé- 
brique G'  n'ayant  pas  d'autres  singularités  que  des  points 
doubles  à  tangentes  distinctes  ('). 

Notre  démonstration  nous  paraît  présenter  cet  intérêt  que  l'on 
pourrait  écrire  immédiatement  la  transformation  qui  change 
C  en  C. 

Kn  fin  la  même  méthode  s'appliquera  encore  pour  faire  corres- 
pondre à  une  courbe  algébrique  plane  quelconque  une  courbe 
gauche  n'ayant  aucun  point  singulier.  Il  suffira  de  remplacer,  dans 
ce  qui  précède,  la  quantité  u.  par  une  de  ces  fractions  l'ationnelles 
qu'Halphen  a  appris  à  former  ('-),  et  qui  jouissent  de  celte  pro- 
priété de  se  développer,  pour  les  points  de  chacun  des  cycles  de 
la  courbe  donnée 

*  =  **■+#*,        y=yk  +  t"k" ■[/*], 
sous  la  forme 

[l  =  \x/L-  h-  akth-+- .  •  ■ ,         (  «  a-  3^  o  ). 

On  voit  alors  immédiatement,  en  prenant  par  exemple  le  plan 
P  =  o  pour  l'un  des  plans  de  coordonnées,  que  G  n'aura  que  des 
cycles  d'ordre  égal  à  i.  On  pourra  de  plus  disposer  de  l'indéter- 
mination de  |jl  de  manière  que  les  différentes  valeurs  de  jjla?  cor- 
respondant aux  cycles  de  C  qui  ont  une  origine  commune,  soient 
inégales;  et  dès  lors,  les  raisonnements  précédents  peuvent  se 
reprendre,  avec  de  simples  modifications  de  détails.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  courbe  plane  algébrique  est  la  perspective  quadra- 
tique cV  une  courbe  gauche  ti  avant  aman  point  singulier,  et 
la  perspective  linéaire  de  cette  dernière  n'a  que  des  points 
doubles  à  tangentes  distinctes,  si  le  point  de  vue  est  conve- 
nablement  choisi. 


(■)  On  ■'  longtemps  admis  ce  théorème,  Bans  démonstration  rigoureuse.  Voir 
le  Traité  d'  inalyse  de  M.  Picard,  t.  11.  p.  366.  M.  Simart  (Comptes  rendus 
de  l'Académie,  8    mai  1893),    M.    Poincaré   [Ibid.,  3  juillet  i8g3),  M.   Bertini 

(  Afathematist  lu    Innalen,  1 .  \U\  )en  ont  <l lé  depuis  diverses  démonstrations. 

1  où .  pai  1  11  mple,  son  Étude  sur  les  points  singuliers,  dans  le  Traite  de 
Ge'onn  a  te  de  Salmon. 
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COMPTES   RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE  DU  S   DÉCEMBRE   1894. 

PBÉSIOBNCE    DE    M.    PICQUET. 

Communications  : 

M.  Cahen  :  Sur  une  généralisation  de  la  formule  qui  donne 
la  constante  d ' Euler. 

M.  D.  André  :  Sur  un  théorème  empirique  d'Arithmétique. 

M.  Carvallo  :  Sur  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  mouvement  de  propagation  en  Physique  mathé- 
matique. 

SÉANCE  DU  19  DÉCEMBRE  1894. 

PRÉSIDENCE    DE    AI.    l'ICQl  ET. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  un  théorème  de  Mécanique. 
M.  Emile  Picard  transmet  une  Note  de  M.  E.  Cartan  Sur  un 
théorème  de  M.  Bertrand. 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Propriété  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans  l'espace. 

J'ai  donné  récemment,  à  la  Société  Philomathique,  la  démon- 
stration du  théorème  suivant  : 

Si  un  point  matériel,  M,  animé  de  la  vitesse  MV,  et  soumis 
à  la  force  MF,  satisfait  ci  la  loi  des  aires  par  rapport  et  un 
point  fixe  O,  c'est-à-dire  si  les  aires  décrites  par  OM  sur  la 
surface  du  cône  de  sommet  O  sont  proportionnelles  aux  temps, 
les  deux  plans  OM\  ,  OMF sont  constamment  perpendiculaires. 

La  démonstration  que  j'ai  communiquée  à  la  Société  Philoma- 
thique, bien  que  facile,  peut  encore  être  simplifiée  d'une  façon 
qui  rend  pour  ainsi  dire  le  théorème  intuitif  et  se  prèle  à  une 
intéressante  généralisation . 

XXII.  [') 
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Si  en  effel  nous  posons  p  =U  (m  -j-J>  l'extrémité  du  vecteur  v, 

vitesse  aréolaire,  décrira  une  courbe  (P)  que  j'ai  appelée  Vhodo- 
graphe  aréolaire  des  mouvements.  La  vilessede  ce  point  P  sera 

Or,  p'  élant  Taxe  du  plan  OMF,  p  celui  du  plan  OMY,  il  s'en- 
suit/que  l'angle  de  p'  et  de  p  sera  égal  à  celui  des  deux  plans  en 
question. 

Donc  l'angle  des  deux  plans  OMV,  OMF  est  égal  à  celui 
que  forme  la  vitesse  sur  l'hodo graphe  aréolaire  avec  le  rayon. 
OP  correspondant. 

Si  la  loi  des  aires  est  vérifiée,  la  grandeur  de  OP  est  constante, 
l'hodographe  (P)  est  une  courbe  sphérique,  et  l'angle  de  p' avec  p 
est  droit.  JNous  avons  donc,  comme  corollaire,  l'énoncé  rappelé 
au  débutde  cette  Note. 

Si  l'hodographe  se  réduit  à  la  droite  OP,  l'angle  considéré  est 
nul,  et  la  force  est  évidemment  dirigée  dans  le  plan  OMV,  le 
mouvement  étant  plan. 

Si  ces  deux  circonstances  se  produisent  à  la  fois,  nous  tombons 
dans  le  cas  des  forces  centrales,  la  force  étant  dirigée  suivant  MO. 
L'hodographe  aréolaire  se  réduit  alors  à  un  point. 

De  là  résulte  un  moven  graphique  des  plus  simples  pour  avoir 
le  plan  oscuiateur  à  une  courbe  donnée  (M).  Si  en  effel  nous  con- 
sidérons  celte  courbe  comme  parcourue  d'un  mouvement  uni- 
forme, il  suffira  d'élever,  par-  un  point  lixc  O,  une  perpendicu- 
laire (  )P  au  plan  <  )M  Y  et  de  porter  sur  cette  droite  une  longueur 
OP  proportionnelle,  ou  simplement  égale,  à  la  dislance  de  O  à  la 
tangente  MV.  On  obtiendra  ainsi  une  courbe  (P)  dont  la  tangente 
en  P  sera  perpendiculaire  au  plan  OMF.  Donc,  en  menant  par 
<  ).  ou  par  M,  un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  en  P,  son  in- 
tersection avec  le  plan  normal  en  \1  donnera  la  normale  principale 
MF.  ht  force  étanl  normale  puisque  le  mouvemenl  est  uniforme. 

appelons  /■,  e.  w  les  grandeurs  du  rayon  <  >M,  de  la  vitesse  et 
<lr  l'accélération  «lu  point  M,  0  l'angle  de  la  vitesse  avec  <)M, 
m  celui  de  l'accélération  avec  la  même  droite.  Les  grandeurs  de 
p  el  de  p'  sonl  alors  rcsinf),  rwsin'cp,  el  il  s'ensuit  en  particulier 
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que  le  rayon  vecteur  OV  el  la  vitesse  sur  l'hodographe  aréolaire 
sont  dans  le  même  rapport  que  les  projections  de  la  vitesse  et  de 
l'accélération  dans  le  mouvement  considéré,  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  OM. 

M.  Maknheim  adresse  la  Note  suivante  : 

Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  de  l'indicatrice. 

Dans  une  Communication  que  j'ai  faite  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  j'ai  montré  de  plusieurs  manières  comment  on  peut 
déterminer  les  éléments  principaux  de  courbure  d'une  surface  (S) 
lorsqu'on  connaît  les  centres  de  courbure  de  trois  courbes  de  con- 
tour apparent  de  cette  surface. 

L'une  d'elles  est  fondée  sur  une  propriété  de  l'indicatrice,  qui 
n'avait  pas  encore  été  signalée,  et  que  j'ai  seulement  énoncée. 

Depuis,  j'ai  donné  deux  démonstrations  de  cette  propriété  (2); 
j'en  apporte  aujourd'hui  une  troisième,  plus  simple  encore  que 
les  précédentes. 

Soient  a  un  point  de  (S)  et  A  la  normale  en  ce  point  à  cette 
surface.  Projetons  (S)  sur  un  plan  mené  par  A  au  moyen  de  pro- 
jetantes perpendiculaires  à  ce  plan;  on  obtient  ainsi  une  courbe 
de  contour  apparent  dont  le  centre  de  courbure  correspondant  à  a 
est  un  point  de  A. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  : 

Les  rayons  de  courbure  en  a  des  courbes  de  contour  appa- 
rent de  (S),  obtenues  sur  des  plans  menés  par  A  au  moyen  de 
projetantes  respectivement  perpendiculaires  à  ces  plans,  sont 
proportionnels  aux  carrés  des  distances  de  a  aux  tangentes 
de  l'indicatrice  de  (S)  en  ce  point,  tangentes  qui  sont  pa- 
rallèles à  ces  projetantes. 

Appelons  I  l'indicatrice  de  (S),  courbe  qui  est  tracée  sur  le  plan 
tangent  en  a  à  cette  surface. 

Les  tangentes  à  cette  courbe  parallèles  aux  projetantes  forment 


(')  Séance  du  i3  août  i8f)4- 

('■")  Messenger  of  Mathematics,  août  t8g4< 
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l'indicatrice  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  (S),  cylindre  qui 

la  projette  ortliogonalement  sur  un  plan  mené  par  A. 

appelons  c  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes  avec  I  et 
p  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  celte  droite. 

Désignons  par  R  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  a  de  la 
section  faite  dans  le  cylindre  par  le  plan  (A,  ap)]  R  est  le  ravon 
de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent  de  (S)  projeté 
sur  A. 

Désignons  par  p  le  ravon  de  courbure  de  la  section  faite  dans 
le  cylindre  par  le  plan  (A,  ac)\  p  est  aussi  le  rayon  de  courbure 
de  la  section  faite  par  le  même  plan  dans  (S). 

Puisque  la  droite  cp  appartient  à  l'indicatrice  du  cylindre,  on  a 

R  p 

ap  ac 

Ce  dernier  rapport  est  constant,  lorsque  la  direction  des  pro- 
jetantes  varie,  puisque  les  points  tels  que  c  sont  toujours  sur  [. 

Le  rapport  — -t  est  alors  constant,   quel   que  soit  le  plan  mené 

par  A,  et  la  propriété  est  démontrée. 

Appelons  R|,  R2  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S)  en  «, 
m  l'angle  des  projetantes  avec  le  grand  axe  de  I  et  a,  J3  les  demi- 
axes  de  cette  indicatrice.  On  a 

R         R, 
ap 


mais 


on  a  alors 


ap     =  a-sin'-o  —  p*  C0S*<9 


°"  R 
R=  R,  sin^I/-^  S- — -  eos2a. 


B2  R 
Comme-   2—  =  R2,  ''  yienl  R  =  R(  sin-s  -j-  l\2  cos2'^,  qui  est 

l'expression  connue. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


NOTE  SUR  LA  DÉFORMATION  INFINITÉSIMALE  DES  SURFACES. 
Par  M.  E.  Genty. 

Dans  un  Mémoire  non  encore  publié  relatif  à  la  déformation 
infinitésimale  des  surfaces,  j'ai  obtenu  quelques  propositions,  dont 
l'énoncé  intéressera  peut-être  les  lecteurs  du  Bulletin. 

1 .  M.  Bianchi  dit  que  deux  surfaces  (A)  et  (B)  sont  associées, 
lorsqu'elles  se  correspondent  point  par  point,  avec  parallélisme 
des  plans  tangents,  de  telle  sorte  qu'aux  asymptotiques  de  l'une 
corresponde  sur  l'autre  un  réseau  conjugué. 

Soient  x,y  et  z\  xK.  yK  et  zt  les  coordonnées  de  deux  points 
correspondants  A  et  B,  de  deux  surfaces  (A)  et  (B)  qui  se  cor- 
respondent point  par  point.  Pour  que  ces  deux  surfaces 
soien  t  associées,  il  fa  ut  et  il  su/fit  que  les  expressions  z ,  dy — yK  dz, 
x,  dz  —  zt  dx,  yt  dx  —  x{  dy  soient  des  différentielles  exactes, 
de  telle  sorte  qu'on  puisse  poser 

(  *\dy— yxdz  =  d\. 

(i)  '   Xy  dz  —  z:  d.r  =  drt. 

\  ji  d.r  —  .r  j  dy  =  d^. 

£,  t\  et  Z,  sont  alors  les  coordonnées  d'un  point  M  d'une  surface 
(M)  correspondant  à  (A)  par  orthogonalité  des  éléments. 

2.  Si  les  premiers  membres  des  équations  (i)  sont  des  différen- 
tielles exactes,  il  en  sera  de  même  des  expressions  z  dy{  — y  dz^ 
x  dz\  —  z  dx\,y  dx{  —  x  dyK ,  et  l'on  pourra  poser 

i   a  dyt  —ydzt  =  dzA. 

(•2  )  ■     X  dZi  —  ^  d.lt  —  dl\  ] . 

'  ydxv  —  xdyv—  dlA. 

q,,  t\\   et  iÇ,  seront  les  coordonnées  d'un   point  N  définissant  une 
surface  (N)  qui  correspond  à  (B)  par  orthogonalité  des  éléments. 
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On  nura  d'ailleurs 

dr\  —  drA  —  (/(  ;./-,  —  zt  .1  ■  ), 
</:  —  </:,  =  d(xyt  —  xtjr), 

ou,  en  disposant  convenablement  des  constantes  introduites  par 
les  intégrations, 

!~  —  îl  —  Jz\  —  J  \zt 
*i  —  r,i  =  za71  —  -l'r> 
Ç—  Ci  =  xyi  —  xiy. 

3.  Soient  X,  Y  et  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au 
point  A  de  (A).  //  et  v  les  paramètres  arbitraires  auxquels  on  rap- 
porte la  surface,  et  posons 


DA  = 

ri  O.r  <>\ 
O  dit   Ou 

DÂ  = 

Q  O.r   0\ 

\J  du  dv 

d;= 

r\  dx  <i\ 
\J  dv  dv 

S0:> 
d\ 


d.r  OX 
Ou 


où  nous  désignons  par  le  signe  X  une  somme  étendue  à  trois  termes 

jouant  le  même  rôle  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés. 

Les  quantités  DA,  DA  et  D'A  seront,  à  un  facteur  commun  prés, 
pour  la  surface  (A),  les  déterminants  de  Gauss  D,  D'  et  D";  nous 
les  appellerons  les  coefficients  déforme  de  (A). 

<  )n  aura  de  même,  pour  les  coefficients  de  forme  de  (B), 

_      n  dxi  dX 

,  _       n  dx\  dX  ri  dx\  dX  _ 

B  ~~  _  »3  ~du    dv        ~  V  ~àv    dû  ' 

OàpàX 

O  dv    dv 

el   la  condition  qui   exprime  qu'aux  asymptoliques  de  l'une  des 
surfaces   correspond    sur    l'autre    un    réseau   conjugué    prend    la 

lui  llic 

|    |  Djt  I»;         >!>A  ll'ii  -i     l>A  l'i:         <"■ 
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Or,  si  l'on  pose 

p   sera  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  en  Fi  à  (B)  el  Ton 

aura 

(<r-f>  dp        ,  dp 

\duôv       '   du       '    dv       '"   ' 

_.,/  / d2p  dp  ,  dp 

\  dv*  du        '    dv 

e,  f  el  g  désignant  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  de  la  re- 
présentation sphérique  de  (A),  a,  a',  ^,  fi',  y  et  y'  les  symboles  de 
Christoffel  dérivés  de  cet  élément  linéaire. 

Si  enfin  dans  l'équation  (4)  on  remplace  DR,  DB  et  D,'{  par  les 
expressions  qui  précèdent,  il  vient 

\»>®-->&--($:*'>)-^{&i-*%-vt+*) 

C'est  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
d'où  dépend  la  recherche  d'une  surface  (B)  associée  à  une  surface 
donnée  (A).  Elle  a  pour  caractéristiques  les  asymptotiques 
de  (A). 

On  a  d'ailleurs 

*E  (  Z  °-  -  Y  ^  )  +  ' }/  '(  Y  -  -  Z  ~Y 

v        du  \      dv  dv  )        dv  \      du  du 


avec  les  expressions  analogues  pour  j',  et  zt. 
Ainsi  : 

Toit  te  solution  p  de  l'équation  (à)  détermine  : 

i°   Une  surface  (B)  associée  et  (A)  ; 

2°  Deux  surfaces  (M)  et  (N)  correspondant  respectivement 
à  (A)  et  (B)  par  orlhogonalité  des  éléments; 

3"  Quatre  couples  de  sur/aces  applicables  dont  la  construc- 
tion est  bien  connue  ; 


î"  Enfin,  une  déformation  infinitésimale  des  surfaces  (A), 
B),     M)  et  (N)  définie  par  les  relations 


Tl 

=  J'i-t-îiçi, 

y\ 

=  ^i-H  EjTji, 

z\ 

—   *  1  "+-  - 1  -  1  i 

=  ;  i  -+-  -3  - 1  ' 

11 

=  *îi  +ss.y„ 

■=1 

—   -,1  -+-  Bs*l« 

f'  =  x  •+-  eÇj 
(A')      '.»-:..•  h- rr,.  (B') 

(  *'  =  z  +  e£, 

;   £'  =  ?-+-  i,.r. 
(M')     '  î,'  =  r,  -     uy,  (N') 


L'équation  (5)  admet  pour  solution  particulière  le  cosinus  rie 
l'angle  de  la  normale  en  A  à  (A)  avec  une  direct*  n  li\e  quel- 
conque. 

Pour  cette  solution,  l'associée  de  (A)  se  réduit  à  un  point  fixeB; 
la  surface  (M)  est  un  plan  et  la  déformation  correspondante  de  (A) 
consiste  dans  une  rotation  autour  de  OB,  suivie  d'une  translation. 
La  surface  est  donc  simplement  déplacée,  niais  non  déformée.  A 
toute  autre  solution  de  L'équation  (3)  correspond  une  déformation 
effective  de  (A). 

A.    Des  relations  (i)  et  (2)  on  tire 

Ydl  -  ZdT             .          YrfÇ,  —  Zrfr., 
dx  —  -  —  ■>  d.rx  —  — - , 


où  q  —  ^xX  désigne  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  en 

A  à  (A),  avec  des  expressions  analogues   pour  les  différentielles 
des  aulres  coordonnées. 

Donc  le  point  M , ,  qui  a  pour  coordonnées 

x     y     z 

—  ■>    —  ■>   —  > 
p     p     /' 

définit  une  surface  (Mi)  associée  à  Nl\c'est  la  polaire  réciproque 
de  1  B  \par  rapport  à  l'origine. 

I  )c  même  l'associée  de  1  N  1  esl  la  polaire  réciproque  de  (  A)  par 
rapport  à  I  origine. 

.*).    Par  des  calculs  liés  simples,  on  obtient,  pour  les  coefficients 


de   forme  des   surfaces  (M),  (N),  (A'),  etc.,  les  expressions  sui- 
vantes  : 

Dm  =  £n)ADi-DÂDB), 

D„  =  P/(  ,  DA  D£  -  D:vDi, ,  =  £  (  DA  Db-  Dl  D„), 

D*"  "-'£«' D'»  D«  ~  DÂ  Di«  i: 

D,=  ^DS, 

a/? 
a/? 


D  v  =  DA 


;A 


I» 


M, 


DÂ  .•=  D'A-+--DM, 

P 

di.  =  d"a-h  —  d;i; 


D„.=  Db  +  ^D., 
/> 

D«.  =  Ob  -t-  -1-  DM, 
/' 

D,", .  =  D;  -  il*  D^; 
P 


DM  .=  DM-S-â-DA> 

d'm.=  dî,+.^d;, 

DM  =DM  =  ii*DA; 


D.v  =  D,  -h  ^  DB, 


D>  -  l»N 


D'h, 
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OÙ  l'on  a  posé 

a  =  /api  -i,- y*  -f-^i   =  ÔÂ, 

Soient  d'abord  m  et  v  les  paramètres  du  réseau  conjugué  commun 
à  (A)  et  (B).  On  aura 

DÂ  =  D'B  -  o 
et,  par  suite, 

DM  =  Dm  =  DN  =  D>  =  o. 

Donc  au  réseau  conjugué  commun  aux  deux  surfaces  asso- 
ciées (A)  et  (B)  correspondent  les  asymptotiques  des  surfaces 
(M)e*(N). 

Soient  maintenant//  et  r  les  paramètres  des  asymptotiques  de  (A). 
On  aura 

DA  =  D'À  =  D«  =  DM  =  D'y  =  D'„  =  Dv  =  o  ; 
on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Aux  asymptotiques  de  (A)  correspondent  :  les  réseaux  con- 
j ugués  des  surfaces  (B)  et  (N)  qui  restent  conjugués  dans  la 
déformation  infinitésimale  correspondante  de  ces  deux  sur- 
faces; un  réseau  conjugué  sur  CM.)]  les  asymptotiques  de  la 
surface  (N,)  associée  à  (IN). 

On  a 

da  n;;  -  d;v  d;,  -- d;;  Drt  =o. 

Donc  aux  asymptotiques  de  (V)  correspond  sur  (B')  un  réseau 
conjugué  et  inversement. 

6.   Reprenons  enfin  les  équations  (3) 

l  —  Et  =--J-i  —.>'i-, 

T)  —  T(1  =  ZXi  —  ZiX, 

s—  ^1   =  -^'î  — ^lj- 

La  normale  en  M  à  (M  )  étant  parallèle  à  OB  et  la  normale  en 
\  .i  '  \  i  étanl  parallèle  à  OA,  ces  équations  montrent  que  (M) 
<-i  i  N  i  Mini  le»,  deux  nappes  «le  la  surface  focale  de  la  congruence 


_    *>47    


engendrée  par  la  droite  INI  IN  ;  et,  comme  les  asvinptoliques  se  cor- 
respondent sur  ces  deux  surfaces,  on  a  immédiatement  la  propo- 
sition suivante  de  Kihaucour  : 

Considérons  une  déformation  infinitésimale  d'une  surface 
(A)  et,  par  chaque  point  A  de  (A),  menons,  dans  le  plan  tan- 
gent à  cette  surface,  la  droite  perpendiculaire  au  déplacement 
que  subit  le  point  A  dans  la  déformation  ;  .les  droites  ainsi 
construites  forment  une  congruence  telle  que  les  asympto- 
tiques se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  fo- 
cale. 

On  a,  d'ailleurs, 

OU 

MN  =  ab  si n  Y, 

.  V  étant  l'angle  des  directions  OA  et  OB. 


SUR  UNE  GÉNÉRALISATION  DE  LA  FORMULE  QUI  DONNE  LA  CONSTANTE 

D'EULER; 

Par  M.   E.   Cahen. 
On  sait  que  la  constante  d'Euler  est  définie  par  la  formule 

(i)  G  =  lim   (  -  -\ 1-  ...  -\ loç/> 

Considérons  l'expression 

i  i  i         />'-•'•'  — i 

(V  —  ■+■  -,  -+-... -H  — 

où  nous  supposerons  que  s  est  une  quantité  dont  la  partie  réelle 
est  comprise  entre  o  et  i.  Celte  expression  se  réduit  à 

ii  i 

— h  — h.  .  .-+- loiin 

i         2  n 

pour  s  =  I . 

On  démontre  facilement   qur   l'expression    (■>.)  a    une    limite 
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pour  //  =  ce:  nous  allons  voir  de  plus  que  cette  limite  est 


Ç(0  4- 


(s)  étant  la  fonction  bien  connue  de  Rieniann. 
Plus  simplement,  la  limite  de 


est  Ç(s). 

En  effet,  soit 


i*       a* 


»*        i  —  .« 


Alors 


i  r 

l4'      '      2* 


ç«(*)  — ;«-i(«) 


n"         i  —  5 


«»-«—  (n  —  01 


;•(*)• 


/    s        i  s  (  s  ■+■  i  )      i  \ 

\  i .  2  «•'•"  *"'  1.2.3     »*+*        '    / 


Faisons  dans  cette  égalité  71=2,3,  ...,/?  et  ajoutons;  puis 
faisons  croître  /?  indéfiniment.  Nous  obtenons,  en  remarquant 
que  la  partie  réelle  de  s  est  plus  grande  que  zéro,  par  hypo- 
thèse, 


iim  :„<«■  =  i ■  —   r(.v-+-n  —  i^ — 

i  —  s         i  :  2  L 


a.3 


[Ç<  "-+-  2)  —  l]-t-  .  . 


Oi 


i  s         s  (  s  ■+■  i  ) 


I  —  A'  1.2  t .  2 . 3 


est  nul,   comme  on  le  voit  en  développant  (i  —  i  )1_f  d'après  la 
formule  du  binôme. 
11  reste  donc 

limÇ„(*)=—     >     -  '  -r(s+p). 

—  1.2...*" 


/'    I 


p  (  />  H-  I  ) 


Donc,  pour  démontrer  que  liin^w(.v)  =  Ç(s),  il  suffit  de  démon- 
trer que 


«  \) 


V*  *(*   J    I  ). . .  (.v  —  />—  I)  „. 

>  r  i  .v  -'-//  )  =  p. 


/'    " 
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Pour  démontrer  celte  formule,  on  peut  se  servir  de  l'expression 
suivante  de  £(s) 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  enveloppant  l'origine, 
mais  aucun  autre  zéro  de  la  (onction  é~x —  i,  et  s'étendant  à  Fin- 
fini  du  côté  des  x  négatifs. 

La  formule  (3)  à  démontrer  devient  alors 

d.r      ^  s(s  -d- 1) . . . C *  -t- p  —  i) 


I        C       d.r        ^  si  s  -t-  i).  .  .  (^ 

o=  — t-  /  >-  y  -  r(i  —  s  —  p)xs+i>- 

p=0 


yr\  s(s  -hi)  .  ..(s-h  p  —  i) 
X  ■ Hi  —  s  —  p)xs+P-i  =  —  ^-M'd-  s)(e-*  —  1 >; 

+*  1.2  ...p(p  -f-  I)  .  ^' 

r  =  ° 

donc  la  formule  à  démontrer  se  réduit  à 

—  r(r  —  s) 


X 


rJ-2  rf.r. 


Elle  est  alors  évidente,  puisque  la  partie  réelle  de  5  est  plus  pe- 
tite que  i . 

Remarquons  que  la  formule 

Ç(s)  =  lim    (  -  H -+...-*-_ 

n=«   \ls  2*  »*  I  —  S/ 

que  nous  venons  de  démontrer  pour  les  valeurs  de  s,  dont  la  par- 
tie réelle  est  comprise  entre  o  et  i ,  est  d'ailleurs  évidente  pour 
celles  dont  la  partie  réelle  est  plus  grande  que  i. 

Pour  s  =  i ,  elle  donne  la  formule  (i),  car  on  sait  que 


Ç(s)  =  Ch bA(s  — i)-*-B(s  — i)«- 

i  —  s 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  BERTRAND; 
Par  M.  E.  Cartan. 

11  existe  un  certain  nombre  de  démonstrations  du  célèbre  théo- 
rrme  énoncé  el  démontré  pour  la  première  lois  en  i845  par 
M.  J.  Bertrand  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  n  lettres  {n  ^z£  4),  qui  n  est  ni 
symétrique  ni  alternée ,  prend  au  moins  n  valeurs  distinctes, 
lorsqu'on  y  permute  ces  lettres. 

Ce  théorème  a  été  démontré  depuis  par  Cauchv,  Serrel  el 
M.  Jordan.  Mais  les  démonstrations  que  ces  géomètres  en  ont 
données  sont  assez  longues  el  exigent  des  connaissances  assez 
élendues  sur  la  théorie  des  substitutions.  11  me  semble  qu'on  peut 
le  déduire  immédiatement  de  deux  Unîmes,  connus  d'ailleurs  de- 
puis très  longtemps,  et  dont  la  démonstration  se  fait  d'une  façon 
loutà  lait  élémentaire.  Voici  comment  on  peut  présenter  la  chose, 
en  ne  supposant  connues  que  les  notions  de  substitutions,  de 
produit  de  substitutions  et  de  groupes  de  substitutions. 

1.  Soit  F(«,  b,  c,  .  .  .,  I)  une  fonction  rationnelle  des  /*  lettres 
a,  0,  .  .  . ,  /,  prenant/»  valeurs  distinctes 

F,=  F„  F2,  F„  ....  Fp, 

lorsqu'on  v  permute  les  lettres  «,  b,  .  .  . ,  /  de  toutes  les  façons 
possibles.  Si  l'on  effectue  sur  une  quelconque  de  ces/;  fonctions 
une  substitution  des  n  lettres,  cela  revient  à  effectuer  sur  F  deux 
substitutions  successives,  c'est-à-dire  qu'on  obtient  encore  une  des 
fonctions  F(,  F2,  ...,  F/;.  De  plus,  une  même  substitution,  effec- 
tuée sur  deux  fonctions  distinctes,  donne  naissance  à  deux  fonc- 
tions distinctes.  Il  en  résulte  qu'à  chaque  substitution  S  des  n 
lettres  a,  6,  ..  -,  /  on  peut  faire  correspondre  une  permutation 
des  p  quantités  F<,  Fo,  ...,  Vp:  à  savoir 

F i S,  v-2 S,  . . .,  F/;S, 

en  désignant  par  F/S  ce  que  devient  F,  par  la  substitution  S.  On 
obtient  ainsi  N:     n  !  permutations  des  p  quantités  F.  Ces  N  per- 
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mutalions  ne  sont  pas  nécessairement  toutes  distinctes.  Une  quel- 
conque d'entre  elles  coïncidera  avec  (q —  i)  autres,  s'il  ja  /j 
substitutions  n'altérant  aucune  des  quantités  F,,  F2,  ...,  F», 
et  réciproquement.  Soient 

»,  T„  T, iy-, 

toutes  les  substitutions  qui  jouissent  de  celle  propriété.  Nous  au? 

N 
rons  formé  -  permulations  distinctes  des/?  quantités  F,,F2,.  ..,F„. 

Il  est  évident  que  le  produit  de  deux  quelconques  des  substi- 
tutions ï  est  encore  une  substitution  ï,  car  c'est  une  substitution 
qui  n'altère  évidemment  aucune  des  quantités  F.  Donc  les  substi- 
tutions T  forment  un  groupe  r.  Il  \  a. plus.  Soit  S  une  substitution 
quelconque  des  n  lettres  «,  6,  .  .  . ,  /.  On  a,  quel  que  soit  a, 

FaST,=  FaS, 

d'où,  en  effectuant  sur  les  deux  membres  la  substitution  S-1  in- 
verse de  S, 

FaST,S-i=FaSS-i=Faj 
et,  par  suite, 

ST,S-i=  T/,. 

La  substitution  ST/S-'  est  dite  transformée  de  T,  par  la  substi- 
tution S-1.  On  voit  donc  que  toute  substitution  de  Y  est  transfor- 
mée par  une  substitution  quelconque  en  une  autre  substitution 
de  T.  Pour  cette  raison  T  est  dit  invariant  dans  le  groupe  total 
des  substitutions  des  n  lettres  «,  b<  . . . ,  /  ou,  autrement  dit,  dans 
le  groupe  symétrique  de  ces  n  lettres. 

N 
Si  l'on  remarque  que,  parmi  les-  permutations  des/?  quanlitésF, 

il  y  en  a  au  moins  p  distinctes,  puisque  la  première  quantité  F(  de 
la  première  permutation  peut  devenir  F2,  F:J,  ...,  F^,  on  voit 
qu'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  F  est  une  fonction  rationne/le  des  n  lettres  a,  b,  .  .  .,  / 
prenant  p  valeurs  distinctes  lorsqu'on  y  permute  ces  lettres, 

n  ' 
il  existe  un  système  de  — '-  permutations  distinctes  de  p  lettres, 

où  q  désigne  le  nombre  des  substitutions  d'un  groupe  de  n 
lettres  invariant  dans  le  groupe  symétrique,  et  de  plus  on  a 


les  inégalités 


—  -i:\-i 


<  n  ■  <    t 
P=  ~  =P- 
<1 


2.  Il  s'agit  maintenant  de  chercher  tontes  les  valeurs  possibles 
du  nombre  q,  parmi  lesquelles  se  trouve  évidemment  la  valeur  1, 
si  aucune  substitution  ne  conserve  toutes  les  fonctions  F,, 
F2,  . . .,  F^,. 

Si  l'on  remarque  que  toute  substitution  peut  être  obtenue  par 
une  succession  de  transpositions  de  deux  lettres,  le  nombre  de 
ces  transpositions  conservant  toujours  la  même  parité,  de  quelque 
façon  qu'on  procède,  il  est  clair  que  l'ensemble  des  substitutions 
résultant  d'un  nombre  pair  de  transpositions  forme  un  groupe  G. 
Ce  groupe  est  invariant  dans  le  groupe  symétrique,  car  si  T  est  une 
de  ses  substitutions,  S  une  substitution  quelconque  de  n  lettres, 
STS-1  résulte  évidemment,  comme  T,  d'un  nombre  pair  de  trans- 
positions. Ce  groupe  G  s'appelle  le  groupe  al terne,  et  il  con- 
tient la  moitié  des  substitutions  de  n  lettres,  c'est-à-dire  —  •  Il 

■ï 

peut  évidemment  être  obtenu  au  moyen  des  substitutions  qui  sont 
les  produits  de  deux  transpositions,  substitutions  qui  sont  de  la 
forme  (abc)  ou  (ab)(cd),  suivant  que  ces  deux  transpositions 
déplacent  ou  non  une  lettre  comniune(l).  11  suffit  même  de  prendre 
les  cycles  de  trois  lettres,  car  on  a 

{abc)  {abd)  =  (ad)  (bc). 

Si  n  est  différent  de  4,  il  n'y  a  pas  d'autre  groupe  inva- 
riant dans  le  groupe  symétrique  que  la  substitution  identique 
et  le  groupe  alterné.  Pour  le  démontrer,  je  rappelle  que,  si  une 
substitution  T  est  décomposée  en  cycles 

T  =  (ab...d)(e/...)  .., 

la  transformée  de  T,  par  une  substitution  quelconque  S,  est  formée 
du  même  nombre  de  cycles,  chacun   d'eux  échangeant  Je  même 

nombre  de  lettres.  Car,  si  S  remplace  respectivement  a,  b d 

par  y..  rp.  .  .  .,  o,  la  substitution  S-,,TS  contiendra  manifestement 


i')  le  désigne  comme  d'habitude  par  la  notation  (aJ3...X)  la  substitution  cïr- 
eulairi  ( ;ycle)  effectuée  sur  les  lettres  t.  B >.. 


—  33:j  - 

le  cycle  (a(3.  .  .8).  C'esl  pour  cela  que  S-1TS  est  dite  semblable 
à  T,  et,  si  T  fait  partie  d'un  groupe  invariant  dans  le  groupe  symé- 
trique, il  en  sera  de  même  de  toutes  les  substitutions  semblables 
à  T. 

Cela  étant,  soit  F  un  groupe  invariant  dans  le  groupe  symé- 
trique. <(  Supposons  en  premier  lieu  que,  parmi  les  cycles  d'une 
de  ses  substitutions  T,  il  en  existe  un  contenant  plus  de  deux 
lettres,  T  =  (abc.  .  .d)(ef. ..)... .  Soient  a,  [3,  o  trois  lettres 
quelconques;  y,  e,  ce,  ...  les  autres.  Les  substitutions 

T1  =  (apY...5)(s?...)...         et         Tî  =  (PaY...8)(ecp. ..)..., 


semblables  à  T,  faisant  partie  de  T,  ToT"'  en  fera  également 
partie;  mais  cette  substitution  se  réduit  au  cycle  (aSo)  des  trois 
lettres  arbitraires  a,  [3,  û. 

»  Si  tous  les  cycles  de  T  contiennent  au  plus  deux  lettres, 
soient  a,  [i,  y,  o  quatre  lettres  arbitraires;  s,  o,  ...  les  autres; 
T  contiendra  les  deux  substitutions  Tt  =  (aS)(v8)(ecp).  • ., 
T2=  (ay)(p8)(e<p)...,  et  par  suite  S  =  T,  T2  =  (aô)(l8y).  Si 
n  ;>  4,  T  contiendra  de  même  S,  =  (aÇ)([3y),  où  Ç  est  une  lettre 
arbitraire  autre  que  a,  [3,  y,  o,  et,  par  suite  aussi,  £S,  =  (ao^)  (').  » 

Donc  dans  tous  les  cas  T  contient  tous  les  cycles  de  trois  lettres 
et,  par  suite,  toutes  les  substitutions  du  groupe  alterné.  S'il  en 
contenait  une  autre  non  alternée  S,  en  désignant  par  U  une  trans- 
position quelconque,  il  contiendrait  la  substitution  alternée  US 
et,  par  suite  aussi,  (US)S-1  =  U,  donc  toutes  les  transpositions 
et  toutes  les  substitutions  de  n  lettres. 

La  proposition  est  donc  démontrée,  et  q  ne  peut  avoir,  si  n  est 

différent  de  4,  t|ue  l'une  des  valeurs  i  ou  — :  • 


3.   Cela  étant,  le  théorème  en  vue  se  démontre  immédiatement. 
Si  q  est  égal  à  i,  les  inégalités 


<1-<n\ 


H 


exigent  que  p   soif   au    moins  égal  à  n :;  si   q  est  égal  à  —,  les 


(')  Jordan.    Traite  des  substitutions,  p.  (i.i. 

XXII.  ](') 
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mêmes  inégalités  exigent  que  />  soit  égal  à  2  el  alors  la  fonction  F 
admet  le  groupe  alterné,  c'esl-à-dire  est  alternée. 

On  peut  démontrer  que,  dans  le  cas  de  n  je.  4,  le  groupe  alterné 
n'admet  aucun  sous-groupe  invariant.  L'application  des  mêmes 
raisonnements  montre  alors  que  toute  fonction  non  alternée  de 
n  lettres  prend  au  moins  n  valeurs  distinctes  par  les  substi- 
tutions du  groupe  alterné. 

1}.-S .  Depuis  la  rédaction  de  celte  Note,  j'ai  appris  que  M.  E. 
Maillet,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  avait,  dans  une  thèse 
parue  en  novembre  1892,  donné  du  théorème  de  M.  Bertrand  une 
démonstration  fondée  sur  des  principes  analogues  à  ceux  que  j'ai 
exposés.  M.  Maillet,  en  parlant  du  fait  que  le  groupe  alterné 
n'admet  pas  de  sous-groupe  invariant,  en  déduit  (p.  20-21)  que 
toute  fonction  non  alternée  de  n  lettres  prend  au  moins  n  valeurs 
distinctes  par  les  substitutions  du  groupe  alterné,  d'où  résulte  faci- 
lement le  théorème  en  question.  On  voit  que  ma  démonstration 
ne  suppose  pas  connue  la  propriété  du  groupe  alterné  invoquée 
par  M.  Maillet. 

SUR  L'INTÉGRATION  D'UNE  ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DE  LA  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE; 

Par  M.  E.  Cvhvallo. 

1.  M.  Poincaré  (')  a  étudié  l'équation  aux  dérivées  partielles, 
dite  des  télégraphistes,  qu'il  a  ramenée  à  la  forme 

— r—  =    -7— r   +  U. 

11  a  montré  que   la  propagation  de  l'ébranlement  U  se  fait  avec 
une  vitesse  constante  égale  à  l'unité.  Cet  important  résultat  a  pro- 
voqué d'intéressantes  x\oles  de  MM.  Picard  (-)  et  Boussinesq  (3) 
sur  le  même  sujet. 
Je  me  propose  <l  aborder  ici  la  même  ('([nation,  mais  avec  se- 


p)  Compte»  rendus  de  l'Académie  (tes  Sciences,  t.  CXVII,  p.  1027,  déc.  1893. 
(')  Comptes  rendus  de  V  Icadémie  des  Sciences,  t.  CXVIII,  p.  16,  janv.  1894. 
1    1  Comptes  rendut  deV  Icadémie  des  Sciences,  t.  CXVIII,  p.  t6a,janv.  >^</\- 
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cond  membre, 

d*\)         d-l 

qui  a  aussi  un  grand  intérêt  en  Physique  mathématique. 

2.   Rappelons  d'abord  quelques  résultats  relatifs  à   L'équation 

des  cordes  vibrantes  : 


l°   L'équation 

d*  L         ,  d*  L 

dt*    ~~ U    dx* 

se  ramène  à  la  forme 

— r-     =   O 

du  dv 
par  le  changement  de  variables 


^  x 

%U  =  t  H j  IV  =  t 


et  a   pour  intégrale  générale 

»=/(«-=)-»('-ï)- 

Les  fonctions  arbitraires/*  et  co  se  déterminent  par  deux  condi- 
tions aux  limites  variables  suivant  les  cas. 

2°  De  cette  intégrale  on  conclut  que  le  mouvement  se  propage 
d'un  point  à  un  autre  avec  la  vitesse  «,  ce  qui  conduit,  par  induc- 
tion, à  découvrir  l'intégrale  de  l'équation  à  second  membre 

-=—  =«2  -j—  -+-  F(x,  t). 
dt*  dx1  K        ' 

Imaginons  en  effet  que  la  corde  parte  du  repos  et  que,  à  partir  de 
l'époque  t  =  o,  agissent  brusquement  des  forces  normales  à  la 
corde  et  représentées  par  la  fonction  donnée  F(jc,  t).  Les  hypo- 
thèses sont  alors  celles-ci 

\J(x,t)  =  o,  —  V(x,  t)  =  o,  pour  /  —  o, 

K<  r.i  )  =  o,  pour  4    '  o. 

Il  v  a  lieu  de  penser  que  le  point  x  subit  à  L'époque  l  les  ac- 
tions  de  lou>  les  points  ç  qui  sont  à  une  distance  de  lui  dont  la 
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valeur  r  est  inférieure  à  «£,  l'action  du  poini  ç  se  faisant  d'ailleurs 

sentir  avec  un  retard  -  égal  au  temps  que  met  cette  action  a  par- 
courir la  distance  /■.  D'après  cette  induction,  l'intégrale  cherchée 
doit  être  de  la  forme 

*  .1  ■— ai        v  ' 

En  portant  cette  valeur  de  U  dans  I  équation  à  intégrer,  on  peut 
déterminer  /de  façon  que  l'expression  de  U  soit  bien  l'intégrale 
cherchée.  Le  calcul  est  un  peu  encombrant;  comme  il  est  compris 
à  titre  de  cas  particulier  dans  celui  qui  va  suivre,  je  me  dispense 
de  le  reproduire  ici  ei  j'aborde  tout  de  suite  le  cas  qui  fait  l'objet 
de  ce  travail. 

3.   Je  considère  l'équation 

C'est,  si  l'on  veut,  l'équation  du   mouvement  d'une  corde   qui, 
outre  les  forces  d'élasticité,  subirait  la  force  F(.r,  t)  et  une  réac- 
tion proportionnelle  à  l'élongation  —  /.-U. 
Je  suppose,  comme  précédemment, 

n)  j  U(a?,  0='o,         7/7  l('r'  /)  =  °>         pour*  =  o, 

(  F(w,i)  =  0,  pour  /  <  o. 


Au  numéro  j)récédenl,  la  fonction  f  [ç,  / -j>   introduite  pour 

former  l'intégrale  cherchée,  était  une   solution   de  l'équation  à 
intégrer,  privée  de  son  second  membre  et  où  on  a  remplacée  par/-. 

Il  est  alors  à  prévoir  que  la  fonction  fi  t —      )   devra  être  rem- 
placée ici  par-  nue  intégrale  de  l'équation 

rf*U  >/-[] 

——    =  «2  — —  —  £«  l    . 

dt*  <h'- 

C'esl   en  ellel  ce  ipie   I10US  allons  trouver;  mais,  pour  ne  rien  pré- 
juger, je  considérerai   une  fonction  quelconque  /(t,  r),  variable 
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d'ailleurs  avec  le  [joint  l  et  que  je  désignerai  par  /(£,  t,  r).  En 
outre,  je  suppose  qu'il  existe  une  vitesse  de  propagation  que  je 
désigne  par  v.  M.  Poincaré  nous  a  enseigné  que  l'on  a  p  =  a;mais 
il  est  intéressant  de  retrouver  ici  cet  important  résultat.  Vinsi  je 
pose 

s..r+i>t 

(III)  U(x,  t)=  i         f(l,t,r)dl, 

•     r—i-l 

/•  désignant  toujours  la  valeur  absolue  de  la  distance  du  point  x 
au  point  ç  variable  dans  le  champ  de  l'intégration. 

Je  porterai  cette  valeur  dans  l'équation  (I)  et  je  montrerai  que 
l'on  peut  déterminer  la  fonction  f  de  façon  que  (III)  soit  l'inté- 
grale cherchée  de  (I).  Je  calcule  donc  les  dérivées  de  l'expression 
(III)  que  j'écris 

(III)     U(x,t)=f      f(l't,r  =  T-Z)dt+  f         A^f.r  =  l-.r)dl 
Il  vient,  pour  les  dérivées  par  rapport  à  /, 

(III)'        dt      Jx_vtdtJ    ■  Jx  dtJ 

-+-  vf{\  —  x — vt,  t.  r  =  vt)  -h  vf(£  =  x->rvt,  t,  r  =  vt  i. 


pu 


IS 


u      r'    à*  r r+'''  rp 


+  2P  —  f(t  =  x  —  vt.  t,  r  —  vt) -+-  a v  —  f(t  =  x-{-vt,t,r=vt) 

—    i-i^-  f(t  =  x—vt,  /,  r  =  Vt)-\-    t>2  -,  /'<£  =  37-1-17,  /,  /•=  «7  l 

-+-  (»ï-/'(f  =  a?-pf,f.r  =  i'0+  vi—f(\  =  x-\  vt,t,r—vt). 
Or'  or' 

Pour  les  dérivées  par  rapporl  à  ./ .  j'obtiens 

<,uJ  £-£>"-"-  *>«-X >■*'-«->« 

(  —  ./7;  =  . ?■—(/,/./•=  (7)  -hf{  "t—.r       i7.  /./•: -»7l. 


£«  — 


il.r 


Oi  Or 

+  frM  =  *>  *,  '■  =  o)  +■  ^/<  t  =  a?,  /,  /•  =  o) 

—  ^/(£  =ar  —  vt,t,r=  vt)  +  ^|/(S  =  *  +  •"•«»/•=  •*)• 

i  i  i  i  T  t    ^'2  U     <:/-  U     ,  , , , 

Je  porte  les  valeurs  obtenues  pour  U,  -t^t»  -j-y  dans   1  équation 

(1);  il  vient 


x—i-t,/.r  —  rh 


(O' 


_  [ap^  +  (      pi-a«)^  +  (P*+a«>^ij/(Ç  =  *-Hi><,*,r  =  * 


0 


—  ■2a*-f(X  =  x,t,r  =  o). 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  quels  que  soient  x  et  t.  Exami- 
nons le   premier  terme  du  second  membre  et  supposons  pour  un 

instant  que  la  fonction  soumise  au  signe  /  ne  soit  pas  nulle.   Par 

hypothèse,  f(t,f)  est  une  fonction  déterminée  quand  F(t)  est 
donnée  ;  mais  cette  dernière  fonction,  rien  n'empêche  de  la  donner 
à  volonté  pour  chaque  point  ç  intérieur  au  segment  d'intégration 
qui  s'étend  de  x —  vt  à  x  -j-  Vt.  L'équation  (I)'  ne  saurait  être 
alors  satisfaite,  puisque  le  premier  terme  dépendrait  de  la  distri- 
bution des  valeurs  de  F(£,  t)  à  l'intérieur  du  champ  d'intégration, 
tandis  que  les  autres  termes  n'en  dépendent  pas.  Ainsi,  il  faut 
qui-  f{  ;,  /,  r  )  soit,  pour  ions  les  points  £,  une  solution  de  l'équa- 

De  même,  si  »- —  u-  élail  différent  de  zéro,  rien  n'empêcherail 
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de  donner  ày/(ç  =  j' —  vt,  /,  r  =  Vt)  telle  valeur  qu'on  vou- 
drait sans  rien  changer  aux  autres  termes  de  l'équation.  Celle-ci 
ne  peut  donc  être  satisfaite  que  si  l'on  a 

v  =  a. 

La  vitesse  de  propagation  est  égale  à  a.  C'est  le  résultat  de 
M.  Poincaré. 

Enfin  on  trouve,  par  un  raisonnement  tout  semblable,  que 
l'équation  (I)'  fournit  encore  les  conditions 

I    d  °    \     r  ■» 

-r — \-  a  —  )  /(  -  =  x  —  at     ou     x  -+-  at,  t,  r  =  at)  —  o, 
\  at  or /  * 

—  -ia*^f(x,  t,r  =  o)  =  F(x,t). 

Ces  équations  doivent  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Je 
supprimerai  désormais  l'écriture  des  lettres  ç  et  x  qui  n'intervien- 
dront plus  dans  le  calcul  et  j'écrirai  ces  équations 

(  /  à  à  \  ,, 

La  première  s'écrit  encore 

d'où 

(3)  f(t,  at)  =  const.  =/(o,o). 

Ces  équations  ne  suffisent  pas  encore  à  exprimer  les  conditions 
du  problème  :  il  faut  encore  que  la  fonction  U(#,  /)  satisfasse 
aux  conditions  initiales,  savoir 


U{  X,  /)  =  o 

d 
dt 

Or  la  fonction 


d  ,Ty  >  pour  t  =  o. 

^-fU(x,t)  =  o  l  r 


r(*,0  =  /       f(lf,'-)dl 

•    y-at 

est  nulle  pour  t  =  o,  puisque  le  champ  de  l'intégration  est  alors 
dU 
~dt 


/7FÎ 

nul.  Quantà-j-j  calculée    plus   haut,   elle    se   réduit,  pour  cette 
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\  .île' ni'  de  t.  à 


(f)(-?"/(*.M). 


\insi,  la  constante  /(o,  o)  qui  figure  dans  l'équation  (3)  doit 
être  nulle.  En  résumé,  les  conditions  du  problème  se  réduisent  à 
celle-ci  : 

f  est  la  solution  de  Véqualion  aux  dérivées  partielles 

graî  satisfait  aux  conditions  aux  limites  suivantes 
I  f(t,at)  =  o, 


I  drJ  >-a- 

Si,  en  particulier,  on  suppose  /v  =  o,  ces  équations  donnent 

Lorsque  À"  est  différent  de  zéro,  la  solution  f(t,  r)  des  équa- 
tions (i),  (2)  est  plus  difficile  à  obtenir,  mais  elle  a  une  existence 
certaine  et  unique.  On  peut  en  trouver  un  développement  en 
série  par  la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard  ('), 
en  partant  de  la  solution  que  je  viens  d'indiquer  pour  À"  =  o.  Le 
problème  proposé  est  donc  entièrement  résolu  par  la  formule 


J.r-nt 


I ,;(  méthode  employée  ici  esl  très  générale.  Elle  s'étend  d'abord 
à  L'espace  à  trois  dimensions  (2),  puis,  d'autre  part,  à  des  cas  où 
les  équations  du  mouvement  renfermeraient  des  termes  propor- 
tionnels ;m\  vitesses.  Elle  ;■  donc  un  grand  intérêt  en  Physique 
mathématique. 


n  nui  de  Mathématiques,  \s\)<>-  Chap.  II. 
1  Comptes  rendus  de  V  Icadémie  des  Sciences,  1.  CXIX,  p.  ioo3,  déc.  1894. 
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SUR  LES   RACINES    PRIMITIVES  (') 
(Suite  et  fin); 

l >a r  M .  Frolov. 

10.  Nommons  s  le  nombre  de  termes  de  la  chaîne  qui  com- 
mence par  le  groupe  [i]. 

Il  est  facile  de  démontrer  : 

iu  Que  la  seconde  chaîne  ouverte,  qui  n'existe  que  pour  les 
modules  de  la  forme  m  —  Sq  -f-  i,  où  q  est  un  nombre  entier 
quelconque,  a  le  même  nombre  de  termes,  c'est-à-dire  s  termes; 

2°  Que  toute  chaîne  fermée  a  deux  fois  plus  de  termes,  c'est- 
à-dire  is  termes  ; 

3°  Qu'il  suffit  d'avoir  la  première  chaîne  ouverte,  pour  recon- 
naître de  suite  le  nombre  /de  chaînes  fermées,  qui  est  donné  par 
les  formules 

m  —  i  —  s  m  —  i  —  2  s 

suivant  qu'il  n'y  a  qti'une  seule  chaîne  ouverte  ou  qu'il  y  en  a 
deux  ; 

4°  Que  la  première  chaîne  ouverte  englobe  tous  les  résidus 
d'un  certain  degré  dont  l'exposant  j  est  donné  par  la  formule 

m  —  i 

Cet  exposant  y  joue  un  grand  rôle  dans  la  recherche  des  racines 
primitives;  s'il  est  composé,  on  déterminera  tous  ses  diviseurs  d, , 
d.2,  </;i, 

Pour  découvrir  une  ou  quelques  racines  primitives,  de  n'im- 
porte quel  module  m,  on  n'a  besoin  de  construire  qu'une  seule 
chaîne,  celle  qui  se  déploie  au  moyen  du  groupe  [i]  et  que  nous 
appellerons  chaîne  principale.  Il  est  inutile  de  construire  les 
autres  chaînes  et  même  de  s'en  occuper. 


(')  Le  Mémoire,  inséré  sous  ce  titre  dans  le  n°  7  du  tome  \\l  du  Bulletin  </<■ 
la  Société  mathématique  de  France,  en  189.3,  étant  inachevé,  nous  .indus  repris 
notre  travail,  et  nous  présentons  maintenant  truc  Note  supplémentaire, qui  com- 
plète ledit  Mémoire. 
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11.  En  déployant  une  chaîne  au  moyen  du  groupe  [i],  ou  ne 
peut  pas  prévoir  si  elle  s'arrêtera  avant  d'avoir  englobé  tous  les 
(m  —  i)  termes  et  ne  sera  pas  unique,  excepté. un  seul  cas,  celui 
où  le  module  est  de  Ja  forme  m  =  Srj  +  i  ;  alors  les  nombres  2  et 
—  2  sont  des  résidus  quadratiques  et  la  chaîne  ne  peut  pas  être 
unique. 

Quand  on  a  un  module  de  cette  forme,  ou  bien  un  module 
d'une  forme  quelconque,  pour  lequel  (m  —  i)  n'a  qu'un  seul  fac- 
teur impair,  si  la  chaîne  ne  s'arrête  pas  d'elle-même,  il  faut  la 

continuer  jusqu'à  ce  qu'elle  englobe  — termes;  si  elle  ne  s'ar- 
rête pas  là,  elle  englobera  évidemment  tous  les  m  —  1  termes  et 
sera  unique.  Mais  quand  on  a  un  module  n'appartenant  pas  à  la 
forme  m  =  8q  +  1,  pour  lequel  (/n  —  1)  a  deux  ou  plusieurs  fac- 
teurs impairs,  dont  le  plus  petit  est/?,  on  pourra  arrêter  la  chaîne 

m  —  1  ,.  ■ 

après  avoir  atteint termes.  Far  exemple  pour 

m  =  71  =  2.5.7  -+- 1, 

on  a  p  =  5,  et  par  suite  on  arrêtera  la  chaîne  après  avoir  englobé 

1~  =  14  termes. 

Si  la  chaîne  s'arrête  d'elle-même,  elle  sera  la  chaîne  principale 

et  tous  ses  s  termes  seront  résidus  du  degré  j  =  - — ■ — •  Outre 

cela,  certains  de  ses  termes  seront  résidus  d'autres  degrés,  mar- 
qués par  des  exposant:;  premiers  avec  /,  tandis  que  les  autres 
termes  ne  le  seront  pas.  On  le  déterminera  facilement,  car  les 
termes  1  et  — 1  sont  résidus  de  tous  les  degrés  impairs;  pour 
m  =  4/'  +  1  ils  sont  aussi  résidus  quadratiques;  pourm  =  4A  —  1 
le  terme  1  est  résidu  et  le  terme  —  1  est  non-résidu  quadratique. 
Si  l'on  assigne  à  tous  les  groupes,  en  commençant  par  celui  qui 
contient  les  termes  2  et  —  2,  des  numéros  d'ordre  i,  2,  3,  4,  .... 
les  groupesqui  portent  les  n08 /?,  2/;,  3/?,  ...  seront  composés  de 
résidus  d'un  degré  impair/?.  Quant  aux  résidus  quadratiques, 
pour  ni  =  4 II  +  1  ils  composeront  les  groupes  aux  numéros 
pairs  "1.  I,  6,  ...;  et  pour  m=ih — 1,  si  la  chaîne  est  ter- 
minée par  le  groupe  |  v  |,  ce  sont  les  deux  premiers  termes  de  tous 
les  groupes  qui   seront   résidus  quadratiques,  el  si  la  chaîne  esl 
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terminée  par  le  groupe  [m],  dans  les  groupes  aux  numéros  impairs 
1,  3,5,  ...  ce  sont  les  deux  derniers  termes,  et  dans  les  groupes 
aux  numéros  pairs  2,  4,  6,  ...  ce  sont  les  deux  premiers  termes 
qui  seront  résidus  quadratiques. 

La  composition  de  la  chaîne  principale  étant  de  cette  manière 
complètement  déterminée,  on  passera  à  la  recherche  des  racines 
primitives. 

Pour  cela  on  déterminera  d'abord  tous  les  diviseurs  d{ ,  d2, 
d-ij  ...  de  l'exposant  y,  et  puis  on  prendra,  parmi  les  petits  nom- 
bres 3,  5,  6,  7,  ...  qui  ne  figurent  pas  dans  la  chaîne,  un  nombre 
quelconque  t  et  l'on  calculera  ses  résidus  de  tous  les  degrés  mar- 
qués par  ces  diviseurs  :  ldt,  td'.,  .  .  . ,  que  nous  appellerons  résidus 
partiels  de  t.  Si  l'un  d'eux  ld  se  trouve  dans  la  chaîne,  cela  indi- 
quera que  t  n'est  pas   une  racine  primitive,  car  on  aura  la  con- 

j 
gruence  td  =  xJ  ou  t  =  xd,  qui  exprime  que  test  résidu  du  degré 

-,  d'un   certain   nombre  x.  Si  aucun  des  résidus  partiels  n'entre 

a  * 

dans  la  chaîne,  on  observera  si  le  résidu  £/,  qui  sera  nommé  ré- 
sidu principal  et  qui  se  trouve  nécessairement  dans  la  chaîne, 
n'est  résidu  d'aucun  degré  dont  l'exposant  p  est  premier  avec  y. 
S'il  l'est,  cela  indiquera  évidemment  que  t  est  lui-même  résidu 
du  degré/?  et  que,  par  conséquent,  il  n'est  pas  une  racine  primi- 
tive. Au  contraire,  si  t  n'est  résidu  d'aucun  degré  autre  que  celui 
qui  est  marqué  par  l'exposant  j,  il  est  une  racine  primitive. 

12.  Éclaircissons  l'application  de  cette  méthode  par  quelques 
exemples  : 

i°  Soit  proposé  le  module  m  =  89  =  23.  1  1  -h  1 . 
On  construit  la  chaîne  principale 


4,    G7,     2-2,     85; 

>"  s. 
'$■?,,     64,     ?-5,     5j; 

qui  contient  22  termes.  Donc  s=  22,  etj  =  —  =  4-   Ce  dernier 
n'a  qu'un  seul  diviseur  d  =  2. 

La  chaîne  ne  contient  pas  les  termes  3,  5,  6,  7,  10,  .... 
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Le  résidu  partiel  de  3  est  32=();  il  ne  se  trouve  pas  dans  la 
chaîne.  Le  résidu  principal  34=  81  y  figure  dans  le  groupe  n°  3 
et  il  n'est  pas  résidu  de  1  Ie  degré,  car  3  n'est  pas  divisible  par  1 1. 
Donc  3  est  une  racine  primitive  de  8q. 

Le  résidu  partiel  de  5  est  52=  a5  ;  on  le  trouve  dans  la  chaîne; 
donc  5  n'est  pas  une  racine  primitive. 

Le  résidu  partiel  de  6  est  62  =  36;  il  ne  se  trouve  pas  dans  la 
chaîne.  Le  résidu  principal  64  =  5o  y  figure  dans  le  n"  4,  et 
comme  4  n'est  pas  divisible  par  il,  6  est  une  racine  primitive. 

2°  Soit  proposé  le  module  m  =  6oi  =a3.3.52+  i . 

La  chaîne  principale  est 


Llle  contient  5o  termes.  Donc  s  =  5o,  et  /  =  -=—  =  i  2.  Il  a  quatre 
diviseurs  ■>.,  ■  >,  \  et  (>. 

(  )n  ne  voit  pas  dans  la  chaîne  les  termes  3,  5,  <i,  7,  .... 

Les  quatre  résidus  partiels  de  3  sont  32  =  9  ;  33  =  27  ;  31  =  81; 
3°  =  128;  les  résidus  ■>.-  el  128  figurent  dans  la  chaîne,  donc 
i   11  esl  pas  nue  racine  primitive. 

Les  quatre  résidus  partiels  de  5  sont  52  =  25;  53  =  i25;5*=  •>  {: 
5°  =  600.  On  trouve  dans  la  chaîne  le  résidu  6oos  donc  5  n'est 
pas  une  racine  primil ive. 

Les  quatre  résidus  partiels  de  n  sont  --  =  49;  7*  =  343 ; 
5q8;  7°  1"'î;  aucun  d'eux  ne  ligure  dans  la  chaîne.  Le 
résidu  principal  7' 2  5~4  se  trouve  dans  le  groupe  n°  9  de  la  chaîne; 
n  n  esl  pas  divisible  par  5,  donc  -  esl  une  racine  primitive. 

I     Prenons  le  module  m       rj83       ■>..  \\  ,3j    ;    1. 


On  a  la  chaîne  principale 

N     1.  V2 

i,         i,     682,     68-»;  2,     342,     34i,     681;  j,     171,     5ia,     (179; 

N"  3.  N"  \.  N    5. 

8,    \>-,     v>56.     <>75;         16,      »55,     128,     667;         >■>..     619,       64,     65i; 

,-.  .        682         .,  1 

qui  contient  aa  termes.  Donc  s  =  22   et  /  =  —  =    >i  ,    nombre 

premier. 

La  chaîne  ne  renferme  pas  3,  5,  6,  -,  .... 

Le  résidu  principal  de  3  est  33'  =  1,  donc  il  est  résidu  des 
degrés  a  et  1  1 ,  et  o  n'est  pas  une  racine  primitive. 

Le  résidu  principal  de  5  est  5:!,  =  427;  il  se  trouve  dans  le 
groupe  n°  3  et  n'est  pas  résidu  des  degrés  2  et  11,  donc  5  est  une 
racine  primitive  de  683. 

Ces  exemples  éclaircissent  sufisamment  l'application  de  la  nou- 
velle méthode  et  nous  espérons  que  l'on  reconnaîtra  qu'elle  est 
plus  simple  et  moins  laborieuse  que  les  autres  méthodes  connues. 

ERRA  TA 

du  Mémoire   Sur  les   racines  primitives,  inséré  clans  le  tome  XXI   du   Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  année  t8g3. 

,   , .         „                                            ,                  m  -+-  x-    . .                 m  -t-  xï 
i"  Page  1  ib,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  :  r  = . —  >  lisez  :  /•  = -. —  • 

a"  Page  i23,  lignes  6-8,  au  lieu  de:  car  le  groupe  central  de  ces  chaînes  est 
composé  de  î-ésidus  de  tous  les  degrés  impairs,  et  les  groupes  composés  . . .,  lisez  : 
car  le  groupe  central  de  ces  chaînes,  qui  existe  si  h  n'est  pas  divisible  par  \,  est 
composés  de  résidus  de  tous  les  degrés  impairs;  s'il  n'existe  pas,  les  deux  groupes 
du  milieu  sont  composés  de  racines  primitives;  les  deux  groupes  extrêmes  le  sont 
dans  les  deux  cas,  et  parce  que  les  groupes  composés  .... 

3°  Page  124,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  :  Pour  les  modules  de  la  forme 
m  =  6N+  1,  oùNest  ...,  lisez  :  Pour  les  modules  des  formes  rai  =  6N-f-i  et 
m  =  12  N  +  1,  où  N  est  ... . 


l'I  N    Df    TOME    XXII. 


ERRATA. 

Page  joi,  ligne  12  en  remontant, au  lieu  de  :  coterons,  lises  :  substituerons. 
Page  2o3,  ligne  17.  au  lieu  de  :  définie,  lisez  :  défini. 
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1885.  DAUTIIEVIliLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFI  ORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg,  !\  1 ,  à  Paris. 

1882.  DELANXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1885.     DEMARTIO,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DEMOILIN  (  Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, rue  du  Soleil,  8,  à  Gand  (Belgique). 

1883.  DERl\TS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 

(Belgique). 

1894.  DESAINT,  place  Cormeille,  10,  à  Levallois-Perret  (Seine). 

1880.  DIXCAX,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 
1872.     DIRRAXDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.     DVCK  (Walther),  professeur  au  Polylechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAIQIEMBEKGIJE,  professeur  au  collège  de  Parthenay  (Deux-Sèvres). 

1892.  FEHR  (Henri),  licenciées  sciences  mathématiques,  rue  des  Alpes,  6,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELRS   (John),  professeur  de    mathématiques,    Friedlœnderweg,    3i.    à    Gœttingue 
(Allemagne  ). 

1893.  FliEL'RY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  4R,  à  Paris. 

1881 .  l'I.OQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Mancy  (Meurthe- 

et-Moselle  ). 

1872.     FliYE  SAIXTE-MAlilE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  \'itry-le-F'ran<;ois  (.Marne). 

1891.     FOXTYIOLAXT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  >(j,  Paris-Auteuil. 

1889.  FOICIIE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris. 

1872.     F01IIET,  examinateur   d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  i(i,  à 
Paris. 
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1892.     FROEOY  (le  général),  quai  Pierre-Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEE,  ingénieur  en  chef  îles  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  l'acuité  de  Médecine, 
rue  Edouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1872.  GAL'TIIIEIt— VILLAHS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  GEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.  GEXTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des   ponts  et  chaussées,  à  Oran  (Algérie). 

1890.  GEXTY  (Max),  enseigne  de  vaisseau,  en  escadre,  à  Toulon   (Var). 

1892.  GEXTY  (Paul),  hôtel  Saint-Sulpice,  rue  Casimir-Delavigne,  7,  à  Paris. 

1893.  GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Lyon. 

1890.  GERBAEDI,  professeur  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1881.     GGTRSAT,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  112, 
à  Paris. 

1872.  GRAIXDOliGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  102,  à  Liège  (Belgique). 

1880.  GECEIA  (Jean  ),  professeurà  l'Université,  via  R11ggie.ro  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GllMARAES,  oflicier  du  génie,  rue  Garret,  61,  à  Lisbonne  (Portugal). 

1881.  GEXTIIER  (Dr  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GEY0U,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  IIAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  IIABICII,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1894.  HALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2^07,  à  Auslin  (Texas). 
1872.     IIAT0X  DE  LA  GOl'I'IELIERE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

1872.  IIEXRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 
1882.     UEXRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  2,  à  Paris. 

1892.  HEIUUXX,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris. 

1893.  1II0EX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,   1G,  à  Paris. 

1879.  IIOIiST(Elliiig),  professent  -à  l'École  Polytechnique,  Pi  lest ra  de,  '19,  à  Christian  ia(Norvège). 
1872.     IIOTRIGAXT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

i4i  à  Paris. 

1880.  IOI1ERT,  ingénieur    des    mines,    répétiteur   à    l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 

cade, a4,  à  Paris. 

1881.  IMBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  I,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JAXIM,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon   du  génie  (tu  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoiae,  i,  a  Paris. 
1889.     J0XQI  1ERE  (Alfred),  docteur  en  philosophie,  rue  Fédérale.   10,  à  Berne  (Suisse). 

1872.     JOIlHW,  membre  de  l'Institut,  professeur  a  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48, 

;i  Paris. 
1872.     JOIEEltET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

Il  Mi,  professeur   a    l'institul  technique  supérieur,  via  Principe    Umberto,  7,  à   Mi- 
l.in  (Italie 

MHili  (Gustaf),  maître  de  conférences  a  l'i  Diversité  de  Stockholm  (Suèdi 
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1892.  KOCII  (U.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université,  Engelbrektsgatan,  43  B,àSlock- 

holm  (Suède). 

1880.     KŒ\'IGS,    maître   de    conférences    à   l'École    Normale  supérieure,  boulevard  de  Porl- 
Koyal,  72,  à  Paris. 

188!.     LACOR,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.     LAISANT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 

1893.  LA\CELI\,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris. 

1875.  LAQl'IERE,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  Edgud-Quinet,  19,  à  Mustapha  (Algérie). 

1873.  LALTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1880.  I.EALTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris. 

1893.  LECORNU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  du  Mont-Parnasse,   12,  à  Paris. 

1872.  LEM0l\E  (  Emile ),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine-el-Oise). 

1872.     LESl'IAILT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne  ). 

1882.     LE V Y  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Condé,  29, 
à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  Trocadéro,    i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGULVE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Bussie). 

1877.     LINDEMANiV,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  /jo,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIfllYILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  L0R1N,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saiut-Honoré,  186.  à 

Paris. 

1888.  LUCAS  (Félix),  ingénieur  en   chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LY0\,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de    la    Boseraie,    26,    à    Genève 
(Suisse). 

1882.     MACE  DE  LEPIXAY,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    bou- 
levard Saint-Michel,  i^,  à  Paris. 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  -,  à  Paris. 

1892.  MAXGEOT,    docteur   es    sciences  mathématiques,   quai   des  Comtes  de  Champagne,  29, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     MANNHEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  11,  à  Paris. 

1884.     MARTIN  (Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (  Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  du  Mont-Parnasse,  aj,  à  Paris. 

1893.  MAIRE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1890.  MASSIEl,  inspecteur  général  des  mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 

1894.  MALI'IN",  répétiteur  au  lycée,  h  Nantes  (Loire-Inférieure). 

1889.     MEMU/.ABAL  TANBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.     MEHCERCAl ,  licencie  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  '19.  à  Paris. 

1893.     MICHEL,  lieutenant  du  génie,  à  Montpellier  (Hérault). 
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1873.     MITTAG-LEFFI.KI1,  professeur  à  L'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOI  TARD,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  g,  à  Paris. 

1888.  HlEHOPlMYil  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Rtissa  Road,  77,  Norlh  P.I10- 
wanipore,  à  Calcutta  (lude). 

1885.     MEUIEItll,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  li,  à  Liège  (Belgique), 

1882.  OCAGNE  (n').  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  de    Vienne,  5-,  à  Paris 

1873.  OVIDIO  (Enrico  n'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIMEYE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.  PAPEllER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARMENTIEK,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAM,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.     PAITOWIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-Champs, 

19.  à  Paris. 
1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Rallainvilliers,  7,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAl',  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERCIM,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 

Vaugirard,  20,  à  Paris. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIM,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe). 

1892.  PERRIiV  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1887.     PEZZ9  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 
Soufflot,  i3,  à  Paris. 

1872.  P1CQIET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  2^,  à  Paris. 

1882.  POIVf.VRE,   membre  de  l'Institut,  ingénieur  en   chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa- 

culté des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.  POkORVY  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 
1872.     POLIG.V'AC (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 
1S77.     POUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (Vienne). 

1877.     PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 

1872.  Pl'TZ,  général  d'artillerie  eu  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1893.  QIIVTARD,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  Exelinans,  112.  à  Paris. 
1872.     RADAli,  rue  de  Tournop,  12,  à  Paris. 

1883.  RAFFV,  maître  de  conférences  à  la  Faculté   des  Sciences  et  à  l'Ecole  Normale  supé- 

rieure, rue  Nicole,   7,   il   Paris. 

1893.     RIVEREAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers. (Maine-et-Loire). 

R0BI\  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 

IIODKT,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 

Ml  LIT,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i3;,  a  Paris. 

ROIOIF.    l ■n;;.  n.'  ,  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examinateur  dos 
élè\         :  1      li   Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,    11  ;.  a  Paris. 
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1885.     ROIJQUET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 

ric,  a,  à   Toulouse    (Haute-Garonne). 

1872.     ROl'SSEUN,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  du  Rocher,  35,  à  Paris. 

1881.     SAINT-l'AUl-  (Di'cl'p  de),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en   retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SART1AUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,   chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 

1881.     SCIILEGEL  (Dr  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Alle- 
magne). 

1881.  SCIIOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1882.  SELIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1  iG,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1883.  SIMART,   lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à    l'Ecole    Polytechnique,     examinateur 

d'admission  à  l'École  navale,  place  Possoz,  5,  à  Paris. 

1881.  STARKOFF    (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1873.  STUDN1CKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1872.  TANNERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  2,  Paris. 

1875.  TANNERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  /j5,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
1893.  TOICIIE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  de  Téhéran,  24,  à  Paris. 
1872.  TRESCA,   ingénieur    en   chef  des   ponts   et  chaussées,  boulevard  Inkermann,    27,    à 

Neuilly-sur-Seine  (Seine). 

1872.  VAUQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  12,  à  Paris. 

1893.     VALLÉK-POBSSIN  (delà),  chargé  de  cours  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Louvain 
(Belgique). 

1880.  VANECEk(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.  VASCI1Y,   répétiteur    et    examinateur    d'admission  à    l'École    Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  68,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1888.     V1T0  VOLTERRA,   professeur  à  l'Université,  à  Pise  (Italie). 

1893.      WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Pierre  Charron,  1,  à  Paris. 
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SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   9  JANVIER    1895. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    PICQUET. 

La  Société  procède,  en  Assemblée  générale,  au  renouvellement 
de  son  bureau  et  à  l'élection  de  quatre  membres  du  Conseil. 

Sur  la  proposition  de  M.  Laisant,  l'Assemblée,  prenant  en  con- 
sidération l'étude  d'un  projet  d'organisation  de  Congrès  mathéma- 
tiques internationaux,  renvoie  au  Conseil  de  la  Société  l'examen 
de  ce  projet. 

Communications  : 

M.  Lancelin  :  Sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  mi- 
nima. 

M.  Mannheim  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre. 

A  la  fin  de  l'intéressante  Communication  qu'il  a  faite  à  la  So- 
ciété mathématique  de  France  ('),  M.  Paul  Adam  dit  :  Sur  ces 
ellipsoïdes,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  avec  pa- 
rallélismes  des  plans  tangents. 

Prenons  alors  deux  surfaces  du  second  ordre  (S),  (S'),  sur  les- 

(')  Voir  Bulletin,  tome  XXII,  y;igc   !o8. 
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quelles  on  a  les  lignes  de  courbure  G,  C  qui  se  correspondent 
avec  parallélisme  des  plans  tangents  à  (S)  et  (S'). 

Circonscrivons  à  (S)  le  long  de  C  une  surface  développable. 
Appelons  mg,  ml  la  génératrice  «Je  celte  surface  et  la  tangente  à  C 
pour  le  point  ///  de  cette  courbe.  Sur  G'  au  point  m',  correspon- 
dant à  /;/.  soient  de  même  m' g',  m' t'  la  génératrice  de  la  surface 
développable  circonscrite  à  (S')  le  long  de  G' et  la  tangente  à  celte 
courbe. 

Les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  développantes  successi- 
vement aux  points  correspondants  sur  (S),  (S')  étant  parallèles, 
les  droites  mg,  m' g'  sont  parallèles  et,  par  suite,  comme  leur  étant 
respectivement  perpendiculaires,  dans  des  plans  parallèles,  les 
droites  ml.  m' t'  sont  aussi  parallèles.  Ainsi  : 

Sur  (S),  (S')  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  avec 
parallélisme  de  leurs  tangentes. 

Les  axes  de  la  section  faile  dans  (S)  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  en  m  sont  parallèles  à  mg,  ml.  De  même  pour  (S') 
coupée  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  m'.  Mais  les  plans 
tangents  en  m,  m'  sont  parallèles  et  les  droites  mg,  mt  sont  pa- 
rallèles à  m' g',  m't',  donc  : 

La  section  faite  dans  (  S)  par  un  plan  arbitraire  et  la  section 
faite  dans  (S')  par  un  plan  parallèle  à  celui-ci  sont  des 
courbes  dont  les  axes  sont  parallèles.  De  là,  on  peut  conclure 
que  les  plans  des  sections  circulaires  de  (S)  et  de  (S')  sont  pa- 
ra II  ides. 

Je  vais  démontrer  directement  cette  propriété.  Gomme  on  peut 
transporter  (S)  ou  (S')  parallèlement  à  elle-même  sans  altérer  la 
propriété  relative  aus  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces,  suppo- 
sons qu'elles  aient  même  centre  o.  De  ce  point  comme  centre 
décrivons  nue  sphère.  Elle  coupe  (S)  suivant  une  courbe  que 
non-  prenons  comme  directrice  d'un  cône  de  sommet  o.  Les  gé- 
nératrices de  ce  cône  rencontrent  à  angle  droit  cette  directrice  et 
alors  un  plan  tangent  a  ce  cône  détermine  dans  (S)  une  section 
qui  a  pour  axe  la  génératrice  >\r  contact  de  ce  plan  tangent. 

Ce  cône  coupe  i  S  i  suivant  une  courbe  qui  doit  rencontrer  cette 
génératrice  à  angle  droit   puis. pic.  d'après  ce  qui  précède,  cette 
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génératrice  est.  un  axe  de  la  section  faite  dans  (S')  par  le  même 
plan  tangenl  au  cône.  Il  résulte  de  là  que  le  cône  coupe  (S')  sui- 
vant une  Ligne  5phérique. 

Parmi  les  sphères  de  centre  o,  prenons  celle  qui  coupe  (S)  sui- 
vant deux  cercles.  Le  cône  précédent  se  réduit  alors  à  deux,  plans; 
ceux-ci,  devant  couper  (S')  suivant  une  ligne  spliérique,  la  coupent 
suivant  deux  cercles. 

On  voit  ainsi  que  les  plans  qui  coupent  («S)  suivant  des  cercles 
coupent  aussi  (S')  suivant  des  cercles.  Mais,  comme  on  peut 
prendre  des  surfaces  homothétiques  à  (S)  et  (S')  et  les  transpor- 
ter ensuite  parallèlement  à  elles-mêmes  sans  altérer  la  propriété 
qui  a  servi  de  point  de  départ,  on  peut  dire  : 

Si  des  surfaces  du  second  ordre  sont  ici  les  que  leurs  lignes 
de  courbure  se  correspondent  avec  parallélisme  de  leurs  plans 
tangents,  les  plans  de  leurs  sections  circulaires  sont  parallèles. 

Démontrons  maintenant  la  propriété  réciproque  de  celle-ci. 
Pour  cela,  je  vais  d'abord  établir  cette  proposition  : 

Si  des  surfaces  du  second  ordre  passent  par  deux  cercles 
ayant  même  diamètre,  un  plan  arbitraire  les  coupe  suivant 
des  courbes  dont  les  a. ces  sont  parallèles. 

Appelons  (S)  la  sphère  qui  contient  ces  deux  cercles  et  (P)  un 
plan  sécant  arbitraire. 

Ce  plan  coupe  les  surfaces  du  second  ordre  suivant  des  coni- 
ques qui  ont  en  commun  les  quatre  points  d'intersection  de  (P) 
et  des  deux  cercles.  Mais  ces  quatre  points  sont  sur  le  cercle  d'in- 
tersection de(P)  et  de  (S).  Il  suffit  alors  de  prendre  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  diagonales  du  quadrilatère  qui  a 
ces  quatre  points  pour  sommets,  afin  d'obtenir  les  directions  des 
axes  des  coniques  passant  par  ces  quatre  points.  Ces  courbes  ont 
donc  des  axes  parallèles. 

A.ux  surfaces  qui  interviennent  dans  cette  proposition,  on  peut 
substituer  des  surfaces  qui  leur  sont  homothétiques  et  transporter 
celles-ci  individuellement  dans  des  directions  arbitraires;  on  voit 
ainsi  que  : 

Si  des  surfaces  ont  les  mêmes  directions  pour  les  plans  de 
leurs  sections  circulaires,  elles  sont  coupées  par  des  plans  pa- 
rallèles suivant  des  courbes  dont  les  erres  sont  parallèles. 


—  A  — 

Prenons  deux  de  ces  surfaces  (S),  (S')  et  sur  (S)  la  ligne  de 
courbure  C.  Circonscrivons  à  (S)  une  surface  développable  le 
long  de  C.  Au  point  m  de  C  La  génératrice  de  cetle  surface  est  /ng 
et  la  tangente  à  C  est  rnt. 

Circonscrivons  à  (S')  une  surface  développable  dont  les  plans 
tangents  sont  parallèles  aux  plans  tangents  de  la  surface  circon- 
scrite à  (S).  Soit  m'  le  point  de  contact  avec  (S')  du  plan  tangent 
à  cette  surface  qui  est  parallèle  au  plan  tangent  en  m  à  (S).  La 
génératrice  m' g'  de  la  surface  développable  circonscrite  à  (S')  est 
parallèle  à  mg.  Cette  droite  m' g'  est  conjuguée  de  la  tangente 
m' t1  de  la  courbe  de  contact  de  (S')  et  de  la  surface  développable 
qui  lia  esl  circonscrite. 

Coupons  (S)  et  (S')  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  m 
ou  en  m!.  Les  courbes  d'intersection  ont  des  axes  parallèles  ;  par 
suite  m' g1  esl  parallèle  à  un  axe  de  la  section  faite  dans  (S')  par  le 
plan  sécant.  La  direction  conjuguée  de  m' g'  lui  est  alors  per- 
pendiculaire; donc  les  génératrices  de  la  surface  développable 
circonscrite  à  (S')  rencontrent  à  angle  droit  la  courbe  de  contact 
de  ces  deux  surfaces  :  cette  courbe  est  donc  une  ligne  de  cour- 
bure de  (S').  Nous  pouvons  alors  dire  : 

Si  les  plans  des  sections  circulaires  de  surfaces  du  second 
ordre  sont  parallèles,  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  se 
correspondent  avec  parallélisme  des  plans  tangents. 

M.  La.is.wt  présente  la  Note  suivante  : 

Sur  les  courbes  gauches  algébriques  auto -corrélatives; 
Par  M.  Gino  Loria. 

I  )'apns  Plûcker  <  '  i.  on  considère,  dans  les  courbes  planes  algé- 
briques douées  de  singularités  ordinaires,  six  nombres  caractéris- 
tiques ;  l'ordre  et  la  classe,  les  nombres  de  points  doubles  et  de 
tangentes  doubles,  et  les  nombres  de  points  d'inflexion  el  de  re- 
broussement. 

Ces  caractéristiques  sonl  évidemment  corrélatives  par  couple; 


(•)  Solution  d  une  question  fondamentale  concernant  la  théorie  générale 
urbet  [Journal de  Crelle,  t.  XII;  t834).  Théorie  der  algebraischen  Cur- 
i  >■„  (  Bonn,  i  B3g  ). 


el  M.  Bioche  (')  a  prouvé  que,  en  général,  l'égalité  de  deux 
nombres  d'un  même  couple  entraîne  l'égalité  des  nombres  des 
deux  autres  ;  il  y  a  cependant  quatre  courbes  pari  iculières  qui  font 
exception. 

D'après  M.  Cayley  (-),  on  considère,  dans  les  courbes  gauches 
algébriques  clouées  de  singularités  ordinaires,  dix  nombres  carac- 
téristiques. Ce  sont  avant  tout  Tordre  m  de  la  courbe,  le  nombres 
de  ses  points  de  rebroussement,  le  nombre  c  de  ses  points  doubles 
apparents,  y  compris  les  points  doubles  effectifs  s  il  y  en  a,  et 
l'ordre  cl  de  la  courbe  double  de  la  développable  osculatrice. 
Comme  une  courbe  gauche  est  le  noyau  d'un  système  de  points, 
plans  et  droites,  il  y  a  lieu  de  considérer  quatre  autres  nombres, 
dont  les  définitions  sont  corrélatives  à  celles  des  nombres  précé- 
dents et  que  nous  désignerons  respectivement  par  les  lettres  u,  a, 
Y,  o.  On  a  encore  deux  nombres  qui  sont  auto-corrélatifs  :  ce  sont 
le  rang  R  de  la  courbe  et  le  nombre  T  des  génératrices  station- 
nantes de  la  développable  correspondante. 

Cela  posé,  le  problème  résolu  par  M.  Bioche  mène  naturellement 
à  se  demander  si,  pour  les  courbes  à  double  courbure,  l'égalité 
de  deux  nombres  corrélatifs  entraine  l'égalité  des  autres.  Essayons 
de  répondre  à  cette  question. 

Rappelons,  à  cet  effet,  qu'entre  les  dix  nombres  définis  ci-des- 
sus ont  lieu  les  six  relations  suivantes,  que  M.  Cayley  a  décou- 
vertes : 

^  =  R(R_[)_  arf_3(m_j-T),  m  =  R(  R—  i)  —  28  —  3({x-f-  T), 

R  =  [x  (  p.  —  1  )  —  2  y  —  3  a,  R  =  m  (  m  —  1  )  —  2  c  —  3  a , 

m  -t-  T  —  x  =  3  (  R  —  fx),  [x  -+-  T  —  a ;  =  3  (  R  —  m  ) . 

On  en  tire  : 

\x  —  m  =  d  —  0, 

x  —  a  =  2(  \x  —  m), 
2 ( y  —  c)  =  ( \x  —  m ) ( \x-r-  m  —  7  |. 

Ces  dernières  égalités  prouvent  que  l'une  des  égalités  \x  =  />/, 
a  =  a,  0  =  d  entraine  les  autres  et  même  y  =  c.  Mais,  si  Ton  part 

(')  Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes  {Bulletin  de  la  Soc. 
Matliérn.,  t.  XX,  p.  67;  1892). 

(2)  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  et  les  sur/aces  dévelop- 
pablcs  {Journal  de  Liouville,  t.  \.  i845;  ou  bien  The  collected  mathematical 
papers,  vol.  I.  p.  207-211;  1889). 
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de  la  supposition  v=c,  on  arrive  à  u.  =  m  et  ensuite  à  o=d7 
x  =  a,  ou  bien  à  <j.  -f-  />?  =  -.  On  voit  donc  que  l'égalité  de  deux 
nombres  caractéristiques  corrélatifs  entraîne  l'égalité  des  autres, 
excepté  pour  les  courbes  dont  Tordre  et  la  classe  ont  pour  somme  7. 
Or  l'équation  indéterminée 


a  évidemment  huit  solutions.  Il  est  clair  que  les  solutions  (0,7), 
(1 ,6).  (2  .  5  1  ne  correspondent  à  aucune  courbe  algébrique  simple; 
on  doit  donc  les  exclure,  ainsi  que  les  solutions  corrélatives  (7,  o), 
(6,1),  (5,2).  Restent  les  deux  solutions  (3,4)  et  (4,3).  Or,  on 
sait  qu'une  courbe  gauche  simple  du  troisième  ordre  est  de  la  troi- 
sième classe;  par  conséquent,  la  solution  (3,4)  ne  peut  corres- 
pondre qu'à  une  courbe  plane  et  précisément  à  une  cubique  plane 
douée  de  quatre  points  d'inflexion;  mais  une  telle  courbe  n'existe 
pas  (').  On  prouve  de  la  même  manière  que  la  solution  (4>3)  ne 
peut  correspondre  à  aucune  courbe  algébrique  simple.  Par  consé- 
quent, on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  toute  courbe  gauche  algébrique,  douée  de  singularités 
ordinaires,  Végalilé  de  deux  caractéristiques  corrélatives  en- 
traîne Végalité  des  trois  autres  couples  analogues. 
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surfine  de  A  ummer. 
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M .  Il  h  ml  mi  1  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 


Voir,  pai  exemple,  dans  les  Vorlesungen  iibei   Géométrie  \<">  \-  Ci 
I  Band  1  Leipzig,   1 B76  ),  le   l'ablcau  d<    la  p 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  INFINITÉSIMALE  DES  ÉQUATIONS 
ET  LES  FONCTIONS  IMPLICITES; 

Par  M.  A.  Pellet. 

1.  Nous  dirons  que  les  n premières  racines  d'une  équation, 
¥(x)  =  o,  sont  séparées  dans  le  plan,  lorsque  l'équation  obtenue 
en  y  remplaçant  chaque  coefficient  par  son  module  à  l'exception 
de  celui  de  xn  qui  est  remplacé  par  une  quantité  négative  de 
même  module,  équation  qui  offre  deux  variations  de  signe,  a  une 
racine  positive  simple  /'.  Alors  l'équation  F(x)  =  o  a  n  racines 
de  modules  inférieurs  à  /■,  et  Ton  peut  former,  d'une  part,  l'équa- 
tion de  degré  n  qui  admet  ces  n  racines,  d'autre  part,  celle  qui 
admet  toutes  les  autres  racines  qui  sont  de  modules  supérieurs 

à  /•.  Soit 

F(x)  =  a0-h  atcp  -+-  a<iX%-\-.  .  .-+-  a,x' -+- .  . 

Posons 

ep(a?)  ==  «o  ■+■  cti  se  -h. .  .-:-  an-lsa'l~t-±-  x„+l  x"+i  -\- .  .  . . 
a,-  étant  le  module  de  ai.  On  a 

F  (x)  =  a nx"  -+-  f{x), 

et  les  n  premières  racines  de  l'équation  ~F(x)  =  o  sont  séparées 
dans  le  plan  si  la  fonction  an x" —  »(#),  qui  est  négative  pour  x  =  o, 
est  positive  pour  les  valeurs  positives  de  x  comprises  entre  /etR, 
R  >  /".  Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  dans  o(x)  les  coefficients 
par  des  quantités  positives  supérieures  et  y.„  par  une  quantité  po- 
sitive plus  petite;  si  la  nouvelle  fonction  est  positive  pour  des 
valeurs  positives  de  x,  ces  valeurs  rendront  a  fortiori  positive  la 
première. 

Pour  les  valeurs  de  x,  dont  le  module  est  compris  entre  /■  et  R, 
on  a 

i\anx»^j\x)\  =  ianxn+  i^i  - 1  r^,;]  v ... 

La  série  à  double  entrée  du   second   membre  esl  absolumenl 


convergente  et  on  peut  l'ordonner  suivant  les  puissances  crois- 
santes el  décroissantes  de  x.  Soit  alors 

IY\T)  =  lanXR-+-g*+-g\X->r...->r  gi&  ■*-...  ■+-  /?i  -  -f- .  .  .  -+-  *ip-+" 

Posons 

G  (a?)  =  a',  r  -h  ^2^2  -+-..•  ■+-  <?*#'-+- 

\a?/       a:  .r' 

La  série  G(x)  a  un  rayon  de  convergence  égal  ou  supérieur 
à  R,  et  H(-  )  un  rayon  de  convergence  égal  ou  inférieur  à  r,  11 
vient,  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

es«  F(a?)  =  an  xn  e  Kx/  e      ; 
d'où 

»(t)  ■-  — G(J 

i  i  i  anx"  e  Kx/  =  e-ffo  F(#)  e         , 

«-*>  F(x)  «~Bw  -s  a||  #«  eG  '  . 

Ces  deux  égalités  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  mo- 
dule compris  entre  r  et  R,  les  deux  membres  doivent  être  iden- 
tiques dans  chacune  d'elles.  Or,  les  seconds  membres  sont  des 
séries  holomorphes  en  x,  les  premiers  ne  contiennent  donc  des 

i       , 
termes  en  -  qu  en  apparence. 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  sont  des  polynômes  entiers 
de  degré  n  en  ./■;  en  égalant  à  o,  on  obtient  I  équation  qui  admet 
les  n  premières  racines  de  F(x)  =  o  ;  le  produit  de  ces  n  racines 
est  égal  à 


'    a" 


Les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  sont  des  séries  holomorphes 
en  a -,  le  degré  du  terme  de  degré  le  moins  élevé  étant  n  ;  égalant 
à  0  el  supprimant  le  facteurs",  on  obtient  nue  équation  admet- 
tant toutes  les  autres  racines  de  l'équation  ¥(x)  =  o,  el  récipro- 
quement; le  aombre  de  ces  racines  peut  se  réduire  à  o,  et  leurs 
modules  sont  supérieurs  à  R. 

Si  les  7i(  premières  sont  également  séparées  dans  le  plan,  nt^nt 
on  aura 

,/„,.,".  gH,(*)       e  si  F(<p)  1    ''   " 
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gl,  G,(<r),  H,(-)  étant  les  valeurs  correspondantes  de  »■„,  G(x), 
H  (  -  Y.  On  en  déduit 

llYiA-H/MA  ,     G(x)-G,(x) 

anix"i-'1  e    w      Vx/  =  an  effo-ffl,  c 

et  l'on  a  ainsi  sous  deux,  formes  différentes,  comme  précédemment, 
l'équation  de  degré  nK  —  /i,  qui  admet  les  n{  —  h  racines  nouvel- 
lement séparées. 


2.   Posons 


a„  P(x)  =  an+i  a?-t-...-+-  an+ixi-h.  .  ., 


2'/  37"  X"-1  X 


f(x) 
Le  terme  indépendant  de  x  est  nul  dans  J——  et,  par  suite,  est 

le  même  dans  f/^1'  et  [/^l'-P^a?)  -  Q'Y-Y 

Soit  jj.  la  valeur  minimum  de  ~(x)  ■+-'/(-  )',  le  terme  indépen- 
dant de  x   dans    P(x)-|-Q(-)      a  un  module   plus  petit  que 

ij.'(  i ~\  et  par  suite,  en  prenant  pour  g0  le  terme  indépendant 

de  x  dans 

/(*)  _  i  /_/_  y+. . .+ <=^  (-LX*, 

aux"        2  \anxn /  i —  i   \anxnJ 

on  commet  une  erreur  s  de  module  plus  petit  que  .  _  ,  (  i  —  -.— |  )> 
et  il  en  résulte,  pour  le  produit  des  n  premières  racines, 
( —  i)'1  —  e~s»,  une  erreur  relative  ez —  i,  de  module  inférieur  à 

/,_-L 


Ainsi,  pour  n  quelconque,  on  a 

«;M-1  «/*-!  +  Cln+jCtn-i-'r-  •  •+  "lu  <?■■  .       .    ^  l^ 

*""  ST~  '        |£l<40-f*)' 
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Pour  n  =  2  : 

a 3  ai  -+-  a-,  (70       </,-,  al  -f- ■>.  « 5  c/„ c/ !  -4-  a., «f  -t-  a,,  r/ g         .  (ji4        7 

A'°~_  a|  a\  ~" '       l£l<4(l_,JL)  g" 

Pour  /?  =  1  : 

af  <■/,'  <■/;  «jf  '  6(1 — ;jl>  82' 

dans  ce  cas,  on  peut  écrire,  en  ajoutant  des  termes  qui  se  trouvent 
dans  la  suite  des  ternies  négligés  avec  des  coefficients  au  moins 
égaux,  de  sorte  que  la  limite  de  l'erreur  est  inférieure, 

V     «1/     "      \     "1/  "ï 

et  il  en  résulte  pour  valeur  de  la  première  racine 

_  g£ r,_P /  <n\ +2P /m _ «^'.«o'i 
«ii.     v  «1/      \  «1/     "ï  j 

..s 

avec  une  erreur  relative  de  module  plus  petit  que 


6(1  —  fi  —  ;j."  1 
3.    On  a 


G{x 


[,  +  P(.r)],>\        «^«[i  +  qI;)]^, 


(j'(^c)  étant  la  partie  contenant  x  à  des  puissances  positives,  et 
5(~)  la  partie  contenant  a;  à  des  puissances  négatives  du  déve- 
loppement de  la  série 

1  =  2 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  et  décroissantes  de  ir. 
y  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  le  coefficient  de  xi  dans 

[p(»j.  q(  ;  )|'    i-m,-)~q'(^,) 

.1  un  module  inférieur  ;'i 

_         _  , 


H   - 


p  étant  compris  entre  /•  et  R.  Donc,  dans  Q(x)  et })  (  -  )■,  le  coeffi- 
cient de  xi  a  un  module  inférieur  à 


j-J; 


—■ «(p)-x(^)' 

et  par  suite  dans  les  fonctions  eJ     ,  eéKâw ',  holomorphes,  l'une  en 
x,  l'autre  en  —  »  le  coefficient  de  xi  a  un  module  plus  petit  que 


■«*(?) 


p-v. 


-«(p)-iG)-*-(rtx(i) 

Cela  posé,  on  a  l'identité 

ee*eG{JC)e«(ï)  «i  +  p^  +  q/IY 


D'où 


*      H  fi)  ,         Q\.J  -(,', 


i  H-  P  i  a;  ) 

en  ne  retenant  pas  dans  le  second  membre  les  termes  contenante 
à  une  puissance  supérieure  à  o.  Ainsi  ordonnons = suivant 

r  r  I-+-  P(J7) 

les  puissances  positives  de  x,  multiplions  par  Q(  —  )  et  soit 


*(£) 


t/l-2 
372 


la  partie  de  ce  produit  contenant  x  à  une  puissance  nulle  ou  né- 
gative; on  a 

l'erreur  absolue  commise  sur  le  coefficient  de  —  avant  un  module 

xl    J 

inférieur  à 

'">*(?)*■(;) , 

i— (P)-x(i)-l-(P)x(pL) 


*'G 
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i  inrésentanl 


où  st)  est  égal  au  module  de  a\. 
De  même 


-<*G) 


en  ne  retenant  pas  dans  le  second  membre  les  termes  contenante 
à  une  puissance  négative.  Désignons  par  P'(#)> 

P'O)  =  a«  -+-  (t'n  +  i-r  -+-  a },  +  2 .r2  -4- . .  .-4-  aA_,x'-4-.  . ., 

|  •  i  ,-  | 
la  partie  de  la  fonction ■  ne  contenant  pas  x  à  une  puis- 

sance  négative;  on  a 

etroeGt-r)  =  i  -+-  P'( ../■  i; 

l'erreur  absolue  commise  sur  le  coefficient  de  .r'  ayant  un  module 
inférieur  à 


'(p)x(^)^p) 


I 

— :  > 


,-.(P>-x(i)-i.(,>x(i)  ' 

-'i  p  )  représentant  la  fonction 

0C,j  -r-  3C/l+j    p  -f-  .  .  .  -r-  X„  +  i  p     -+-.... 

Lorsque  F(e)  est  une  fonction  entière  de  degré  ///.  V'(x)  doit 
être  arrêté  au  terme  de  degré  m  —  n. 

ic'(p)  et  Vf-  )  son!  sensiblemenl  égaux  respectivement  à  it(p), 
7  (  7  )  lorsque  pi  esl  petit,  et  l'on  peut  prendre  pour  limite  du  mo- 
dule de  l'erreur  commise,  dans  l'un  el  l'autre  cas,  sur  le  coefficient 
de  /'.  i  entier  positif  ou  négatif,  —  — !- —  p""1',  p  étant  la  valeur  qui 

rend  minimum  La  fonction  «(a?)      Xv")'  ''"'^l'"'    '    varie  «le  r 
.,  l; 
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On  peut  prendre 

,-'(.-    Q   (  ;.))=» 

pour  l'équation  qui  admel  les  n  premières  racines  de  F(#)  =  o, 
et  i  +  P'(&)  =  o  pour  celle  qui  admet  toutes  les  antres,  avec  une 
approximation  d'autant  plus  grande  que  [/.  est  pins  petit. 

A.  Si  l'équation  f(x}  —  o  a  n  racines  de  modules  inférieurs 
à  /)  et  aucune  dans  l'intérieur  de  la  couronne  comprise  entre 
les  cercles  de  rayon  tt  et  /-o,  r2  étant  supérieur  à  /•,  et  au  plus 
égal  au  rayon  de  convergence  de  la  série  holomorphe  f(jc),  il 
peut  se  faire  que  ces  n  racines  ne  soient  pas  séparées  dans  le  plan  ; 
mais  les  n  premières  racines  de  l'équation  transformée  en  posant 
y  —  xk  seront  séparées  dans  le  plan  pour  toutes  les  valeurs  du 
nombre  k,  supposé  entier,  supérieures  à  une  certaine  limite. 

Pour  la  facilité  des  calculs,  on  choisit  pour  k  les  puissances 
successives  de  2;  méthode  de  GrafFet  Carvallo  (thèse  de  M.  Car- 
vallo,  1889). 

On  obtient  la  transformée  en  y  en  effectuant  le  produit 

f(x)/^x)...f(Q^x), 

H  étant  une  racine  primitive  de  8*  —  1  =  o.  Après  les  réductions 
ce  produit  est  une  fonction  entière  de  xk,  et  il  suffit  de  changer 
xk  en  y,  pour  avoir  le  premier  membre  de  l'équation  en  y.  Or, 
d'après  un  théorème  de  M.  Weierstrass,  on  a,  pour  les  valeurs  de 
x  de  module  inférieur  à  r2, 

f{x)=  F(.r)eG(x>, 

F(.r)  étant  une  fonction  entière  en  x,  de  degré  11,  dans  laquelle 
on  peut  supposer  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
égal  à  l'unité  et  G(x)  une  série  holomorphe  convergente  dans 
le  cercle  de  rayon  r2.  Posons 

G(x)  =  bt)  -+■  b\ x  -+-... -+-  b(Xi  -f- 

La  transformée  def(x),  en  posant  y  =  xk,  sera  égale  au  pro- 
duit de  la  transformée  de  F(x),  J(y),  par  ekb"+Gl<y]  où 

GiOO  =  k(àky-h...-hbkiyi-h.  . .  1. 
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Le  module  de  /7>/H'  est  aussi  petit  que  l'on  veut  pour  toutesles 
valeurs  de  i  suffisamment  grandes,  si  R,  quantité  positive,  est 
plus  petite  que  r2.  On  j)eul  donc  poser 

pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  un  nombre  it,  R  étant  compris 
entre  /-,  et  r2.  Pour  les  valeurs  de  k  supérieures  à  e4,  les  modules 
descoeflicients  de  Gt(y)  sont  au  plus  égaux  aux  coefficients  cor- 
respondants de  —  /  (  i  —  :'-  )  •  On  peut  faire  abstraction  du  fac- 
teur e**"  et  prendre  pour  transformée  de  f(x),  $(y)eGt(ï);  d'après 
ce  qui  précède,  les  coefficients  de  cette  transformée  ont  des  mo- 
dules intérieurs  aux  coefficients  de  la  fonction 


[z±IÎ~\H 

L-i&J 


développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  y\  déplus,  si 
i  4-  c  est  le   coefficient  de  yn  dans  ce  développement,  c  est  une 

fonction  entière  de  (  — '  J   >    infiniment  petite  lorsque  k  tend  vers 

l'infini,  et  le  coefficient  de  y"  dans  3 (y)  eGl(-v'  a  un  module  com- 
pris entre  i  —  cet  i  +  r.  Ainsi,  pour  démontrer  la  proposition, 
il  suffit  d'établir  que  l'équation 

*yn-(y±lï\n. 
ll-£- 

a  deux  racines  positives  pour  les  valeurs  de  k  suffisamment 
grandes.  Extrayant  la  racine  />""",  il  vient 

/a  p  -  ( V«  —  »  )y  +  '"i  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  a  deui  racines  positives  pour  les 
valeurs  «le/,  qui  satisfont  à  l'inégalité 


.)'     4?5(5jf)*. 
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5.  Soit  L'équation 

(i)  X,,-  X,r -+-... -i-X„7» -+-...  =  o. 

les  X  désignant  des  séries  holomorphes  en  x,  les  n  premières  X0, 
X,,  .  .  .,  X„_,  s'annulant  et  la  (n  -+-  i  )itme,  X„,  ne  s'annulant  pas 
avec  x.  Pour  les  valeurs  de  x,  d'assez  petit  module,  les  n  pre- 
mières racines  de  cette  équation  en  y  seront  séparées  dans  le  plan. 
Ordonnons  en  effet  par  rapport  à  x  et  soit  alors 

i  "a  -+-  Y0  )yn  -+-  Yt x  -+-  Ys a?2 -h . . .  =  o 

ce  que  devient  l'équation,  <7„  étant  la  valeur  de  X„  pour  .r  =  o. 
Désignons  par  Y/|  ce  que  devient  Y,  quand  on  y  remplace  lous 
les  coefficients  par  leur  module.  Cela  posé,  soient  r,  une  quantité 
positive  rendant a„ —  |  Y0  \  positif  (a„  module  de  aa).  et  inférieure 
aux  rayons  de  convergence  des  séries  Y, ,  Y  o,  . . . ,  Yn,  ...;x{  une 
quantité  positive  rendant  positif  ou  nul  le  premier  membre  de 
l'équation 

(a)    yl  (a*  -  |  YJ  |)  - xx  |  Y]  |  ^-x\  |  Y»  |  -. .  .  —  x[  |  Y/  |  -  . . .  =  o, 

|  Y)\  représentant  la  valeur  de  [  Yt-  j  pour  y  =  r, . 

Pour  les  valeurs  de  x  de  module  inférieur  à  x,,  l'équation  (i) 
a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  y,,  et  ces  n  racines  sont  sépa- 
rées dans  le  plan.  Presque  toujours,  dans  le  cas  par  exemple  où 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  un  polvnôme  entier  en  x 
et  y,  il  y  aura  une  valeur  positive  p  de  x{  pour  laquelle  l'équa- 
tion (2)  admettra  une  racine  positive  double  en  y{,  v.  Alors,  pour 
.r,  <C.Çi  l'équation  (2)  aura  deux  racines  positives  yi:  y2,  com- 
prenant entre  elles  v,  y2  ~>v~^>y\',  et  pour|  x  \<.X\ ,  l'équation  (1) 
a  n  racines  de  modules  plus  petits  que  y<,  séparées  dans  le  plan. 
La  méthode  du  n°  l  permettra  de  former  l'équation  de  degré  n 
qui  admet  ces  n  racines.  Toute  fonction  symétrique  et  entière  de 
ces  n  racines  est  développable  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x  et  l'erreur  commise  en  négligeant  les  termes  de  degré  supé- 
périeur  à  i  a  un  module  inférieur  à 


(t7 


\x_ 

0 
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\  désignant  la  valeur  que  prend  La  fonction  quand  on  \  remplace 
chaque  racine  par  e.  et  les  coefficients  par  leur  module. 

6.   Soil  l'équation 

y»  —xf(y)  =  o, 
OÙ 

/(y  )  =  b<>  -+■  bxy  +  ...-+-  btyi  -h. .  . . 

Posons 

3,-  étant  égal  ou  supérieur  au   module  de  6/.  On  pourra  prendre 
pour  Y\  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  au  rayon  de  con- 

vergence  de  v{y),  X\  sera  égal  à    J  x    ;  v  sera  déterminé  par  l'é- 
quation   v<f'(v)-  //s(r)  =  o  et  ?  = -±—^  = -1-^ 
En  particulier  considérons  l'équation 

y  —  x  sin(b  -{- y)  =  o. 

Soit  [i  l'angle  compris  entre  o  et  -  ayant  même  sinus  en  valeur 
absolue  que  b  ;  on  a 


Pour  y,  =  i , 


-P-.Z    ,        a  >  Q.5.4. 


L'équation  en  r  devient 

■       O  ■       O     /""  "*  ('2'  \ 

o  =  —  sin  B  -i-  Pin  B 1 -4- ...  -\ ; ; r i  -H  .  .  . 

\  2  ■'..  i  1.2.  .  .  (21  —  2  >.'  /  ' 

/pi  p«l+l  \ 

-+-  COS  3  (  — -  -H  .  .  .  H : — : :    -h...      . 

l.2...(2l-l).(aH-l)  / 

S 

i  Lendanl  vers  o,  *  tend  vers  (3  tangP)^,  et  p  vers  l'unité.  Unsi 
a  varie  entre  o,  5i  el  i  :  on  saii  que  Laplace  a  montré  que  le  rayon 
de  convergence  de  la  fonction  V  esl  supérieur  à  0,662. 
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COMPTES   RENDUS   DES   SÉANCES. 


SÉANCE   DU  6  FÉVRIER    I  H  «  >  .N . 

PRÉSIDENCE  DE  M.  GOURSAT. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  sur/aces  du  troisième  degré  qui  admet- 
tent pour  ligne  asymptolique  nue  cubique  gauche. 

M.  Goursat  :  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

M.  Balitrand  adresse  une  Noie  Sur  le  développement  des  coor- 
données d'un  point  dans  le  mouvement  relatif  et  sur  la  cour- 
bure des  lignes  orthogonales. 

M.  Goursat  transmet  une  Note  de  M.  Berdellé,  intitulée  Etudes 
d  JA  rith  m  étiq  ue  fi  g  urée . 


SÉANCE  DU  20  FÉVRIER    1895. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    GOURSAT. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Lémeray, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Touche;  MM.  Fontes  et  Maillet, 
présentés  par  MM.  Humbert  et  d'Ocagne;  M.  Boni,  présenté  par 
MM.  Goursat  et  Painlevé. 

Communications  : 

M.  Baffy  :  Sur  certaines  équations  qu'on  intègre  en  les  diffé- 
rentiant. 

M.  Goursat  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  H.  von  Koch  adresse  une  Note  Sur  lin  théorème  de  Stiel- 
tjes  et  sur  les  fonctions  définies  par  des  fractions  continues. 

M.  Maillet  adresse  une  Note  intitulée  Extension  du  théorème 
de  Fermai  sur  les  nombres  polygones. 
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MÉMOIRES   KT  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  FORMULE  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 
Par  M.  E.  <  tours  n. 

I.  A  la  page  35g  <lu  Traité  des  fonctions  elliptiques  d'Hal- 
phen (  t.  Il  >,  on  trouve  une  formule  remarquable,  généralement 
attribuée  à  Weierstrass,  et  qui  donne  immédiatement  l'intégrale 
générale  de  l'équation  d'Euler.  Cette  formule  est  la  suivante.  Soit 
K(.r)  un  polynôme  'lu  troisième  ou  du  quatrième  degré,  n'ayant 
que  des  facteurs  linéaires  simples, 

!',  (x)  =  "„■'■'*  —  4 «r? ,  a?3-+-  6a2a7J  -+-  \a3x  -t-.at; 
désignons  par  #"2,  g%  les  deux  invariants 

gz  =  (f<jai"'>  ■+-   '  a\  aî<<  s  —  a\  —  "uaî  —  aj  aU- 

et   par  pu  la   fonction    elliptique  de  Weierstrass  qui  satisfait  à 
l'équation  différentielle 

(p'«)2  =  4ps«  —  g%?u  —  gz- 

Si  l'on  remplace  dans  p u  la  variable  //  par  l'intégrale  de  pre- 
mière  espèce 

r'       d.r 

Il  =   /       , 

«/«    /R(*) 


le  résultai  de  la  substitution  devient 


R£  +  t/R(jr)R(a) 

,'"  =  "       9.(r-a)ï  ' 

où  I  <»n  a  posé 

l'.'f  **|  -/„ a  '      "'1  '•   i    "ii 

-t-  ïa(d| a?*  +  2 as a"  +  a3  )  -+■  (t 2 .r2 -+-  2 <73 a?  ■+■  a*. 

Cette  formule  peut  s'établir  par  une  voie  entièremenl  anal}  tique 
que  je  vais  indiquer. 
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2.   Considérons  la  relation  du  premier  genre 

(i)  y1  =  R(x)  =  a0.r''-\-  $ai(V3-\-  6a20?2-t-  4 «31»+  «4 

et  la  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets  qui  correspond  à  celle 
relation.  L'intégrale  de  première  espèce 


('-») 


u  =     I  —  > 


prise  sur  cette  surface  depuis  une  origine  fixe  (a,  fi)  jusqu'à  une 
limite  supérieure  variable(^r,  j'),  possède  deux  périodes  distinctes 
w,  to',  et,  quand  on  fait  varier  le  chemin  d'intégration  allant  du 
point  (a,  fi)  au  point  (x,y),  toutes  les  valeurs  que  peut  acquérir 
l'intégrale  sont  comprises  dans  la  formule 


«0  étant  Tune  de  ces  valeurs,  et  //?,  n  désignant  deux  nombres  en- 
tiers quelconques.  Ces  deux  périodes  to,  w'  ne  dépendent  que  des 
invariants  £0,  g%  ;  en  effet,  imaginons  que  l'on  pose 


\x' 


—  1 


X,  \i,  v,  p  désignant  des  constantes  quelconques;  soit 

\v.r  -h  p  / 
et  soient  g2,  g's  les  invariants  de  R,  (t').  On  a 
g\  =  £î(Ap  —  f«)*, 

et  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

r    dx  P{  Xp  —  [iv  )  f/.r'  _  /"•  c/.r' 


)2 


Mais    les    invariants    du    nouveau    polynôme   sous    le    radical 

,-r — — — ^  sont   égaux   à   ceux   de   R,(.r')   divisés   respectivement 

(Xp  —  [xv  )s  v      '  » 
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i .:  - --  ').-/  \ '  et  par  (Xa  —  u.v)*j  c'est-à-dire  aux  invariants  de 

D'ailleurs,  il  es!  clair  que  les  périodes  des  deux  intégrales  soni 
1rs  mêmes;  on  voil  (lune,  en  particulier,  que  les  périodes  de  l'in- 
tégrale !  -—=  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'intégrale  de  prer- 
mière  espèce 


/ 


,lr 


/'»  x'3  —   g2  x' 


car  on  pou t  toujours  ramener  la  première  intégrale  à  celle  forme 
normale  par  une  substitution  linéaire. 

Cela  posé,  soitp«  la  fonction  elliptique  de  Weierstrass  dont 
les  invariants  sont  g2  et  g3,  et  qui  admet,  par  suile,  les  périodes  <•> 
et  tu'.  Si  dans  pu  l'on  remplace  u  par  l'intégrale  de  première  espèce 
(2),  le  résultat  de  la  substitution  esl  une  fonction  du  point  analy- 
tique (x,y),  <I>(.r,^),  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés. 

Tout  d'abord,  il  est  évident  que  <!>(./.  y)  est  une  fonction  uni- 
forme sur  la  surface  de  Riemann,  car,  lorsque  le  point  (x,y)  dé- 
crit un  contour  fermé,  u  augmente  dune  période  et,  par  suite, 
pu  reprend  sa  valeur  initiale.  En  second  lieu,  <I>(.r,  r»  n'admet, 
sur  toute  la  surface  de  Riemann,  (pic  des  discontinuités  polaires. 
En  effet,  si  en  un  point  (.r„,y0)  la  valeur  de  //  esl  différente  d'une 
période,  pu  esl  une  fonction  régulière  de  //  dans  le  voisinage  de 

ce  point  ;  par  suite  ^(x,  y)  est  une  fonction  régulière  de  x  —  x{), 

1 

ou  de  \Jx  —  x„,  ou  de  -  ou  de  f  —  )  >  suivant  que  le  point  (x,,, y0) 

esl  un  point  ordinaire  à  distance  unie,  un  point  de  ramification  à 
distance  finie,  un  point  ordinaire  à  l'infini,  ou  un  point  de  rami- 
fication à  l'infini  (ce  dernier  cas  ne  peut  se  présenter  que  si 
a0=  o).  Si,  en  un  pi  11  ni  (./•„,  y0  >,  1/  <le\  ie ni  égal  à  une  période,  pu 
devient  infini,  mais  le  développement  de  <l*(x,y)  necontieni  évi- 
demmenl  qu'un  nombre  fini  de  termes  à  exposants  négatifs  dans 
le  domaine  du  point  singulier;  ce  point  est  donc  un  pôle.  On 
conclul  de  là,  d'après  un  théorème  bien  connu,  que  *S>(x,y)  est 
une/onction  rationnelle  dex  et  dey. 

Imaginons  que  I  on  ail  tracé  sur  la  surface  de  Riemann   I  .  qui 
correspond  à  l'équation  1  1  i,  un  système  de  deux  coupures  cl  el  l> 
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qui  la  transforment  en  une  surface  simplement  connexe  T'.  Lors- 
que le  point  analytique  {oc, y)  décrit  la  surface  simplement  con- 
nexe T',  le  point  qui  figure  la  valeur  de  u  décrit  toute  la  surface 
d'un  parallélogramme  V  construit  sur  les  périodes,  et  il  y  a  cor- 
respondance univoque  entre  les  points  des  deux  surfaces  P  et  T'. 
Or  la  fonction  pu  reprend  la  même  valeur  en  deux  points  seule- 
ment du  parallélogramme  P;  par  suite,  <b{x,y)  ne  reprend  une 
valeur  donnée  A  qu'en  deux  points  seulement  de  la  surface  de 
Riemann.  Comme  le  nombre  des  pôles  d'une  fonction  rationnelle 
<\>{x,y)  —  A  est  égal  au  nombre  des  zéros,  on  en  conclut  que  la 
fonction  rationnelle  <Ê(.r,  r)  admet  deux  pôles  du  premier  ordre 
ou  un  pôle  du  second  ordre.  Nous  connaissons  déjà  un  pôle  du 
second  ordre  de  cette  fonction,  le  point  (a,  (3),  car  on  a  pour  ce 
point  u  =  o,  et  pu  admet  le  point  u  =  o  pour  pôle  du  second 
ordre. 

Donc  la  fonction  <&{x,j)  reste  fi nie  sur  foute  la  surface  de 
Riemann,  sauf  au  point  (a,  (3)  qui  est  un  pôle  du  second 
ordre. 

3.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point  (a,  [i)  soit  un 
point  à  distance  finie,  distinct  d'un  point  de  ramification.  L'ex- 
pression générale  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  dey,  qui  ad- 
mettent un  seul  pôle  du  second  ordre  au  point  (a,  (3),  est  (') 


3-4-^(3?  —  o)-i-^' 


(  x  —  a  f 


A  et  C  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  [3,  étant  le  coeffi- 
cient de  {x — a)  dans  le  développement  dey  au  voisinage  du  point 

(».P) 

(3)  y=  pH-p^a-  —  a)-+-p,(*  — a)»  +  .... 

La  partie  principale  du  développement  de  Q{x,y),  au  voisi- 
nage du  point  (a,  ,3),  est  donc 

(4)  »(g,y)=       2G^       H-^li  -+-  A-+-Cp,+  r.r-a)!...(. 

v      J  '        'x  —  a)2        x—  a  '  (        ) 


(')  Appell  et  Goursat,  Théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  inté- 
grales, p.  |8. 


D'autre  pari,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  on  a 


Ul  H lt< 
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quand  on  remplace  u  par  son  expression  en  fonction  de  x,  les 
seuls  termes  du  développement  qui  ne  renferment  pas  de  puis- 
sances positives  de  X  —  a  proviennent  de  —  ■ 

Du  développement  (3),  on  déduit  successivement 


y 


r  — «  [     _  M  •*•-*)        P?  -  33 

G  O  (OQ  0  2 

./• X  2 


(.r  —  «)«  -4-,  .  .. 


(a?—  a)  +  . 


]■ 


(5) 


12P 
33,  p*-f-8pps 


i.r  —  a)s 


Identifions  les  premiers  termes  des  développements  (4)  et  (5); 
nous  trouvons  les  trois  équations 

aCB  =  3*,         aCPisspfc,         A^C3,=  Pf  +  ^PP^ 

qui  se  réduisent  à  deux  équations  distinctes,  d'où  l'on  tire 

r_3  v_3f  +  233, 


Remplaçons    j,    et  (3a  Par  leurs  valeurs;  de  l'équation   (1)  on 

lire 

yy'  =  2(a0cc3  -f-  i^i.r2  -+-  ia^x  -+-  «3), 

yy"-¥y'%  =  6(a0a?*  ■+-  aaia?  4-aj), 

et,  en  faisanl  a;  =  a,  ^ =  p,  il  vienl 

B(3,        >.(  /-/„-/••  -:-  3<v,  xs  -t-  3«2*  +  «a  >i 
3f  +■  2  33.,  -  6(  <7„a2  -+-  ■*«,  1   -t-  a») 


el .  par  suite, 


\ 


'/„-/'   1    \a\  v.  -h  ct2 


i>:; 


En  remplaçant    A  et   C   par  ces   valeurs   dans    l'expression    de 

<ï>(x, y),  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

(6  i  pu  -  *l  x,  y  i  =  — *-<-; 

../■  —  z  ,- 


il  suffit  d'y  remplacer  j3  par  ^  R  (a  )  et  y  par  \  lî  i  x  l  pour  avoir  la 
formule  (Je  W  eierstrass. 

Les  formules  (2  )  et  (6)  sont  entièrement  équivalentes  et,  d'après 
la  démonstration  même,  il  n'y  a  aucune  ambiguïté  possible  pour 
le  signe  à  attribuer  à  chacun  des  radicaux  yR(#  l,  v  l>(a)- 

4.  Les  deux  points  analytiques  (a,  jà)  et  (x,y)  jouent  un  rôle 
toute  fait  symétrique  dans  la  formule  (6).  Si  l'on  attribue  au  point 
w.,  j)  des  positions  particulières,  on  obtient  des  formules  plus 
simples,  que  l'on  pourrait  établir  directement  de  la  même  façon, 
mais  qui  se  déduisent  aussi  de  la  formule  (6)  comme  cas  limites. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  point  (a,  (3)  vienne  en  un  point 
de  ramification  de  la  surface  de  Riemann;  alors  a  est  égal  à  I  une 
des  racines  pt-  de  l'équation  R(a?)  =  o,  et  ri  est  nul.  Le  poly- 
nôme Réadmet  aussi  la  racine  Oj  et.  par  la  suppression  du  facteur 
commun  x  —  p,-,  la  formule  (6  1  se  réduit  à 

(7)  P«  = 


J.  '  x  —  t>i  I 


en   posant 


A  =  a0pj  —  ia.\  }i  —  u.,. 

B  =  ctopî  +  iaipf  —  3aapj  -f-  a3. 


Si  le  point  (a,  rp)  s'éloigne  à  l'infini,  divisons  le  numératcui'  el 

le  dénominateur    de  la  formule  (6)  par  a2;  lorsque  le  module  de  x 

A-i.r.-  "i(x  —  a-  1 .  I!?  •  • 

croit  indéfiniment,    — ; a   iidiii'  limite  2,  — -   a    pour    limite 

a2  '  as         ' 

o 

r/o^2-)-  2 «(  :r  -(-  «2.  Quant  au  rapport  —  j  il  tend  vers  zéro  lors- 
que R(«c)  est  du  troisième  degré,  el  vers  ±\  '/„  lorsque  I!  <  x)  est 
du  quatrième  degré,  le  signe  devant  être  pris  d'après  le  feuillet 
où  se  trouve  le  point  à  l'infini  considéré.  La  formule  I  6)  devienl 

donc 

1  8  1  iw/  = 


-  U  - 
>i  rt0    =  o3  el 

9)  p«=  • -» 

i 

si  ar0  n'es!  pas  nul. 

5.  Le  problème  de  l'inversion  consiste  à  exprimer  les  coordon- 
nées (x,  r)  de  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  (2)  au  moyen  de 
la  valeur  u  de  cette  intégrale.  Les  formules,  qui  dépendent  évi- 
demment de  la  limite  inférieure  (a,  S),  se  déduisent  sans  difficulté 
de  la  formule  générale  (6).  Supposons  d'abord  que  le  point  (a,  [3) 
soit  un  point  à  distance  finie,  distinct  d'un  point  de  ramification. 
On  a  l'identité 

(10)        (R«)2-(pr)*  =  (R»)*_R(a?)R(a)  =  (a;-a)'n(ar,a), 

II(.r,  a)  étant  un  polynôme  du  second  degré,  dont  on  trouvera 
l'expression  développée  dans  le  Traité  d'Halphen  (t.  II,  p.  354). 
La  formule  (6)  peut  aussi  s'écrire 

(x —  a  )'2U(x,  a)  Il  |  .r,  a) 

'"'   "  .na._a)«(R«_^)  =  2(R*-P^)* 

et  Ton  a  les  deux  relations 

Rï  +  P.T  =  2(a?—  K)*pa, 
II  (r-,  a) 


R2  -  ftr  = 


on  en  tire 


2  p  // 

11(^7,  a) 


R£  =  (.r  —  a)8 pu  4 

pj  =  (^  _  a  )2  ,fl  //  - 

Différentions  la  première  relation   par  rapport  à  .r,  en  remar- 
quant que  l'on  ;i 

(I  pu  ,      du         p' u 

dx  dx         y   ' 

1 1    \  nul 

./Il 

,/ie 


=  •2(37'. 

,1 1 


dx                          ,       U(x,  u)  |  p'  /• 
v.  )  nu  -(- 1-       x  —  a  >2 i— \ — -     i 

ip«       I  4p»«    J  j- 

ce  qui  peul  encore  s'écrire 

./u 


./Il 

rfR? 

,1 1 

1  p" 

1 1 1 

pu 


La  relation  (i  i)  est  du  premier  degré  en  x,  et  l'on  en  tirera  La 
valeur  de  x  exprimée  au  moyen  de  pu,  p'  u,  a,  (3.  La  valeur  de  y 
se  déduit  ensuite  de  la  relation 

du  _    i  _  dx 

dx       y'  du 

Lorsque  la  limite  inférieure  (a,  fi)  est  un  point  de  ramification, 
à  distance  finie  ou  infinie,  les  formules  se  simplifient.  Les  for- 
mules (y)  et  (8)  montrent,  en  effet,  que  x  est  une  fonction  linéaire 

de  pit,  et  l'on  a  ensuite 

dx 
y~dû' 

Enfin,  lorsque  R(x)  est  du  quatrième  degré  et  que  l'on  prend 
pour  limite  inférieure  de  l'intégrale  un  point  à  l'infini  de  la  surface 
de  Riemann,  on  doit  partir  de  la  formule 

ip  u  =  a0x2  -t-  in^x  -+-  «2  -+-  )JaQyi 

qui  peut  encore  s'écrire 

(a0r2  -+■  iaxx  -+-  a,)2—  a0(ao#*  -+-  4«i^3  -+-  6asara  ■+•  \a3x  -+-  a4) 

ap  m  = = ; 

a0x2  -{-  2ciiX  -h  a-2  —  v  a0y 

= non 

a0x2-h  la^x  -+■  «.,  —  yo-oy 
en  posant 

U(x)  =  4(«f  —  a0a>)x-  -+-  U"t"i  —  <ioa3)x  ■+■  "\  —  «o^v- 
On  déduit  de  là 

n(*) 


a§xL  -+-  idix  -t-  a2  =  pu 


4p« 


/-  n(#). 

en  différentiant  la  première  équation  par  rapport  à  x,  et  en  tenant 
compte  de  la  seconde,  il  vient 

U'(x)        \/a0     , 

4p«        P" 
on  en  tire 

—  a  ai  p  a -H  \fa0p'  u  -+-  ai  a2  —  «o^s 


2«0P"  -+■     '"t>'<-2  —  2«î 


et  y  est  donné  parla  formule 


y 


2<;  — 


</.r 
dû' 


Les  formules  ainsi  obtenues  sont  identiques,  à  une  petite  dif- 
férence de  notation  près,  aux  premières  formules  données  par 
Halphen  (Fonctions  elliptiques,  t.  [,  p.  120). 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 

DES  COORDONNÉES  D'UN  POINT  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF 

ET  SUR  LA  COURBURE  DES  LIGNES  ORTHOGONALES; 

par   M.    Balitrahd. 

Considérons  dans  le  plan  deux  axes  rectangulaires  fixes  Ox: 
Oy  et  deux  axes  rectangulaires  mobiles  O'jc',  O'y'  qui,  à  l'origine, 
coïncident  avec  les  axes  fixes.  Soit  M  un  point  invariablement  lié 
aux  axes  mobiles  et  soient  x,  y  ses  coordonnées  par  rapport  aux 
axes  fixes.  Soient  M|,  M',  M"  les  positions  qu'il  occupe  au  bout 
de  l'instant  Af  dans  le  mouvement  absolu,  le  mouvement  relatif  et 
le  mouvement  d'entraînement. 

Le  triangle  MM'M,  montre  que  MM,  est  la  résultante  de  MM' 


M  M" 

ci  de  M  M  1  ;  de  sorte  qu'en  projetant  sur  les  axes  (  )x  el  (  \\   on  a 

ox  -    dx      A. ./•, 
8/      dy      a,  r, 

les  caractéristiques  8,  <l.  A  se  rapportant  aux  déplacements  absolu, 
relatif  cl  d'entraînement  el  A,  désignant  ce  que  devienl  A  quand 
mi  \  remplace  les  coordonnées  sct  y  «lu  poinl   M  parles  coordon- 
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nées  x  -h  dx,  y  -+-  dy  du  poinl  AI'.  En  désignant  par  x  l'angle  que 

fait  Ox  avec  O'x'  et  par  xa,  y0  les  coordonnées  du  poinl  O'  par 

rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  les  formules  de  la  transformation  des 

coordonnées 

jp,  =z  Xq  ~  x  cosa  — y  sinx, 

Ki  =  J'o  -+-  #  sin  a  -+■  y  cosa 

donnent  immédiatement 

A^  =  \x  -4-  rf.r  cosa  —  dy  sina  —  dx, 
±iy  —  A/+  fite  sin  a  -+-  f/j'cosa  —  dy, 
et,  par  suite, 

^   o.r  =  <rAr  +  A.r  +  (Y.?1  eus  a  —  oîy  sin  a  —  d.r. 
(   oy  =  dy  —  A^-  ■+-  rf.r  sin  a  -f-  dy  cos  a  —  dy. 

Ces  formules  ont  lieu  aussi  bien  pour  des  déplacements  finis 
que  pour  des  déplacements  infiniment  petits,  aussi  bien  pour  le 
cas  où  x  et  y  dépendent  d'une  seule  variable  que  pour  le  cas  où  x 
ely  dépendent  de  deux  variables.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un 
déplacement  infiniment  petit  et  développons  en  séries  toutes  les 
quantités  qui  entrent  dans  les  formules  (i);  nous  obtenons 

ÙX  H 02X  -+-     ;    O3  T  —  .  .  .  =  dx  H d1  X d*  X  -+-.  . 

1.2  1.2.3  i .  a  i . i .  i 

A  x A'2.r  -f-  ■  A3.r  —  .  . 

1.2  1.1.5 


(2) 


-a       (V+^r/^-...) 

dx  —  —  dl  x  -t- . 

i . 2  \  1.2 


0]    H o-  v  + 83  y  -f-.  .  .  =        rf/H —  </2  K  H ~   «?3  Y 

J  1  . 2        y  1.2.3        '  ^  F  .  2  ■         1.2.3         ^ 


+  4j,  +  J_iV  +  _l_^ 


rf.r  H d-x  — . . . 

I  .2 


I  . 2    V     '  1.2 


On  déduil  de  là.  en  se  limitant  aux  éléments  du  premier  ordre, 


(il 
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du   second   ordre,   du    troisième  ordre,    etc.,    les   formules   sui- 
vantes  : 


ix     =  dx     -f-  A.r, 

8y  =flÇy  -M>'- 

o2 x  =  d-x  -+-  A-.r  —  ioi  dy, 

o- y  =  rf2,/  -f-  A'2j'  +  '2a  </./■, 

rj3X  =  dix  -r-  \*x  —  3  a  cPy 

—  3  a2  </.r, 

o3j-  =  d*y  -+-  \A y  ■+-  '}■*  d2x  — 

ictdy, 

Les  formules  (3)  s'appliquent  à  un  déplacement  infiniment  pe- 
tit quelconque  et  permettent  de  développer  en  séries  ordonnées, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  les  coordonnées  x  ely. 
Considérons  le  cas  où  les  axes  Ox  et  Oy  coïncident  avec  la  tan- 
gente et  la  normale  à  une  courbe  et  choisissons  l'arc  de  cette 
courbe  pour  variable  indépendante.  En  désignant  par  o  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  au  point  O,  les  formules  (3)  se  trans- 
forment dans  les  suivantes  : 


<4»     / 


o./-          dx                y 
ds           ds                  p 

2Z  -■  lll       ï 

ds           ds          p  ' 

o-x       d'lx        y  dp        3  dy 
ds*  ~  ds*          p   ds         p    ds  ' 

o2r        d*y        x  dp          !  dx 
ds1         ds-          p  ds         p   ds  ' 

o3x       d3x        4  d*y         2    dy   dp 
ds*   ~  ~ds*         p  ~ds*         p2  ds    ds   ~ 

3    dx 
s2   ds 

y 

P2 

(d2p 
[ds* 

2    dp\ 

p  ds  /  ' 

ot         d3y        4   d-x         i    dx  dp 
ds3          ds1          p    ds2         p2    ds    ds 

3    dy 

p2   ds 

X 

\  ds* 

2    rfp\ 

p  rfs  / 

En  désignant  par  a?0,  y0,  x\,  v\r  x"0,  y\,  ...  ce  que  deviennent 

dx     dy    d-x     d2y  ,  i     •  /  ,\  r 

X^^s'  S'^'  *T'  •.••pou**  =  oï  Les  relations  (4)  fourni- 

ront  pour  .r  et  j^  les  développements  suivants,  ordonnés  suivanl 
les  puissances  croissantes  de  s  : 


(5) 


'   I         '■        (r-,  +  -   )-     (.r,,       -~  -     )- 
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Enfin,  les  relations  (3)  conduisent  aux  formules  très  impor- 
tantes qui  assurent  la  fixité  du  point  M  dans  le  plan  : 

(6)  dx  +  \x  =  o,         dy  +  Aj-  =  o, 

et  clans  le  cas  particulier  des  formules  (/j)  : 

m'\                                dx        y                   dy           x 
(  fa  )  -j-  — i ,  -j-  = 

Ce  sont  ces  formules  et  les  formules  analogues  pour  l'espace 
qui,  établies  par  M.  Cesaro  (Nomelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, p.  128;  1886),  ont  été  employées  par  lui  avec  tant  de 
succès,  dans  ses  recherches  sur  la  Géométrie  intrinsèque  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces  réglées. 

Nous  allons  faire  une  application  des  formules  qui  précèdent 
à  la  théorie  de  la  courbure  des  lignes  orthogonales  dans  le 
plan. 

Courbure  des  lignes  orthogonales.  —  Supposons  que  le  plan 
rapporté  à  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  (u)  et  u)  admette 
pour  élément  linéaire  l'expression 

(i)  ds2=^p  du*  -t-  %fg  cos6  du  de  -+-  g*  <r/r-. 

Soit  M  un  point  du  plan  correspondant  aux  courbes  (u  )  et  (r) 
et  M'  un  point  infiniment  voisin  correspondant  aux  courbes 
(u  +  du)  et  (r  +  dv).  Prenons  comme  axes  mobiles  deux  droites 
issues  du  point  M,  la  droite  Mx  faisant  un  angle  'o  a\ec  la  tan- 
gente à  la  courbe  (w),  cet  angle  variant  d'ailleurs  d'un  point  à  un 
autre.  Soient  x  étales  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan  par  rapport  à  ces' axes  mobiles.  Pour  passer  du  point  M  au 
point  M'  infiniment  voisin,  on  peut  se  déplacer  d'abord  suivant 
«  =  const. ,  puis  suivant  v  =  const.  ;  on  trouve  alors  les  for- 
mules 

/   oj"  =  dx  -+-  g  cos  -^  dv      fcostydu 

(a)  { 

I  0  y  =  dy  -+-  g  sin  o  dv  -t-/  -i  11  'l  du 


(  —  -+-©'  ]  g  dv       x  ( h  <V  )  f  du. 

pu         '    /  ?v         '   ! 
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ztl  et  p„  désignent  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (//)  et  (v) 
au  point  M.  et  l'on  a  posé 


<!/  =  œ  -+- 


La  caractéristique  r/  se  rapporte  au  déplacement  relatif  et  la  carac- 
téristique  8  au  déplacement  absolu. 

Les  formules  (a)  se  simplifient  si  l'axe  M,r  coïncide  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  (a).  Il  suffit  de  faire  m  =  o  dans  les  formules 
(2)  qui,  dans  cette  hypothèse,  se  réduisent  à 


(  3  ) 


(   o.r  =  dx  ■+■  g  rh'  -+-  /VnsO  r/«  —y  (  £• (-/  —  )  — yVfdu, 

I  \       P«  P«'  / 

f  oi-  -  </i'  -t~/sin9  du-\-x  (g i-/— )  -*-&$/ du. 


Les  formules  (2)  se  simplifient  encore  si  8  =  -3  c'est-à-dire  si 

les  lignes  coordonnées  sont  orthogonales.  Faisons  donc  9  =  —  ; 
nous  obtenons 

/    ex  =  d.r  -+-  g  coso  dv  —  /" si n  cp  du 

\        —y  { g  -^  —f  —■  )  —y*>Xgdv -¥fdu ). 

\      Pu  r'v  I 

l  8  y  —  dy  ■+■  g  sincp  dv  -h  f  coso  du 

Enfin,  l'on  peut  combiner  les  hypothèses  (3)  et  (4 )>  c'est-à-dire 

supposer  ta  =  o,  0  —  -;  on  arrive  alors  aux  formules  1res  simples 
el  très  importantes 


\    o.r  —  d.r  -f-  g  d\-  —y[g—-\-f- —  )  , 
f   8y  =  dy  -+-  fdu  +  x  (g  -^  -4-/  -^  )• 

Si   nous  appliquons   maintenant  les  relations  (6)  <\u  premier 
paragraphe,  nous  obtenons,  pour  la  fixité  d'un  point,  les  condi- 
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lions  suivantes 

(  S  +/««•-£  -frv-o,     %  +/sine  +  *  +>•■-., 

(6)      < 

J  Ox  gy  ày       gx 

\  op  p„  tv 

et  pour  l'invariabilité  de  la  direction  /,  m  les  relations 

: fin  0  =  o, h //O  =  o, 

du         pt,        *  ou         p„      ' 

'  d/         £7n  0m        gl 

2_-    =  o,  —  -f-  5-  =  o. 

dv  p„  dv  p„ 

Exprimons  que  les  dérivées  de  /  et  de  m,  fournies  par  les  rela- 
tions (7),  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité 

à    dm         à    dm 
dv    du         du    ài>  ' 


à 

dl   _ 

à 

01 

ôv 

Ou  ~~ 

07i 

~d~v 

on  0 

blient 

ainsi 

(8) 

/ 

è± 

pv 
~dv~ 

— 

o-1- 

pu 

Ou 

1 

pv  dv         pu   du        dv    J 

Opérant  de  même  sur  les  dérivées  décret  de  y  tirées  des  équa- 
tions (6),  on  obtient  les  nouvelles  relations 

/  dg         d    .  ,        A  fg  sinO 

\  du         dv  pu 

(9)  ' 

)     °        sut  "    1  jr    •     û>  ,      /o,  I  COSO  \ 

(5-(/e')-5;(/«n6)+/<r(e-H.-  +  — j=o. 

Si   l'on  part  des  relations  (5)  et  que  l'on  opère  de  même,  on 
arrive  aux  formules  suivantes,  très  simples, 


dx        fy 

du         p,, 

0y         s         Jx 

du       J          p„ 

dx                 e  i  • 

—  +  g—  —    =0. 

o|  v       gx 

r+-=o. 
dp         p„ 

dl        fin 
ou         p„ 

d/H            // 

Ou          p(, 

àl  _  gm  _ 

dv        p„ 

tJm        gl 

1 =0. 

àv        pH 

(6') 

(7') 

Ces  formules  constituent   l'extension   au   cas  des   coordonnées 
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curvilignes  orthogonales  des  formules  de  Cesaro,  qui  n'avaienl  été 
données  jusqu'ici  que  pour  le  cas  des  coordonnées  rectil ignés  or- 
thogonales. Elles  vont  nous  mener  à  des  relations  connues  qui 
sont,  en  quelque  sorte,  les  formules  fondamentales  de  la  théorie 
des  surfaces  de  Codazzi,  dans  le  cas  où  la  surface  de  référence  est 
plane.  La  méthode  qui  y  conduit  est  d'ailleurs  identique  à  celle 
qui  nous  a  servi  à  établir  les  formules  fondamentales  de  la  péri- 
morphie  et  les  formules  de  Codazzi  (Bit  I  Ici  in  de  la  Société  Ma- 
thématique, iN^4)- 

Opérons  sur  les  formules  (G')  et  (-'),  comme  nous  l'avons  fail 
sur  les  formules  (6)  et  (7);  nous  obtenons 


(8')  S-P-S  -^i  +  -L1f-±¥=o, 

àv  ou         p„  àv       pu  ou 

<q')  **=-&,  °1=-LK. 

Ou  p„  dv         pv 

Au  moven  des  relations  (9'),  la  relation  (S')  peut  s'écrire 

à-  à- 

(      '  J    àv         ê     du     +   p»         p2  ' 

et,  si  l'on  pose 

fdu  =  fis,,,         g  e/r  —  rhv, 

la  relation  (10)  devient 

0  —  <)  — 


du       — |— -  d\ 


,     .  du  dv 

(11)  -= 1 -3 1 — J  ■+-  —  =0. 

ds„  dsv  p,7         ps 

Elle  ne  diffère  (pie  par  les  notations  de  celle  qui  a  été  décou- 
verte par  Lamé  (voir  Journal  de  r Ecole  Polytechnique, 
XXIX'"  Cahier,  p.  1  j-,  et  Bertrand,  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel, p.  544)- 

Observons  enfin  que  les  relations  (q'),  donnant  les  expressions 
des  rayons  de  courbure  pa  <'t  pv  en  fonction  des  coefficients  de 
I  élémenl  linéaire,  conduisenl  immédiatement  aux  théorèmes  éta- 
blis par  .M.  Bertrand  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel, 
p.  5  i  1  el  sun anles. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  STIELTJES  ET  SUR  LES  FONCTIONS  DÉFINIES 
PAR  DES  FRACTIONS  CONTINUES; 

Par  M.   H.    von   Koch. 

I. 

Je  me  propose  de  démontrer  d'abord  ce  théorème  : 

Siht,h2i  ...  sont  des  fonctions  analytiques  cV un  nombre 
quelconque  de  variables  xK,  x.2j  .  .  . ,  x^,  holomorphes  dans  un 
domaine  donné  T,  si  la  série 

(o  y.  ]h'A 

converge  uniformément  dans  ce  domaine,  et  si 

Q„(xi,  . .  .,xk) 
désigne  la  nième  réduite  de  la  fraction  continue 

(2)  ! . 


//., 


h3  +.. 
on  a,  pour  tout  le  domaine  T, 

lim  ?,„(>, vk)  =  P(a?i, a?*), 

limQ2„(ar, r/,)  =  Q(.r,,  ...,.77,), 

limP,„+1(^i,  .  ..,ta.)  —  \\{xx x,;), 

limQan+^a?!,  ...,a?A)  =  QiCa?!,  ....ar*), 

P»  Qi  P»î  Q<  désignant  des  fonctions  holomorphes  dans  T  ^«i 

satisfont  à  la  relation 

QOj,  ...,#*)  Pi  (an,  .....ta)  —  Qi(.r, **)p(*] xk)  =  i. 

On   voit  que  ce  théorème  embrasse  comme  cas  particulier  le 
théorème  de  Stieltjes  («)  relatif  à  l'oscillalion  de  la  fraction  con- 


(')  Stieltjes,    Recherches  sur  les  fractions  continues   {Annules  de  ta   Fa- 
culté des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VIII,  i8g4  |. 

xxni.  3 
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linue  (  2)  dans  le  cas  où   l'on  a 

"in  —  'l-2'i-  "in -k  1    =  a*n-\-l  z- 

les  ot  étant  des  constantes  réelles  et  positives  et  c  une  variable 
complexe. 

Pour  la  démonstration,  remarquons  que  les  formules  de  récur- 
rence 

j  Qp  =  ApQp_1-4-Qp-2         (Q„  =  i,Q_1=o) 
(p  =  i,a,3,...) 

mettent  en  évidence  que  Q»+2/>  se  réduit  identiquement  à  Q„, 
quand  on  y  fait 

Ap+s/j  =  lip+iP-i  — . . .  =  Ap+i  =  o. 

Or.  dans  le  développement  du  produit 

[(i  +  Av), 

v  =  l 

on  retrouve  tous  les  termes  du  polynôme  Qp+2/>>  Donc,  puisque 
ce  produit  se  réduit  à 

P 
[(i  +  Av), 

v  =  l 

quand  on  y  fait  ha+2p  =  -  ■  •  =  ^p+i  =  o,  on  aura  nécessairement 

p    -/'  p 

(4)  Qp+v-Qp      fj(«-t-|*v|)  — ]  [<i-h|  AvO, 

V  =  1  V  =  1 

Q^,  désignant  ce  que  devient  le  polynôme  Qv  quand  on  y  remplace 
chaque  terme  par  sa  valeur  absolue.  Or,  puisque  la  série  £v  | /tv  | 
esl  supposée  uniformément  convergente  dans  le  domaine  T,  à 
tout  nombre  positifs  correspondra  un  entier  positif  p' tel  que  le 
second  membre  de  la  formule  (/j)  devienne  moindre  que  s  des  que 
l'on  a  p  !p',  et  cela  pour  tout  le  domaine  T  et  pour  des  valeurs 
quelconques  de  />',  on  aura  donc  a  fortiori 

|Qp+*/,  —  Qpl    Q'p  !/.     QP  O; 
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donc  les  deux  séries 


v  =  1  v  =  o 

convergent  uniformément  dans  T  et  représentent,  par  suile, 
certaines  fonctions  Q(.r,,  ..-,  X/,)  et  Q,(X|,  ...,  x^)  holo- 
morphes  dans  ce  domaine,  ce  qui  prouve  bien  que  les  limites 

limQs„  =  Q,         limQ2„+1  =  Q, 

sont  des  fonctions  holomorphes  dans  T. 

Puisque  les  Pp  satisfont  à  des  formules  de  récurrence  de  la  même 

forme 

Pp  =  fcpPp_,  +  Pp_2         (  P„  =  o.  P_,  =  1 1 

(p  =  i,2,  3,  ...), 

on  voit  de  la  même  manière  que  Ton  a,  pour  tout  le  domaine  T, 

limP2„  =  P,         limPSB+1  =  Pj, 

P  et  P,  étant  des  fonctions   de  xt,  . .  . ,  Xk  holomorphes  dans  T. 
Vu   que   les   fonctions   Q2W,   P.,,,,  Q2«+i,   P-//+)   sont  liées   par 
l'identité* 

il  est  clair  que  leurs  limites  Q,  P,  Q,,  P,  y  satisfont  également  : 

QP,-Q,P  =  i. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarquons  enfin   que  le  polynôme  Qp,  écrit  sous  la  forme 
d'un  déterminant  d'ordre  p 

lu         1 


O, 


1       //,       1 
—  1     A3     1 


1     hn 


fournit  le  premier  exemple  d'un  déterminant  infini  qui  prend  deux 
valeurs  différentes  Q  et  Q,  selon  que  son  ordre  indéfiniment 
croissant  p  est  assujetti  à  rester  pair  ou  impair. 
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II. 

Dans  une  lellre  à  M.  Poincaré,  dont  un  extrait  a  été  publié 
récemment  ('),  j'ai  démontré,  entre  autres,  deux  théorèmes,  qui 
pourront  être  énoncés  en  ces  termes  : 

[.  Si  »,,  cpa>  •  •  •  sont  des  fonctions  analytiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  x, ,  x2,  . .  . ,  Xk,  si  ces 
fonctions  sont  holomorphes  dans  un  domaine  continu  donné  T, 
et  si  la  série 

(5)  2vl?v! 

converge    uniformément  dans  ce   domaine,   la  fraction  con- 
tinue 

1 6  »  — '—ir 


représente  une  fonction  0(.r,,  ...,  Xk)  qui,  dans  tout  le  do- 
maine T,  reste  méromorphe  et  peut  s'exprimer  par  le  quotient 
de  deux  fonctions  es,  à'  et  A  holomorphes  dans  T. 

II.   Soit  T,  un  domaine  continu  quelconque  situé  tout  en- 
tier en  dedans  de  T  et  tel  que  la  somme  S  de  la  série 


i  =  2 


(7)  S=2 
y  satisfasse  à  la  condition 

(8)  S  <  p, 

p  désignant  un  nombre  positif  suffisamment  petit.  Dans  toi/ 1  ce 
domaine  I  \,  la  fonction  B(x(,  ...,  #*),  définie  par  la  frac- 
tion continue  (6),  restera  nécessairement  holomorphe. 


C)  Sur  lu  convergence  des  déterminants  d'ordre  infini  et  des  fractions 
continue».  Extrait  d'une  lettre  de  M.  il.  ron  Kocfa  à  M.  Poincaré.  {Comptes 
rendus,    ■  i  jani  ier  's'i  i,  i 
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Dans  l'énoncé  précédent,  A  désigne  le  déterminant  infini 


—  <?3        I         I 


et  A'  ce  que  devient  A  quand  on  y  supprime  la  première  ligne  et 
la  première  colonne;  ces  déterminants  infinis  A  et  A'  convergent 
absolument  et  uniformément  en  dedans  du  domaine  T,  d'après 
deux  lemmcs  que  j'ai  énoncés  dans  la  Note  citée  plus  haut  et 
dont  j'ai  donné  les  démonstrations,  d'ailleurs  très  simples,  dans 
une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  le 
i3  février  1890. 

Dans  la  première  Note,  j'ai  montré  que  le  théorème  II  reste 
certainement  vrai  si  l'on  pose,  dans  l'inégalité  (8),  p  =-$,  dans  la 
seconde,  j'ai  remplacé  cette  limite  par  la  suivante  : 

p  =  log-2  =  0,693  147 18. . . . 

Je  me  propose  maintenant  d'étendre  ces  résultats  en  démon- 
trant que  le  théorème  II  reste  encore  vrai  si  l'on  pose,  dans  l'iné- 
galité (8), 

p  =  1. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  démontrer  le  le  mine  suivant  : 

Sibz,bs,  ...  sont  des  nombres  positifs  quelconques,  la  frac- 
tion continue  d'ordre  v 


(9) 


tbo 


tb. 


■•.  *&v-i 

1     —     tby 

représente  une  fonction  f(t)  développable  sous  la  forme 

f(t)  =  i+ftt+fit*+..., 
fv  désignant  un  certain  polynôme  homogène,  à  coefficients  en- 
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tiers  et  positifs,  ci  de  degré  v  par  rapport  à   b-2.  . .,  bv,  qui 
satisfait  à  V inégalité 

(10)  /x<(és_u£3+...+  fcv)X        (X  =  i,a, ...). 

En  effet,  supposons  ce  théorème  valable  pour  une  fraction  de 
la  forme  (9)  d'ordre  v  —  1  ;  nous  aurons 


1  —  ■ 


//,., 


...  (       //,v_, 
1  —  /6V 

•i/>,  étant  un  polynôme  homogène,  à  coefficients  entiers  et  positifs 
et  de  degré  A  par  rapport  à  /;:t,  /;..  .  .  .,  b„. 
De  là  on  conclut  qu'en  posant 

lis  />.  seront  de  pareils  polynômes  par  rapport  à  /;2,  &:t,  .  .  .,  bv. 
Il  reste  seulement  à  démontrer  l'inégalité  (10). 
Par  hypothèse,  les  <h\  satisfont  aux  conditions 

«h  <  B\ 

où  Ton  a  posé  B  =  b3  -h  &i  4-  •  •  •  H-  &v-  Donc  les  coefficients  dans 
le  développement  de  la  fonction  f{t)  seront  moindres  que  les 
coefOcients  correspondants  dans  le  développement  de  la  fonction 

1  1  — /B 


tb,  i~t{ù,  -+-B)' 


1  —  f  B 


donc,  a  fortiori,  il-  seronl  moindres  que  les  coefficients  dans  le 

développement  de 

1 
1  — /(6i-t-  B  i" 

ce  qui  conduit  bien  à  l'inégalité  110). 

Le  lemme,  étant  visiblement  vrai  pour  une  fraction  d'ordre  3, 
se  trouve  donc  démontré  dans  Je  cas  général. 

Revenons  à  l'étude  de  la  fraction  (6),  1rs  »v  étant  des  fonctions 
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de  .r,,  .  .  .,  Xk  telles  que  la  série  S[cpv|   converge  uniformément 
clans  T;  supposons  de  plus' 


(») 


s  =  2  '  ?v  I  <  l 


dans  tout  le  domaine  T, . 

Au  lieu  de  (6),  considérons  pour  un  instant  la  fraction  suivante 
(/  désignant  une  variable  auxiliaire) 


F(0 


ta. 


ta. 


et  désignons  la  vième  réduite  de  cette  fraction  par  Fv(/);  d'après 
ce  que  nous  savons,  F(/)  et  Fv(«)  sont  des  fonctions  holomorphes 
dans  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et  un  rayon  R  suffisam- 
ment petit.  Or  la  relation 


F(f)  —  Fv(  t)  =  C 


Cp2<f:i  .  .  .  Çpv+1 

NvtlMv+jH-ÎNvFiv+ïJJ 


où  l'on  a  posé 


p(V+2)    __ 


ta 


fv+i 


t<0. 


I  [ 

lo-,         1  I 

ta*      \         i 


t  <pv      i 

montre  que  le  développement  de  F(/)  —  Fv(i)  commence  par  un 
terme  en  tv;  en  d'autres  termes,  si  l'on  pose 

F  (t)  =  i-t-  A,  t    -+- Aa/    -+-.  . ., 
Fv(o  =n-A'1v)<-f-A,sv)  t-h..., 

A      .  —  A(v) 


on  a 


A,  =  A7',        A2  =  A(8V), 
Mais,  d'après  le  lemme  démontré  tout  à  l'heure,  on  a 

un  c(i<p2n-M-*-...-H<pvi)x. 

On  a  donc,  d'une  manière  générale, 

|Ax|<  S>        (X  =  i,a,  3,  ...)• 
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Désignons  maintenant   par  0v(.r,,  ...,  x^)  la  v"""' réduite  de  la 
fraction  (6).  Nous  aurons 

ev(.r,. ..  .,xk)  =  ?iFv(—  1), 

d'où,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  établi  et  de  l'inégalité  (i  i), 

|ev+/,(.rl?  .  ....r/,)  —  0vO,,  ...,x,L)\  <2|  <p,  |  -j-^Tg' 

p  désignant  un  entier  positif  quelconque.  Par  là  on  voit  donc 
que,  tant  que  les  variables  x{,  ...,  Xk  restent  dans  le  domaine  Tt 
satisfaisant  à  la  condition  (n),  la  réduite  0v(.r,,  ...,  Xk)  tendra 
uniformément  vers  une  limite  0(j?t,  ...,  Xk)  et  que  cette  limite 
représente,  dans  tout  le  domaine  T,,  une  fonction  holomorphe  de 
x K ,  . . .,  X h- 


EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  FERMAT  SUR  LES  NOMBRES  POLYGONES; 
Par  M.   En.   Maillet. 

I. 

On  sait  que  les  nombres  polygones  d'ordre  m  sont  de  la  forme 

m 

—  (x*  —  x)  +  x, 

où  x  est  un  entier  quelconque. 

Cauchy  (')  a   pu  démontrer   le    théorème  de  Fermât    sur   les 
nombres  polygones  en  s'appuyant  sur  le  lemmc  suivant  : 

Lemme.  —  Soient  k  un  nombre  impair  pris  à  volonté,  et  s  un 
autre  nombre  impair  compris  entre  les  limites 

(i)  v'i/.    -■*.-..        vT/. 

On  pourra  toujours  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers 

(')  Exerc.  de  Math.,  t.  I.  p.  173,  el   Mémoires  <!<•  l'Institut. 


-  il  - 

les  deux  équations 

i  A ■  =  (°-  —  a«-4-i>*-t-  «?. 

(    s   =  t    -\-  u     -4-  ('     —  IV. 

Un  lemme  semblable  (')  a  lieu  quand  À"  est  impairement  pair 
et  s  pair  quelconque. 

Legendre  a  conclu  de  ces  deux  lemmes  quelques  théorèmes  (2) 
perfectionnant  le  théorème  de  Fermât. 

On  peut  remarquer  que,  plus  généralement,  des  théorèmes 
semblables  ont  lieu  pour  les  nombres  de  la  forme 

a  8 

-  a?2  -H  -  x  -4-  y, 

i  i 

où  a  >  o,  a,  (5,  y  entiers,  et  où  a  et  |3  n'ont  d'autre  diviseur  com- 
mun que  i  ou  2  et  sont  à  la  fois  pairs  ou  impairs.  Il  suffit  évidem- 
ment de  considérer  les  nombres 

a  3 

(3)  -  2?*-f-  -  x. 

a  2 

Les  raisonnements  étant  de  tous  points  semblables  à  ceux  de 
Legendre,  nous  pourrons  abréger. 

Soit  un  nombre  A  qui  soit  la  somme  de  quatre  nombres  (3) 


-   (V2  -I-  —  w 
2  2      '  2  2  2  2  2  2 


On  aura 
(4)  A  =.-*+?  #. 


2 


Nous  ne  considérerons  que  les  cas  où  k  et  5  sont  impairs;  les 
cas  où  k  est  impairement  pair  et  s  pair  quelconque  se  traiteraient 
de  même. 

Réciproquement,  A  étant  un  nombre'  donné,  si  l'on  peut  dé- 
terminer k  et  s  de  manière  qu'ils  soient  impairs,  et  satisfassent 
à  (4)  et  (1),  l'application  du  lemme  précité  donnera  au  moins  une 
décomposition  de  A  en  quatre  nombres  de  la  forme  (3). 


(')  Legendre,  Théorie  des  nombres,  3e  édit.,  t.  II,  p.  338. 
( -' )  /bit/.,  p.  35i  el  suiv.,  théorèmes  Va  IX. 


-  u  — 
Or  les  inégalités 

\/Ta-  —  7.  —  i  <  .s-  •  :  /TT7 

donnent  facilcmenl  si  A  ^>  aa 

.  r         —  ->.%  —  3p-h-y/(aa  +  3p)2—  4  a  (  3  a  —  6  A  )  -ap  +  ay/^  +  ^Aa 

■2  7.  a 

On  pourra  prendre  A  assez  grand  pour  qu'on  ait  au  moins  A  va- 
leurs de  s  impaires  consécutives  satisfaisant  à  (5),  \  étant  arbi- 
traire 5  il  est  même  facile  de  trouver  une  limite  inférieure  de  A  en 
fonction  de  A. 

Soient  sl5  s2,  .  .  .,  .v>  ces  valeurs,  k\,  k2,  ■  •  -,  k\  les  valeurs 
correspondantes  de  k,  entières  ou  non,  tirées  de  (4)  : 

(6)  k,-=  aA~P^. 

a 

Considérons  les  nombres  2  A  —  [j.s/. 
1"  a  et  jii  sont  impairs. 
Si  l'on  a 

2  A  —  [3  Si  =  1 A  —  [j  Sj       (  iikkI  a  I, 

il  faut,  puisqu'ici  a  et  [j  sont  premiers  entre  eux  par  hypothèse, 
s<  —  sj  =  o      (mod  a). 
Or,  $i  et  S/  étant  impairs,  s/  —  .s/  est  pair;  par  suite 

s,-  —  Sj  s=  o      (  mod  >.  y.  |. 
Prenant  alors 

on  voit  (pie  a  nombres   consécutifs,  pris  parmi  les  nombres  st) 

«a V).  donnent  des  valeurs  de  2  A  —  rps,  incongrues  (mod  a), 

el  par  suite  l'un  d'eux,  s',  est  Ici  que 

■>  \       '1s'      0     (mod  y.  ». 

Mais  2  \  —  3s'  esl  évidemment  impair,  en  sorte  que 


esl   impaii 


•»a  -  ;i.v' 
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L'application  du  lemme  précité  à  ces  valeurs  Â',  s'  donnera  une 
décomposition  de  A  en  une  somme  de  quatre  nombres  de  la  forme 
voulue. 

Ce  procédé  donnera   évidemment    autant  de  valeurs  de  A',    s' 

qu'il  V  a  d'unités  dans  -•  Donc 

Théorème  I.  —  Si  a  et  fi  sont  impairs  et  premiers  entre  eux, 
tout  nombre  A,  supérieur  à  une  certaine  limite  fonction  de 
a  et  fi,  est  la  somme  de  quatre  nombres  de  la  forme 

a     .       P 

-  a?8-+-  —  x         (a  >  o  i. 

2  2 

On  peut  même  assigner  une  limite  inférieure  de  A  telle  que 
cette  décomposition  ait  lieu  de  p  manières  différentes,  p  étant 
arbitrairement  choisi. 

il  •  m      a  —  ( ,n  —  ''■)  i        i    <  -i  7-      i       r 

cm  a=— ,   3  = — : ,  on   retrouve  le  théorème  V    de  Le- 

2         '  >. 

gendre  précité. 

2°  a  est  impairement  pair,  fi  est  pair  quelconcjue. 

Par  hypothèse  a  et  fi  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  2. 

Si  Si  =  Sj  (mod  a),  2  A — fisi  et  2  A — fisj  ont  même  résidu 
(mod  a). 

Considérons    parmi    les    nombres    impairs    s,,   s2,    ...,    S\    où 

À>  -»  -  nombres  consécutifs  et  les  nombres  correspondants  de  la 
—  2    2  j 

forme  2  A  —  fis;.  Ces  nombres  sont  pairs  et  sont  incongrus  (mod  x), 

car 

2  A.  —  p 5/  =  2 A  —  3 si      (mod  x  ) 
donne 

-  si  =  -  s/         mod  - 

2  2  \  2  / 

et,  puisque  -  et  -  sont  ici  premiers  entre  eux. 

Si  =  S/      /  mod  -  1 , 

ce  qui  est  impossible,  s,  —  si  ('tant  pair  cl  •<  a.   Donc  l'un  de  ces 
nombres   2  A. —  fis'   est  =  0  imod'/).    a   étanl    impairement    pair. 
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/.'=  — —  sera  impair  si  aA — fis'  est  impairement  pair.  Par 

suite 

Théorème  II.  —  On  a  un  théorème  semblable  au  théorème  l , 
a  étant  impaîrement  pair,  quand  A  est  impair  et  [U  pairement 

pair,  et  quand  A  est  pair  et  [ii  impaîrement  pair  y-  et  -  pre- 
miers entre  eux 


L'un  de  ces  deux  résullats  comporte  une  extension  partielle  du 


théorème  VI  de  Legendre. 


3"  a  est  pairement  pair,  [3  est  impaîrement  pair. 
Considérons  encore  parmi  les  nombres  impairs  st,  s-2,  •  .  • ,  s>,, 

où  À>  -5  -  nombres  consécutifs,  et  les  nombres  correspondants 


de  la  forme  2  A —  JjS/.  Les  -  premiers  d'entre  eux  sont  incongrus 
(mod  a),  car  on  aurait  sans  cela 

—  (si  —  S/)  =  o      (  niod 

d'où 

s,-  —  s/  =  o      (  mod  -  \  • 

Dès  lors,  si  ces  -  nombres  sont  tous  =  o  (mod  4)?  ou  si  A  est 
4 

impair,  l'un  d'eux  2 A  —  fis'  est  =o(moda.),  et 

2 A  -  p»' 

À"      * 

a 

Si  k'  est  impair  on  obtient  une  décomposition  cherchée  du 
nombre  A.  Si  k'  est  pair  on  considérera 


et 

a  a  a  a  ' 

/. "  sera  impair el  l'on  obtiendra  encore  la  décomposition  cherchée. 
I  )<inc  : 


—  i:>  — 

Théorème  III.  —  On  a  un  théorème  semblable  au  théorème  1, 

quand  y.  est  paire  ment  pair,  (3  impairement  pair  et  A  impair 

/*    * P  •  \ 

(  r  et     premiers  entre  eux  ) . 

Ce  résullat,  joint  à  l'un  de  ceux  obtenus  au  théorème  II,  équi- 
vaut à  une  extension  complète  du  théorème  VI  de  Legendre. 

Il  nous  suffira  maintenant  d'indiquer  qu'en  appliquant  le  se- 
cond des  lemmes  précités  on  obtiendra  par  la  même  méthode  des 
résultats  du  même  genre  comportant  des  extensions  des  théo- 
rèmes VII,  VIII  et  IX  de  Legendre. 

IL 

Des  résultats  analogues  peuvent  s'obtenir  pour  les  nombres  de 
la  forme 

*     .       P  _. 
-  .rl+  '-  x*. 

■>.  i 

Il  suffît  de  s'appuyer  sur  le  théorème  suivant  ('),  dû  à  Liou- 
ville  : 

Théorème.  —  Soit  i  n  =  x-  -+-  y2  -\-  z2-^-  l2  ;  si  l'on  pose 

!ix{  —  x  -+- y  -+-  -  -+-  t.  2^,= —  x-\-y-\-z-\-  t, 

■2ji  =  x-{-y-  s  —  t,  iy2  =  —  x-hy  —  z  —  t, 

'2Z[=X y  -+-  Z —  t.  2Z-2  =  —  x — y  -r-  s —  /, 

itx  =  x  — y  —  ,3-1-/,  if. y  =  —  x  — y  —  z  -+-  t, 

les  nombres 

a?i,    yu    *u     hî        a"*,    Xi,     «s,     t> 

seront  entiers  aussi  bien  que  x,  r,  s,  /,  et  Ion  aura,  en  posant 
Sa?*=  x*-i-y*-4-  ~2-i-''2  : 

(8)  Zx^  =  ^x\=--^x\, 

(9)  6#i*  =  ïx*  -+-  Zx\  ■+■  Zx\. 
Liouville  en  a  tiré  ce  corollaire  : 


(')   Voir  Le  Besgue,  Exercices  d'Analyse  numérique,  librairie  Leiber  el   Fa- 
raguet,  Paris,  18Ï9,  p.  n3. 
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Corollaire.  —  Tout  nombre  est  la  somme  de  o  bicarrés  an 
plus  (S< 53). 

En  effet,  soit  6A-\-  r,  (r^5),  un  nombre  quelconque;  on  sait 
qu'on  a 

(10)  *=/*  H- £*-!-**-*-<?*, 

et  en  remarquant  ([ne  /•  est  la  somme  d'au  pins  5  bicarrés  égaux  à 
l'unité,  et  appliquant  la  formule  (9),  on  obtient  (>/,  H-  /•  sous  la 
forme  d'une  somme  d'au  plus  53  bicarrés. 

Mais  l'on  peut  en  tirer  quelque  ebose  de  plus. 

D'après  (8)  et  (9),  le  théorème  précédent  donne 

G/11  —  S.r;-f-  Sa?J  -t-  Sar|, 

Gn    =  Sx2-HS.r2  -h  S.r2 
simultanément. 

On  aura  donc  simultanément 

Gp^ÏT*    ^-S.r'i   -4-  Sari,  6/ =  Sa?*   -+-  Sx2    -«- Sa?f., 

6^2  =  Sx'1  -h  Saîj*  —  X.r2l,  6#  =  Sx'2  -t-  S  a-',2  +  Sx'22, 

j  6A2  =  Sa/*  -+-  Sa?'j[*  ■+■  Sa:?*,         f./i  =  Sx"2  -+-  Sa?;*  +  Sx'^2, 

»  oc2  =  Sx-"1-!-  sy;'4+  s.r':1,      e^  =  ïj'"2+  sx;2  +  sx22. 

D'ailleurs,  l'unité  étant  à  la  fois  un  bicarré  et  un  carré,  on  voit 
que  les  deux  nombres 

f,(/2  -+-  g*  -+-  h*-  —  e*  )  -+-  r,        (")(./'  ■f|'  +  A  +  e)  +  /• 

seront  respectivement  la  somme  de  0  bicarrés  et  cariés  corres- 
pondants. 

La  forme  de  ces  nombres  suggère  de  suite  l'idée  d'appliquer 
les  lemmes  précités  de  Candi \  et  LegeTidre  :  nous  nous  conten- 
terons d'appliquer  le  lemme  de  Gauchj. 

D'après  ce  lemme  on  peut  déterminer  /'.  g:  h  el  e  de  façon 
que  (10)  ;iii  lieu  en  même  temps  que 

(  1»)  l  =/-+-  g  +  A  +  e, 

I,  ri  /  él an  1  niipii  1  rs,  pourvu  que 

( l3  )  /3/r—  2  —  1  <  /  <  y/JT. 


Dès  lors,  posant 


(i4) 
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/  a               3 

\  2                   2 
OU 

A  =  a  /.  -  B  / 


(a>o  et  |i  ('tant  à  la  fois  pairs  ou  impairs  et  n'ayant  d'autre 
commun  diviseur  que  i  ou  a),  si  Ton  peut  déterminer  /■  et  /  en- 
tiers impairs  et  satisfaisant  à  (i3)  et  (  i4),  le  nombre  3  A  sera  la 
somme  de  o  —  5  nombres  de  la  forme 


(i)i  -  jc+  —  -  :/■- 

1  1 

et,  en  posant 

(ib)  r  =  -  r  -f-  -  r  =  /• 


2  2  2 


le  nombre  3  A -^  r'  sera  la  somme  de  o — 5  H- /•  nombres  de  la 
même  forme  i  i  5). 

\)  abord  on  voit  encore,  par  des  inégalités  analogues  à  (5), 
qu'on  peut  prendre  A  assez  grand  pour  qu'on  ait  au  moins  a  va- 
leurs impaires  consécutives  de  /  satisfaisant  à  i  i3),  X  étant  arbi- 
trairement choisi. 

Soient   /,.  /o />    ces    valeur-.    /.  , .  I,  , /,-,    les    valeurs 

correspondantes  de  k,  entières  ou  non,  tirées  de  (i4  )• 

i°  y.  et  (j  sont  impairs. 

En  prenant  X^a  et  A  pair,  on  trouve  encore  une  valeur  de  A" 
entière  et  impaire,  telle  que  (i  \)  ait  lieu. 

Tout  nombre  pair  3  A  est  donc  ici  décomposable  en  o —  ■  > 
nombres  de  la  forme  (i5).  Les  nombres  3  A  — /-'(A  pair)  sont 
décomposables,  d'après  (16),  en  o  nombres  au  plus  de  la  forme 
(i5)  et  l'on  peut  dire  : 

Théouème  V.  —  Soient  a  et  [3  entiers  impairs  et  premiers 
entre  eux;  suivant  que  —  -  aura  avec  o  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  i .  >..  3  ou  <>,  on  peut  prendre  a'  assez  grand pow 
que  tout  nombre  de  la  forme  <>'/  —  /•  ".  avec  respectivement  a    a  . 
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o,  i,     ■).,     3.      î.      ') 

o.  2.      i 

o,  3 
o, 

soit  la  somme  d'au  plus  o  nombres  de  la  forme 

2  2 

2°  a  est  inipairement  pair,  ^  est  pair. 

A  est   pair;    on    pourra    encore    trouver    /  impair  et  tel   que 
A  —  fil  =  o  (mod  a).  Alors 


k  = 


A— p* 


sera  impair  si  A —  fil  est  inipairement  pair. 

_    ■    a 

De  plus,  ici, sera  pair  ou  impair  suivant  que  3  sera  ini- 
pairement ou  pairement  pair. 

Théorème  V.  —  Soient  a  impairement  pair,  fi  pair  et-et- 
premiers  entre  eux. 

Quand  fi  est  pairement  pair,  suivant  que- -,  qui  est  im- 
pair, aura  avec  6  le  plus  grand  commun  diviseur  i  ou  3,  on 
peut  prendre  a'  assez  grand  pour  que  tout  nombre  de  la  forme 
6a  —  iJ'  avec  a^a'  et  respectivement  r"  égal  à 

o.     i,     i,     3,     4-      » 
o,     3, 

soit  la  somme  d'au  plus  o  nombres  de  la  forme 

2  2  " 

a        3 

Quand  fi  est  inipairement  pair,  suivant  que  ■  "*"  »  qui  est 
pair,  au/  a  ruée  \  >  le  plus  grand commun  diviseur  2,  4,6  ou  12, 

On   peut   prendre  a'  assez  grand  pour  que  tout  nombre  de  la 
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forme  2 (6a  +  r")  avec  a^a'  et  respectivement  r"  égal  à 

o,     i,     2,     3,     4-     > 

O,       2,       4 

o,     3 
o 

soz7  /<?  somme  d'au  plus  o  nombres  de  la  forme 

-ar*-t-"jr»,  (8<53). 

2  2 

3°  a  pairement  pair,  [i  impairement  pair. 

On  peut  encore  trouver  /  impair  et  tel  que  A —  |3/=  o(mod  a), 
si  A  impairement  pair.  Si 

a 
n'était  pas  impair,  en  posant  V  =  l  -\ — » 

a  2  2 

est  impair. 

Ici est  impair. 

Théorème  VI.    —   Soient  a  pairement  pair,  (3  impairement 

a         S                .                                       .                      a  +  S 
pair  et  -  et  -  premiers  entre  eux  :  suivant  que  ->   </?/*  est 

impair,  aura  avec  6  le  plus  grand  commun  diviseur  i  ou  3,  on 
peut  prendre  a'  assez  grand  pou/ que  tout  nombre  de  la  forme 
6a-+-  r"  avec  a^d  et  respectivement  r"  égal  à 

o,     f,     2,     3,     4,     5 
o,     3, 

soit  la  somme  d'au  plus  o'  nombres  de  la  forme 


XXIII. 
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SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  QU'ON  INTÈGRE  EN  LES  DIFFÉRENTIANT; 
Par  M.  L.  Rafi  y. 

1.    Etant  donnée  une  équation  du  premier  ordre 

(i)  y  =  cp(x,p). 

son  intégration  revient,  comme  on  sait,  à  celle  de  l'équation  dé- 
rivée 

d(D        cte  dp 
ùt       dp  dx 

Si  l'on  connaît,  en  effet,  l'intégrale  générale 

(3)  F(.r,/;,  C)  =  o 

de  cette  dernière,  il  suffit,  pour  avoir  celle  de  l'équation  (i),  d'éli- 
miner p  entre  les  équations  (i)  et  (3).  On  a  pu  ainsi  intégrer  les 
équations  dites  de  Lagrange 

y  =  ^/(i>)-t-4'(/>)» 

dont  un  cas  particulier  est  l'équation  de  Clairaut  où  f(p)  =  p, 

Euler  (')  a  cherché  quelle  doit  être  la  fonction  cp(.z,/?)  pour 
que  l'équation  dérivée  (2)  soit  d'une  forme  qui  permette  de  l'inté- 
grer, en  particulier  pour  qu'elle  soit  homogène  ou  linéaire.  Mais 
ses  solutions,  plus  intuitives  que  raisonnées,  sont  loin  d'être 
complètes.  Voici,  par  exemple,  le  raisonnement  qu'il  a  dû  esquis- 
ser à  propos  de  l'équation  (2)  supposée  linéaire,  mais  qu'il  sup- 
prime. 

Si  l'équation  (2)  est  linéaire,  son  intégrale  générale  est  de  la 
forme 

(3)'  r      CP'(jo)      m'{p). 

(  )n  aura  donc 

y  —    /  p  dx  —  px  —  /  x  d/>. 

Ci  Tnstitutiones  Caleuli  integralù,  L.  t,  Sect.  III.  n"  695  .1  la  fin. 
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OU  bien 

y=p(CP'  i   ro')  — (CP  +  ht), 

ou,  en  tirant  C  de  .l'intégrale  (.'>')'. 

P   ,         Pn'-ml" 
F' 


^  =  x  \p  — 


Il  semble  d'après  cela,  comme  l'affirme  Euler,  que  L'équation 
de  départ  doive  définir  y  comme  fonction  linéaire  de  x  à  coeffi- 
cients arbitraires  en  p\  en  d'autres  termes,  que  ce  soit  une  équa- 
tion de  Lagrange. 

Cette  conclusion  implique  essentiellement  que  l'équation  (2) 
n'ait  pas  d'autres  solutions  que  celles  que  fournit  la  formule  (3)', 
et,  comme  une  équation  linéaire  n'a  pas  de  solutions  singulières, 
cela  revient  à  supposer  que  l'équation  (2)  ne  se  décompose  pas 
en  deux  autres  dont  l'une  serait  une  équation  linéaire.  Or,  soit 
l'équation 

(1)'  y  =pT  +  x*-'l(p). 

En  la  diflerentiant,  on  trouve 


U'H/?)^^7'f(/>)  +  IJ 


Elle  conduit  donc  à  une  équation  linéaire,  bien  que  y  ne  soit 
pas  une  fonction  linéaire  de  x.  On  trouvera  plus  loin  des  exemples 
plus  généraux  où  pareil  fait  se  produit.  Il  y  a  donc  lieu  de  re- 
prendre la  question  par  un  procédé  propre  à  la  résoudre  Complè- 
tement. 

2.  Voici  comment  nous  énoncerons  le  problème  : 

Détermine/'  le  second  membre  de  V équation 

(i)  y  =  o(a;p). 

de  manière  que  l'équation  dérivée 

,    ,  ô'o         ils  dp 

1  O.v  <)p   itr 

assigne  à  -—  une  forme  analytique  donnée  à  V avance  F  (x.p). 

tir  '  '  '  \        1    / 
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Comme  l'équation  I  2)  donne 


(4) 

dp  _  p  —  ©.;. 

dx           f'p 

cl  que  nous  supposons 

(5) 

£-«..,), 

on  voit  que  la  solution  dépend  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(6)  £  + +(•./»)  0^- 

En  traitant  le  problème  de  celte  façon,  nous  n'excluons  pas  la 
possibilité  de  l'existence  d'un  facteur  commun  aux  deux  termes 

de  la  fraction  (4)  qui  représente  -j-i  de  sorte  que  notre  équa- 
tion (2)  pourra  se  décomposer. 

Nous  avons  maintenant  à  intégrer  l'équation  (6)  qui  revient  au 
système 

dx  dp  df 


(7) 


ù(a\p)        p 


En  égalant  les  deux  premiers  rapports,  nous  retrouvons  l'équa- 
tion (5)  qui  est  supposée  intégrable.  Soit 

(8)  y{x,p)  =  o. 

son  intégrale  générale  résolue  par  rapport  à  la  constante.  D'après 
la  théorie  connue,  l'expression  générale  de  2  sera  de  la  forme 


o(x,p)  =  F\y(x,p)}-±-  !  pdx, 


OÙ  p  devra  être  tiré  de  l'équation  y  ==  a  et  où  l'on  devra,  l'inté- 
gration faite,  remplacer  a  par  '/(•', p)',  le  symbole  F  désigne  une 
fonction  arbit ra ire  de  y. 

La  solution  la  plus  générale  de  notre  problème  comporte  donc 
une  fonction  arbitraire,  en  outre  de  celles  qu'on  peut  avoir  intro 
duiles  par  avance  dans  l'intégrale  (8)  qu'on  se  donne. 

Quant  a  l'équation  différentielle  proposée,  elle  a  pour  intégrale 
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générale 


y  =  F(a)-f-  /  p (x,  •*■  )dx, 


p  étant  tiré  de  la  relation  y  (x,p)  =  a. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  ces  principes. 

3.  Cherchons  d'abord  quelle  doit  être  la  forme  la  plus  générale 
de  l'équation  (i)  pour  que  dans  l'équation  dérivée  (2)  il  y  ait 
séparation  des  variables  p  et  x  \  P',  si  l'on  désigne  par  P  une 
fonction  de  p  seulement  et  par  P'  sa  dérivée. 

Posons  x  —  P' t  et  écrivons  la  relation  entre  t  et/),  qui  est  par 
hypothèse  de  la  forme 

(9)  T(t)  +  w(p)  =  a. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  devons  prendre 

<$(x,p)  =  F(T  +b)+  fpdx  =  F(T  -hm)+px  —  fp'tdp. 

On  sait  que  t  doit  être  tiré  de  l'équation  T  -\- m  =  ol  et  qu'après 
l'intégration  a  devra  être  remplacé  par  T  +  m. 

Pour  mettre  le  résultat  sous  forme  entièrement  explicite,  nous 
restreindrons  sa  généralité  (qui  restera  fort  grande  encore)  en 
supposant  ra  =  P  ;  en  même  temps,  remplaçons  T  par  une  dé- 
rivée ~' .  L'équation  (9)  équivaut  alors  à  7" dt  +  P' dp  =  o  ,  et 
il  vient 

o(x,p)  =  F(t'-+-  P)  -+-/»  -+-  f  '"  tdt  =  F(i'-h  P)  -*-px  ■+■  z't  —  -; 

d'où  l'on   tire,   en  chassant  la   variable  auxiliaire  t,   une  classe 
étendue  d'équations  répondant  à  la  question  : 

O.)       ;-»p(f)+P(rt]+|.+f(f)-.(f} 

On  peut  se  donner  arbitrairement    les  trois  fonctions  P,  x  et  F. 
En  dillérentiant,  on  trouve 


(g-4-F')(«fc'  +  «*P)=o, 


ce  qui  vérifie  notre  analyse  el  mel  en  évidence  un  facteur  condui- 


sant à  une  solution  singulière. 


M  — 


Signalons,  en  passant,  l'hjpolhèse  où  la  fonction  F  sérail   pro- 
portionnelle  à  son  argument;  elle  donne  L'équation 


y  =  px  -,-  m  P  -4-  <l  (  '—  )  ■ 


analogue  à  celle  de  Glairaut,  mais  pins  générale,  et  dans  laquelle 
rentre,  entre  autres,  l'équation  différentielle  des  coniques  homo- 
locales. 

\.  Le  type  (10)  contient  en  particulier  toutes  les  équations  dont 
la  différentiation  conduit  à  une  équation  homogène  entre  x  et  p. 
En  effet,  dans  une  telle  équation,  il  y  a  séparation  des  variables 
p  et  x  '.  p 

d/>                 dt  l  x\ 

—  +  -r =  o ,  (  t  =  -     ; 

p     /(*)-«  V     p) 

d'où  l'intégrale 

log/>  — logT  =  — loga,  -=a- 

Nous  devons  donc  prendre  pour  les  fonctions  P,  in  et  ï  précé- 
demment introduites  les  expressions  suivantes 

P=p,        ra=  — log/j,        T  =  logT. 

jNous  trouvons  ainsi 

o  (  x,  p  )  =  F  (  -  )  -+-  px  —  /  tpdp  =  F  (  -  Ï  -4-  px /  t~.dx. 

Pour  arriver  à   une   forme   entièrement  explicite,    il  convient 

de  poser 

x(0  =  v/87(Ô) 
ce  qui  donne 

\   />   /  fa- 

illi, en  chassanl  x  el  a  . 

\iiiM,  toutes  les  équations  dont  la  difféventiation  conduit  a 
une  équation   homogène  entre  x  et  />  sont  contenues  dons  le 
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type 

r  =  I,U)  +  -^F-'        ('=;J' 

o«  f)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  t,  et  F  une  fonction 
arbitraire  de  son  argument.  Les  accents  indiquent  des  dérivées. 
Si  l'on  supprime  la  fonction  F,  le  second  membre  se  réduit  à 
une  fonction  homogène  et  du  second  degré  de  x  et  de  />,  quel- 
conque d'ailleurs,  ce  qui  est  la  solution  d'Exiler  (loc  cit.).  On 
voit  que  cette  solution  n'est  pas  la  seule.  On  en  obtient  une 
autre,  particulière  aussi,  mais  dune  généralité  non  moindre,  en 
prenant 

0  = »  <  h  =  const.  i. 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

hp* 


y=f(T  —  hp)-h 


•i. 


dont  l'intégrale  générale  est 


r=/(«) 


ih 


la  fonction  /  reste  entièrement  arbitraire. 

Signalons  en  passant  une  équation  analogue  aux  précédentes  : 


px 
y  =  —  -+-  ?«0p,/>), 

le  symbole  on  désignant  une  fonction  homogène   et  du   degré  n 
en  x  elp.  Si  on  l'écrit 

t/'~  m/  /  X 

la  difîerentiation  conduit  à  celle-ci 

r  —  n"-2  -+-  r  n'1-- =  0, 

n  —  idt^  '  -j. 

qui  est  linéaire  par  rapport  à  pn~i .   L'hypothèse  n=2  ramène 
naturellement  à  une  équation  homogène  entre  x  et  />. 

o.  Cherchons  maintenant  de  quelle  forme  doit  être  L'équation  (i) 
pour  que  son  équation  dérivée  soit  linéaire  en  p. 
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La  relation  entre/?  ci  x  est,  par  hypothèse, 

P=  *X'(a?)  -+- %\x). 

Nous  devons,  d'après  la  théorie  générale,  prendre 

o(x.p)  =  F  (/-i=^')  +jpdx  =  F  (£=£)  +  *X 

d'où,  en  chassant  a,  on  déduit  l'équation 


X'     /  X' 


sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas,  parce  qu'il  suffit  de  prendre 
comme  variable  X  et  de  poser  z  ==y  —  £  pour  la  réduire  à 


v  cl±  ^  F  f  dz% 
dX 


\dX 
ce  qui  est  une  équation  de  Clairaul. 


6.   Nous  formerons  enfin   les  équations  dont  la  différentialion 
conduit  à  une  équation  linéaire  en  x,  la  variable  étant  p. 
La  relation  entre  x  el  p  est  ici 

x  =  2P'(/))  +  n'i/M; 

on  devra  donc  prendre 

r    '•-  P)  =  F  (^T^-)  t-fp^-T*)** 

=  F  f  — pr-  )  +  *CpP  -  P  )  +prs'-  m, 

d'où,  en  chassant  a,  on  déduit    la  forme  générale  des  équations 
cherchées  : 

(x  —  ™   >            /           P\        Pro'— raP' 
(»3)  JK  -  F  (  — jv-  )  ■+■*(/>-  p.]  H p 

Une  transformation  analogue  à  celle  de  Legendrc  les  ramène  à 
l'équation  de  Clairaut.  Posons  en  effet  z=y — px  -+-  rz  cl  pre- 
nons pour  variable,  non  |>;i^/>,  mais  P;  nous  trouverons 

(lz  I       (Iz  .1    —  7TT' 


.IV        V    dp  V 
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4c  sorte  que  l'équation  précédente  devienl 

Néanmoins  elle  mérite  d'être  étudiée.  Occupons-nous  d'abord 
de  son  intégration.  En  la  différentiant,  on  trouve 

F'—V  Yd(x-w')       P 


-PVd(x-w')        P".  ,/| 


équation  qui  se  décompose  en  deux.  Le  premier  facteur,  égalé  à 
zéro,  fournit  une  solution  singulière.  Le  second  donne  une  équa- 
tion linéaire  dont  l'intégrale  générale  est  bien 

x  =  ccP'(p)  ■+■  m'{p). 

Celle  de  la  proposée  résultera  donc  de  l'élimination  de  p  entre 
cette  dernière  équation  et  la  proposée  elle-même. 

7.   Deux  cas  particuliers  doivent  être  remarqués.  Soit   d'abord 
ro  =  o.  Il  vient  ainsi 

on  r-=(i»-p)  *+■*(£)' 

équation  qu'on  intègre  en  lui  adjoignant  la  relation 

x 

Soit  maintenant  P  =  p  ;  on  a  ainsi  l'équation 
(i5)  y  =pm'—  m  -+-  F(x  —  m') 

qu'on  intègre  en  lui  adjoignant  la  relation 

x  —  ttt'  =  a. 

Or,  cette  dernière  donne  pour  p  une  fonction  de  x  —  a,  de  sorte 
que  l'intégrale  générale  de  (i5)  est  de  la  forme 

y  =/(•*■  —  «)  +  ?(«). 

De  là  résulte  l'existence  d'une  infinité  d'équations  du  type  (1  5) 
qu'on  intègre  en  y  remplaçant  la  dérivée  p  par  une  constante 
arbitraire.   Supposons,  en  effet,   les  fonctions  F  et  xs  telles  que 
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l'on  ail  identiquement 

(i6)  pw'Q») —  «(/>)  =  F(ra'). 

L'équation  (i5)  s'écrira 

(17)  y  =  F(ro')-+-  F(j7  — w')-6(iF,jo) 

el  son  intégrale  générale  sera 

r  =  F(a?  — «)  +  F(«)=  ©(a?,  G). 

Inéquation  de  Clairant  n'est  donc  pas  la  seule,  comme  on  l'a  cru, 
qui  possède  la  propriété  précitée. 

Pour  former  toutes  les  équations  qui  en  jouissent  et  qui  ren- 
trent dans  le  type  actuel,  nous  avons  à  résoudre  l'équation  (16), 
qui  est  une  équation  de  Clairaut.  Si  l'on  prend  pour  tb  son  intégrale 

générale 

m  -cp—  F(c), 

775'  se  réduira  à  une  constante  et  l'équation  (i5)  ne  sera  plus  une 
équation  différentielle.  11  faut  donc  recourir  à  la  solution  singu- 
lière qui,  ici  comme  dans  quelques  autres  cas,  est  la  véritable, 
et  poser  p  =  F'(ttj').  Nous  arrivons  ainsi  à  ce  théorème  : 

Toute  équation  de  la  forme 
(17)'  7=F[<Ki>)]-4-F[ar-t},(/>)], 

dans   /(/////<-//<'  les  fonctions  F  et  ,[j  sont   liées  par  la  relation 

p  =  f'Wp)] 

a  pour  intégrale  générale 

r  =  F(a?-C)-r-F(C), 

c'esl-à-dire  que,  pour  l'intégrer,  il  suffit  d'y  remplacer  p  par  une 
constante  arbitraire. 

Pour  établir  directement  ce  résultat,  différentions  la  proposée, 
ce  <|m'i  donne 

P  =  F'A*     40     [F"(40     \--\{r     40]  g|. 
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En  vertu  do  l'identité p  =  F'(<!/),  celle  équation  se  réduit  à 

0--»i)(.-2)-.; 

son  intégrale  générale  est  x  —  <h  =  C  et  il  n'y  a  qu'à  remplacer  <l 
par  x —  G  dans  l'équation  ((7)'  pour  avoir  son  intégrale  déjà 
écrite. 

On  voit  que  Tune  des  fondions  F  et  •l  est  arbitraire.  Si  l'on  se 
donne  F,  on  déterminera  -j*  par  l'inversion  de  l'équation /?  =  F'('i). 
Si  l'on  se  donne  '},  ou  tirera  F',  puis  on  aura  F  par  une  quadra- 
ture. Voici  quelques  exemples  de  ces  deux  procédés. 

8.  Exemples.  —  Donnons-nous  d'abord  F.  Soit  en  premier 
lieu  F(«)  =  eu.  Nous  aurons  successivement 

ex 
p  =  e'ï,         ty  =  \ogp;         y=p- =o(a?,jp). 

On  vérifie  aisément  que  l'intégrale  générale  estj^  =  sp(#,  C). 
Soit,  en  second  lieu,  F(m)  =  log«.  Il  viendra 


p-y 


4^  =  1,         r  =  16g-  -+-log  (ar— 'i)  =<t(x,p). 
P  1  \        PI 


L'intégrale  générale  est  toujours  y  =  'f(x,  C). 

Dans  ces  deux,  exemples,  l'équation  différentielle  est  algébrique 
et  du  second  degré  en  p.  11  est  facile  d'en  former  d'autres  où  elle 

ci"1  Um+l 

sera  de  degré  plus  élevé.  Soit  en  effet  F  (m)  =  — Nous  au- 


m  —  1 
rons  successivement 


—  r     m-t-l  /  1\ 

à=ambm,         J>=^— ,  Y—-r       — c—    \P  '"    -\-{ax  —  pm) 

1  a  J        (m  -+■  \)a    |_*  \  1     / 


\\m  +  \ 


f(x,p). 


Si  ni  est  l'inverse  d'un  entier  positif  n,  l'équation   différentielle 
sera  du  degré  n- .  Son  intégrale  générale  est  toujours  y  =  ®(j'-  C). 
Donnons-nous   maintenant  'l.    Soit,    par  exemple, 

<b{p)  =  —  arc  tan^/> . 

L'équation  /*  =  F'('!*)  donne  F'(w)=  —  tangw,  d'où  l'on  déduit 
en  intégrant  F  (m)  =  log  cos*/. 
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On  arrive  ainsi  à  l'équation  différentielle 

.       cosa?  —  ps'mx 
Y  =  lOg  —ir =  o(x,  p), 

dont  L'intégrale  générale  esty  =  œ (x,  C). 

9.  On  pourrait  se  proposer  de  forme/-  toutes  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  dont  on  obtient  l'intégrale  en  y 
remplaçant  la  dérivée  par  une  constante  arbitraire.  Comme  il 
est  toujours  facile  de  reconnaître  si  une  équation  différentielle 
donnée  appartient  à  cette  catégorie,  le  problème  n'offre  guère 
qu'un  intérêt  de  curiosité.  Nous  allons  le  ramener  à  la  résolution 
d'une  équation  fonctionnelle,  d'espèce  encore  innommée,  je  crois, 
qui  en  montrera  l'indétermination. 

Partons  de  l'équation  finie 

(18)  y  =  ^(x,C); 

on  en  déduit,  par  difiérentiation, 
("9)  p=y'x'x,C); 

or,  en  éliminant  C,  on  trouve  par  hypothèse 

(20)  y  =  o(x,p). 

De  là  résulte  que,  si  l'on  élimine  p  entre  les  équations  (19)  et 
(20),  on  doit  retrouver  la  précédente  (  18).  Ainsi  l'on  a  identi- 
quement 

<p[ar,  f'x(x,  G)]  =  <p(a?,C). 

D'une  manière  plus  précise,  la  fonction  cp  pouvant  n'être  pas  uni- 
forme, nous  dirons  que  si,  dans  l'une  des  déterminations  cp(x,/?) 
de  la  fonction  cherchée,  on  remplace  p  par  la  dérivée  partielle 
¥x(&fP)  ^c  celte  même  détermination,  on  doit  retrouver  L'une 
des  déterminations  de  -j>(x,p). 

C'est  là  une  condition  nécessaire,  imposée  à  la  fonction  cp.  Il 
est  aisé  (!«■  voir  qu'elle  csi  suffisante.  Soil,  en  effet,  une  fonction 
:.(./,/'  1  telle  qu'où  ait  identiquemenl 

(ai)  tp[ari?*(a?»/>)]  =  <?(*,/>)■ 
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En  différen liant  L'équation  y  =  <p(&ip)i  on  trouve 

,         ,   dp 

Je  dis  que  l'intégrale  générale  de  cette  dernière  équation  est 

p  =  v[r(x,C) 

ou  que  l'on  a  identiquement 

o'x(x,  C)  =  <p'rJ>,  <pi(a?,G)]-H  o'p[x,  f'x(x,  C)]o"x*(x,C). 

Or  c'est  là  précisément  ce  qu'on  obtient  en  différentiant  par  rap- 
port à  x  l'identité  (21)  et  remplaçant  p  par  C. 

Gela  posé,  l'intégrale  de  l'équation  jy  =  o(x,p)  est 

y  =  o[x,o'x(x,  G)J, 

ou  bien  j'  =  s(.£,  C),  en  vertu  de  la  même  identité. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  connaissons  une  solution  de 
l'équation  fonctionnelle  (21),  savoir 

<pto/0  =  F[4»(/0]-HF[ar-«K/0], 
les  deux  fonctions   F   et  à   n'étant  assujetties   qu'à   la   relation 

Pour  vérifier  directement  cette  solution,  formons  l'expression 

9(x,o'x)  =  F  |  ^[F'(.r -•!>)]  |  -±-F\x  —  ù[F'(x  —  ty)]  |. 

Or  les  opérations  F'  et  ù  sont  inverses  l'une  de  l'autre  :  de  l'équa- 
tion //  =F'(v)  on  tire  par  hypothèse  v  —  'l(u),  ou  encore 
ç  —  '}[F'(c)].  D'après  cela  l'expression  ci-dessus  n'est  autre  que 

F(x  —  à)^F\x—(x  —  ^  >]  =F(x  —  <l/)-t-F(«l;). 

Nous  retrouvons  donc  '^(x,p)  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Si  celte  solution  n'est  pas  la  seule  qui  vérifie  l'équation  fonc- 
tionnelle ci-dessus,  il  est  peu  probable  qu'il  en  existe  une  plus 
simple  parmi  celles  qui  présentent  la  même  généralité. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE  DU  6  MARS   1 80TÏ. 

PRÉSIDENCE    DK   M.    GOURSAT. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  une  valeur  approchée  de  t.. 

M.  Picard  :  Sur  Véquation  différentielle  du  premier  ordre 
et  du  second  degré. 

M.  Carvallo  :  Sur  les  équations  de  La  grange. 

M.  Floquet  adresse  une  Note  Sur  les  fonctions  algébriques  et 
trois  dé  tei- min  citions. 

M.  Denioulin  adresse  une  Note  Sur  la  détermination  des 
couples  de  surfaces  applicables,  telles  que  la  distance  de  deux 
points  correspondants  soit  constante. 

M.  Lviswt  fait  la  Communication  suivante: 

Remarque  sur  une  équation  différentielle  linéaire. 

On  a  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

,  d*  y 
x*  — j-^  +ioy=o, 
dx* 

en    remarquant   que   le    produit   ili — i)(i — 2)(/ — 3)  est   égal 
à  —  io,  de  telle  sorte  que  si  l'on  pose  v=  ce1,  il  vient 

'/•  y  .  ,  io 

—^7  —  —  locx'-*  -  —  — -  y. 
il x'  ./■<  * 

c'est-à-dire  que  L'équation  différentielle  est  vérifiée. 

Il  en  sera  évidemment  de  même  si,  au  lieu  de  i.  on  écrit  pour 
I  exposant  de  x  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

si  ;  —  i  m  z  —  i){z  —  3 )  •+■  io  —  o. 

•  )i .  ces  racines  sont  /,  —  /,  .'»  -\-  '•  •>  —  i- 
<  )n  a  dooe  pour  I  intégrale  générale 
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En  posant  c  -+-  c(  =  Â ,  c  —  ct  =  k\ ,  C>+  c3  =  /»;>,  c>  —  <"3  =  /•":!? 
on  peul  encore  avoir  l'intégrale  sous  la  forme  suivante 

y  =  A-  cos  loga;  -f-  Ai  isin  loga:  -+-  x*  [Â-2  ros  log;r  -t-  k3  t  sin  loga?  ) 
=  (A"  4-  ^a?8)  cos  log.r  -+-  (Â"|  -f-  £3  a?8)  î  sin  loga?. 

Les  constantes  pouvant  aussi  bien  prendre  des  valeurs  imagi- 
naires que  réelles,  l'intégrale  peul  enfin  s'écrire  : 

y  =  A  sin  logax  ■+■  Bx3  sin  \ogbx, 

A,  «,  B,  6  étant  les  quatre  constantes  arbitraires. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires. 

Je  ne  sais  si  la  proposition  suivante  n'a  pas  été  déjà  remarquée: 

Pour  intégrer  V équation  linéaire  d'ordre  n,  qui  admet 
comme  solutions  particulières  x,  #2,  ...,  xn,  il  suffit  d'y 
remplacer  les  dérivées  par  des  constantes  arbitraires. 

Formons  en  effet  l'équation  d'ordre  n  que  vérifie  le  polynôme 

(i)  y  =  Giar-+-  C2x2  -4-  . .  .  -+-  C„x". 

Différenliant  n  fois  successivement  et  éliminant  les  constantes  C, 
on  devra  égaler  à  zéro  un  déterminant  dont  une  colonne  contient  y 
et  ses  dérivées  y1, y,  •  •  »\y^n)\  t°lls  'es  autres  éléments  sont  des 
puissances  de  x,  des  constantes  ou  des  zéros.  L'équation,  déve- 
loppée, est  donc  de  la  forme 

(a)       priy,n)  -fn-iy  '"-')  -H  ...  H-  (—  i)«-'/)i/+  (  —  0"/>o7  =  o. 

tous  les  coefficients  p  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  Pour 
les  déterminer,  remarquons  que  cette  équation  doit  entraîner 
y{n+\)  __  0   Qr?  en  |a  différentiant,  on  trouve 

Pnyln+i)+(p',— pn-i)yM— (p'„  i  —  i>"n-i)yUl~l) -+-• •  • 

4- (— 1 1"  '  (/'',  —  pQyy -h — i  )"/'o y = <>, 

ce  qui   montre  que/>(,  se   réduit  à  une  constante  et  que   tous  les 
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binômes  entre  parenthèses  sont  nuls  : 

I'\  —PD  =Pî—Pl=--=  Pn  —Pn-l  =  0. 

11  suit  de  là  que  chaque  polynôme pr  sera  du  degré  /•  et  con- 
tiendra le  terme p0xr  :  /' !  Il  n'en  aura  d'ailleurs  pas  d'autre,  l'équa- 
tion (2)  devant  être  vérifiée  quand  on  y  remplace  x  par  kx,  quelle 
que  soit  la  constante  k.  En  conséquence  celte  équation  peut 
s'écrire 

-r/-  "  *y'"  -y  in) 

(2)  y  —  y'x — —, j  x-  -+- •!—  x3  —  . . .  -4-  (—  i)"-1  — rxn. 

Il  suffit  de  la  comparer  à  son  intégrale  générale  (1)  pour  arriver 
à  la  conclusion  annoncée. 

On  voit,  par  cet  exemple,  qu'il  existe  dans  tous  les  ordres 
des  équations  différentielles  dont  on  obtient  l'intégrale  géné- 
rale en  y  remplaçant  les  dérivées  par  des  constantes  arbi- 
traires. Il  serait  curieux,  mais  sans  doute  difficile,  de  former 
toutes  ces  équations. 

SÉANCE   DU  20  MARS   1895. 

PRÉSIDENCE    DE   H.    GOURSAT. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Holt, 
présenté  par  MM.  Désiré  André  et  RafFy;  M.  Dermenghem,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  Goursat. 

Communications  : 

M.  Désiré  André  :  Sur  les  permutations  quasi  alternées. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  V influence  des  erreurs  de  même  sens. 

M.  Laisant  :  Note  relative  aux  asymptotes  et  aux  cercles  de 
courbure. 

\l.  Humbert  :  Génération  géométrique  des  asyrnptotiqu.es de 
Iq  surface  de  kiimmci  . 

M.  Goursal  :  Sur  des  équations  différentielles  analogues  à 
V équation  de  Clairaut. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LA  COMPOSITION  DES  LOIS  DE  PROBABILITÉ  DES  ERREURS 
DE  SITUATION  D'UN  POINT  SUR  UN  PLAN: 

Par  M.   M.    d'Ocagke. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  faire  connaître  la  démonstra- 
tion de  résultats  qui  ont  été  présentés  à  l'Académie  des  Sciences 
dans  la  séance  du  5  mars  i <Sg4  {Comptes  rendus,  t.  CXYIII. 
p.  5i7). 

1.   —    Lemme    analytique. 

Posant 

<p(«i,  i(-ï)  —  a>\  u\  -+-  ibu\  u-2  ■+•  "j  u\  -h  i  ci  ux  +  -ic-i  u%  -+-  d, 

considérons  la  somme  de  tous  les  éléments  infiniment   petits  de 
la  forme 

tels  que   ut  -f-  a-,   soit   compris   entre  t   et   /  -+-  dt.    Cette  somme 
pourra  s'écrire 

r  rt+dt~Hi 

Cette  intégrale  a  pour  valeur  principale 

ï  —  dt  f     e-'"<-,-,u'dul. 

On  a  d'ailleurs 

i  /  =  m  —  2  b  -+-  (t2. 
®(ut,t  —  at)  =  lu\  +  2/BK,  -f-  n,         avec  '  m  =  (b  —  at)t-k-  (c\  —  c2), 

(    /;   =  ({.2fî  -+-  2C2<  +  d. 

Décomposant  cette  forme  quadratique  en  une  somme  de  carrés, 
on  a 

ni  —  m  - 


©(«,,*  —  ni)  =  (\f~lu{  -"r-yA 


l 


L'intégrale  précédente  devient  donc,  en  posant  \J~luK  -f-  —  =  v, 

dl 


ni— m* 


'"■     i       r 

I  =  df.e       '      —   /      e-*'dv, 
)/lJ-„ 

.~         ni — i/i- 
XXIII. 


m  — 


ou,   on   remplaçant    /,    m,   n    par  leurs   valeurs   ci -dessus   et  ré- 
duisant, 


(0   1=1/  1 e"  al-il,+',i\  '  '~  dt, 

y    ai  —  20  —  «•> 


2.  —   Erreurs   a  vy   paramètre. 

Avant  d'aborder  le  problème  principal  que  nous  avons  en  vue, 
traitons  le  cas  particulier  des  erreurs  à  un  paramètre. 

n  causes  d'erreurs  agissant  isolément  donnent  naissance 
aux  lois  de  probabilité  exprimées  {pour  i==  i,  2,  .  .  . ,  n)  par 

fô-i  »    . 

Pi  =  i/  —  e-aix\dxt. 

Déterminer  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  lorsque  ces  n 
causes  agissent  simultanément,  mais  indépendamment  les 
unes  des  autres,  c'est-à-dire  lorsque  leurs  effets  s'ajoutent. 

Prenons  d'abord  n  =  2. 

La  probabilité,  pour  que  Ton  ait  un  écart  compris  entre  x  et 
x  -+-  dx,  est  donnée  par 

/  pX         ...v-t-r/j—  .r, 

p  =  */a'0t-    /        /  e-^iZi+XtxVdxidXî, 


=  v*ig3   Ç     Ç 

*-  —  x  «A<  — a-, 


ou,  d'après  la  formule  (1  ),  dans  laquelle  on  fait  u,  =  xt,  w2  =  x->, 
t  =  x,  «|  =  a, ,  rt2  =  ou,  £  =  c(  =  c-,  =  d  =  o, 


1  /     a.  3t.) L^-.i'!    . 

7         s/r.  y    ai  ■+■  aJ 

qui,  lorsqu'on  pose 


a,a2 
a  = 


esl  bien  de  la  forme 

p  =  l/-  '    M  '/' 
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La  relation  précédente  peut  s'écrire 


On  en  déduit  immédiatement  que,  dans  le  cas  général,  on  aura 
encore  une  loi  de  la  forme  (2),  a  étant  donné  par 


(3) 


Puisque  l'on  a,  d'une  manière  générale,  en  représentant  par  ru 
l'erreur  probable  correspondant  à  la  probabilité  p,. 

r.is/ï'i  =  0,4769.  .  .  , 

la  formule  (3)  peut  s'écrire 


,-2-' 


Ainsi  se  trouve  démontré  rigoureusement,  lorsque  Ton  admet  la 
loi  de  Gauss,  le  théorème  bien  connu  :  Lorsque  diverses  causes 
d'erreurs  s'ajoutent,  le  carré  de  i erreur  probable  résultante 
est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  erreurs  probables  com- 
posantes. 

3.    —     ERREURS    A     DEUX     PARAMÈTRES . 

n  causes  cV erreurs  agissant  isolément  sur  la  position  d  un 
point  sur  un  plan  donnent  naissance  aux  lois  de  probabilité 
exprimées  (pour  i  =  1,  2,  .  .  . ,  n)  par 

pi  =  ^— i  e-t«vr"+*Pi*0'f+-Y.-r*>  dxidyi         (où  o,  =  ■xrn  —  PJ  ), 

déterminer  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  lorsque  ces  n 
causes  agissent  simultanément ,  mais  indépendamment  les 
unes  des  autres,  c'est-à-dire  lorsque  leurs  effets  s'ajoutent. 

Supposons  d'abord  n  =  1. 

La  probabilité  pour  que  les  écarts  (.r,,  yK )  et  (x2,  j'->)  se 
produisent  simultanément  est  le   produit  />,  p2   et    l'écart  résul- 
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tant   (x,y)  est  alors  tel  que  lr  =  rl  +  /2,j'=j,-t-j2.   Donc 
la  probabilité  totale  pour  que  cet  écart  se  produise  est  donnée  par 

(4)  P  =  —zi-u< 

avec 

(5)H=/        /         /  /  <»-(a1.rf+2fS1r1v1+Y1.r|+aJarl+2paxJ.r3+Y3r|)f/iri^K/, 

1  —oc  ^—oc  */*— ar,  "y—y\ 

Posons 

_»  ,-4-,/.r—  v, 

I—    /  /  e-(a1arf+2Î313-1v1^y,.v;-H0£llar|+2p;!.r:Ir2-(-yJv|)  ^X\dx%. 

,J —x  J.r—.r, 

Cette  intégrale  est  de  la  forme  de  celle  qui  a  été  calculée  dans  le 
lemme,  lorsqu'on  fait  dans  celle-ci 

Par  suite,  la  formule  (i)  donne  ici 

ala^v!-H2!a1p2yî+a5pîy1].r+iYur;-+-yj_v^iai+a5i— i(3,y,— ,3.y.i! 


1  =  4/ e  a,+a,  <Y;r. 

Y     a,  +  Ot, 

On  a  maintenant 


(Gj  II=i/ — " — idri 


avec 

O  Nfy   .v, 


•/-■  «/v-y, 

intégrale  l'ncorc  calculable  par  la  formule  (i)  où  Ton  fait 


// 

i  = 

yi. 

a,  =yt, 

/ 

=  ^j 

Yi(«i  ■+■  a2>- 
a,  -h  a, 

M 

> 

»    m. , 

a,  H-  a» 

rt2  = 

P  i  •'' 
7i  -+-  a.. 

r2=  L , 

7,  -+-  a. 

d  = 

_T«(«iH-a,)-Pi 
a,  -h  a, 

V2. 

a,  -+-  aj 


—  d9  — 
On  obtient  ainsi,  après  réduction, 

y  («1+«ï)(Yl-Hï,)_(p1-+.p2)2 

avec 

/  a  =  «i»»(Yi-^-Vi)-(»ipl-^-««Pî)t 

(  («l-H«2)(Yl-*-'Yl)  —  (Pl-t-Ps)8' 

,    v  )  Q       p*«iYi  +pi««Y«-  Pi ^2(^1  H-  p2> 

'   P        (a1^-a2)(Y1-+-Y2)-(fcl  +  p2)2, 

_  YiY«(«i+"»)-(YiPl+Y»Pî) 
«    {        (a,-l-a2)(Yi  +  Y2)-(Pi+P-2)2' 

Portant  celte  valeur  de  J  dans  (6)  et  la  valeur  de  H  ainsi  obte- 
nue dans  (4),  on  a 

( 8)  P  =  l/g  ^,  wv  ll*\      rB     ■   3  V  e-<«**-*P*W>  dxdy. 

Formons  l'expression  S  =  av  —  (J2. 

Pour  cela,  remarquons  que,  si  nous  posons 

(^+.a2)(Yi-t-Y-2)-(P.  +  P2)2  =  D, 
les  formules  (7)  peuvent  s'écrire 

(9)  «- g- 1  P=  g »  f-- p- 

Dès  lors 

5  _  (Q2«iH-Q1aa)(Q2Yi  +  ô,Ya)  -  (02P1  -+-  o,  ft2)2 

_  0,  ojCoj  -+-  o2  -+-  ajYs  H-  a2Yi  —  2P1-  P2) 

Mais  on  vérifie  immédiatement  que 

0,-4-  o2  -+-  «1Y2+  *2Yi  —  2Pl?2  =  D. 
11  vient  donc 

do)  Q  =  -w> 

et  la  formule  (8)  devient 

(l  l)  P  =  —  e-<«*«+*p*jr+Yy»J  r/./^/r. 
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On  retrouve  donc  bien  une  loi  résultante  de  même  forme  que  les 
deux  lois  composantes,  les  paramètres  a,  j3,  y  étant  d'ailleurs  dé- 
finis par  les  formules  (9). 

Pour  étendre  ce  résultat  au  cas  de  n  causes  d'erreurs,  transfor- 
mons ces  formules  en  y  remplaçant  D  par  sa  valeur  tirée  de  (10). 
Nous  voyons  alors  qu'elles  peuvent  s'écrire 

*=^_i£,  f^^-t-Ë!,  y  =  Vi  _  Vi. 

Dès  lors,  effectuant  de  proche  en  proche  la  composition  des  n 
lois  d'erreurs,  on  voit  que  l'on  obtiendra  encore  la  loi  représentée 
par  la  formule  (11),  les  paramètres  a.  [3,  y  étant  déterminés  par 
les  formules 

0  —    5/  5  ~m    0/  S  — .    <jj 

1=1  1  =  1  ,=1 

Pour  tirer  de  là  a,  (3  et  y.  posons 

i—n  i  —  >i  f—n 

2!=A.    21=".    M=°- 

1=  I  fc  1  I  =  ! 

Nous  avons  alors 

d'où  l'on  déduit,  en  posant  AC  —  B2  =  A, 

S  =  8»  A 
ou 

1  =  oA. 

Les  formules  précédentes  deviennent  alors 

A  ^  A  'A 

Ce  sonl   ces  dernières  qui   permettront  de  calculera,  |j,  y  en 
fonction  des  -/,.  (3,-,  --,. 
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NOTE  SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  COUPLES  DE  SURFACES  APPLICABLES 

TELLES  QUE  LA  DISTANCE 

DE  DEUX  POINTS  CORRESPONDANTS  SOIT  CONSTANTE; 

Par  M.  A.  Demoulin. 

1.  Le  problème  de  la  détermination  des  couples  de  surfaces 
applicables  telles  que  la  distance  de  deux  points  correspon- 
dants soit  constante  a  été  résolu  par  Ribaucour  (*)  dans  le  cas 
où  les  droites  de  jonction  des  points  correspondants  peuvent 
prendre  toutes  les  directions  de  l'espace.  Plus  récemment,  M.  Ca- 
ronnet  (2)  a  complété  la  solution  de  ce  problème  en  envisageant 
le  cas  où  les  droites  de  jonction  des  points  correspondants  ont 
une  infinité  simple  de  directions.  Enfin  M.  Antomari  (3)  a  donné 
une  élégante  génération  des  surfaces  que  l'on  obtient  dans  ce  se- 
cond cas,  en  appliquantes  méthodes  qui  lui  ont  servi  dans  l'étude 
de  la  déformation  des  surfaces  réglées.  Pour  être  complet,  je  rap- 
pellerai que  M.  Gentj(')  a  consacré  au  sujet  qui  nous  occupe 
une  Note  dans  laquelle  il  fait  usage  de  la  méthode  des  quater- 
nions. 

Je  me  propose  de  faire  voir  que  le  problème  résolu  par  Ribau- 
cour est  susceptible  d'une  solution  géométrique  des  plus  simples. 
Je  montrerai  ensuite  que  l'application  de  la  méthode  cinématique 
de  M.  Darboux  conduit  à  un  résultat  équivalent  à  celui  de  M.  An- 
tomari, et  qui  a  même  sur  ce  dernier  l'avantage  de  pouvoir  revê- 
tir une  forme  entièrement  géométrique. 

2.  J'établirai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Si  l'on  porte,  à  partir  du  point  centrai  O,  relatif  à  une 
génératrice  G  d'une  surface  réglée  (S),  deux  segments  con- 
stants et  égaux  OM,  et  OINL,  les  points  M,  et  M2  décriront  des 
arcs  de  même  longueur,  et  réciproquement. 

Soit 
(  i )  ds*  =  du"-  -+-  [(  u  —  a)2  -+-  £2  ]  dv* 


(')  Mémoire  sur  les  élassoïdes,  p.  Go. 

(:)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  (.  XXI,  |>.  i  m 

(3)  Même  Recueil,  t.  XXII,  p.  :<*. 

(>)  Ibid.,  p.  36. 


l'élément  linéaire  de  la  surface  (S).  Les  équations  des  courbes 
(C,)  et  (C2),  décrites  par  les  points  M,  et  M2,  sont  respective- 
ment 

a  —  u  =  a ,  a  —  u  =  —  a , 

en  posant  OM,  =  OAL  =  a. 

Si  l'on    appelle   s{    et   s2   les   arcs   de   ces    courbes,   on    aura, 

d'après  (i), 

ds\  =  ds\, 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  lemme. 

Réciproquement,  supposons  constante  et  égale  à  ici  la  distance 
des  points  M,  et  M2.  Soient  (u,  v)  les  coordonnées  du  point  M| 
et  (u  +  2«z,  c)  celles  du  point  M2  ;  on  a,  par  hypothèse, 

f/»5—  [(u  —a)2-»-  p*]^Ps=  o?K8-4-  [(H  +  5«-a)2+  P»]rff». 

Cette  égalité  entraîne  la  condition  u  =  a  —  «.  Les  *<  des  points 
M,  et  Mo  sont  donc  a  —  a  et  a  -+-  a,  et  dès  lors  le  milieu  du  seg- 
ment M)  Mo  coïncide  avec  le  point  O. 

3.  Cela  posé,  soient  (M()  et  (M2)  deux  surfaces  applicables 
telles  que  la  distance  de  deux  points  correspondants  M,  et  Mt  soit 
constante.  Si  le  point  M,  décrit,  sur  la  surface  (M)),  une  courbe 
(C|),  le  point  Mo  décrira,  sur  la  surface  (Mo),  une  courbe  corres- 
pondante (Co),  et  la  droite  M,M2  ou  G  engendrera  une  surface 
réglée  (2).  Puisque  les  arcs  décrits  par  les  points  M)  et  M2  sont 
égaux  et  c|ue  la  distance  de  ces  points  est  constante,  il  résulte  du 
lemme  ci-dessus  que  le  point  central  O  de  la  génératrice  G  est 
situé  au  milieu  du  segment  M,  M2.  Par  conséquent,  lacongruence 
des  droites  de  jonction  des  points  correspondants  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  lignes  de  striction  de  toutes  les  surfaces  de  cette  con- 
gruence  sont  situées  su/'  une  su rface. 

Désignons  par  (G)  l'une  quelconque  des  congruences  possédant 
celle  propriété  et  par  (S)  la  surface  correspondante.  Il  suit  du 
lemme  précité  que  toute  congrucncc  (G)  satisfait  à  la  question  ;  en 
d'autres  termes,  si  l'on  porte  sur  chacune  des  droites  de  cette 
congruence,  <le  pari  el  d'autre  du  poinl  (  ),  où  elle  rencontre  la  sur- 
face  S  ).  deux  segments  constants  el  égaux  (  >M ,  el  OM2,  les  po in i s 
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M,  et  Mo  engendreront  deux  surfaces  applicables  sur  lesquelles 

ces  points  se  correspondront. 

4.  Tout  revient  donc  à  déterminer  la  congruence  (G)  la  plus 
générale.  Supposons  d'abord  que  les  droites  qui  la  composent 
puissent  avoir  toutes  les  directions  de  l'espace;  dans  ce  cas,  la 
solution  est  immédiate.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  propriété  carac- 
téristique de  la  congruence  (G)  que  le  cercle,  lieu  des  points  re- 
présentatifs des  surfaces  de  la  congruence  qui  passent  par  une 
droite  de  cette  congruence,  se  réduit  à  un  point;  on  conclut  de  là 
que  la  congruence  (G)  est  isotrope  et  que  le  milieu  du  segment 
focal  appartient  à  la  surface  (S). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  dû  à  Ribau- 
cour  : 

Pour  obtenir  le  couple  le  plus  général  de  surfaces  applicables 
telles  que  la  distance  de  deux  points  correspondants  M,  et  M2  soit 
constante,  et  qu'en  outre  les  droites  M,  M2  puissent  avoir  toutes 
les  directions  de  l'espace,  il  suffit  de  porter  sur  chacune  des 
droites  de  la  congruence  isotrope  la  plus  générale,  à  partir 
du  milieu  O  du  segment  focal,  deux  segments  égaux  et  con- 
stants OM,  et  OM2. 

5.  Passons  à  l'étude  de  la  congruence  (G)  la  plus  générale,  dans 
l'hypothèse  où  les  droites  qui  lui  appartiennent  n'ont  qu'une 
infinité  simple  de  directions,  et,  à  cet  effet,  considérons  un  trièdre 
trirectangle  Oxyz  se  déplaçant  de  manière  que  l'axe  O;  soit 
successivement  parallèle  aux  différentes  droites  delà  congruence. 
Les  composantes  £,  7|,  Ç  de  la  vitesse  du  point  O  et  les  compo- 
santes/?, ^,/"dela  rotation  instantanée  du  trièdre  seront  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  /. 

Le  trièdre  Oxyz  étant  pris  dans  une  de  ses  positions,  les  droites 
de  la  congruence  parallèles  à  O;  forment  un  cylindre  dont  nous 
désignerons  par  (C)  l'intersection  avec  le  plan  xOy.  Soient  (x,y) 
les  coordonnées  du  pied  d'une  des  génératrices  G  de  ce  cylindre; 
on  obtiendra  l'une  quelconque  (S)  des  surfaces  de  la  congruence 
passant  par  G  en  prenant  pour  x  une  fonction  arbitraire  de  /; 
l'équation  de  la  courbe  (C)  donnera  la  valeur  correspondante  de 
y.  Cherchons  le  plan  tangent  à  (S  )  en  un  point  quelconque  (x,)\  s) 
de  G.  Le  déplacement  infiniment  petil  de  ce  pointa  pour  compo- 
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santés,  suivant  Ox  et  Oj', 

{\-\-q&  —  ry)  dt  -+-  dj?, 
(r)-±-rx  —  pz)dt  -i- dy. 

Soit  0  l'angle  que  le  plan  langent  cherché  fait  avec  le  plan  #0:;, 

on  a 

dy 
~dt 


„  +  raf  _  ^  • 
tansO  =  


„  dx 

Le  coefficient  angulaire  du  plan  asymptote  relatif  à  G  est  donc 

—  -;  par  suite,  -  est  celui  du  plan  central  relatif  à  la  même  droite. 

</    r  P  v 

Le  s  du  point  central  correspondant  est  donné  par  l'équation 

dy 

rt  -+-  rx  —  pz  +  -7- 

dt  _  q 

„  dx        p 

qui  peut  s'écrire 

(2)  s(,  p*  +  g2)  =  P(?t  +  rx)  —  g  (Z  -  ry)  +  p  -£  —  q  -£• 

Pour  que  z  soit  indépendant  de  la  surface  de  la  congruence 
que  l'on  considère,  il  faut  que  l'on  ait 

(  3  )  P  dy  —  q  dx  =  o, 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  en  tous  les  points  de  la 
ligne  (C),  on  en  conclut 

py— q*  —/(*)• 

Celles  des  droites  de  la  congruence  qui  ont  même  direction  sont 
donc  situées  dans  un  plan.  Nous  prendrons  désormais  ce  plan 
comme  plan  des  xz,  ce  qui  entraîne  la'  condition  q  =  o. 

En  résumé,  si  un  trièdre  Oxyz  se  déplace  de  manière  que  la 
composante  q  de  sa  rotation  soit  nulle,  les  droites  du  plan  xOz, 
parallèles  à  Oz}  engendreront  la  congruence  cherchée.  Or  l'axe 
hélicoïdal  relatif  au  déplacement  infiniment  petit  de  ce  trièdre  est. 
parallèle  an  plan  des  ./•;  et  se  projette,  sur  ce  plan,  suivant  la 
■  ara<  Léristique  A  <!«■  <■<■  plan.  De  là  résulte  la  génération  suivante 
de  la  congruence  (G)  : 


Soit  P  un  plan  sur  lequel  est  tracée  une  droite  D;  si  l'on 
fait  rouler  le  plan  P  sur  une  développable  arbitrairement 
choisie,  les  droites  du  plan  P,  parallèles  à  D,  engendreront 
la  congruence  cherchée. 

Cherchons  maintenant  la  surface  (S),  lieu  des  lignes  de  striction 
des  surfaces  de  la  congruence.  Or,  si  l'on  fait,  dans  (2),  7  =  o  et 
que  l'on  tienne  compte  de  la  relation  (3),  on  trouve  l'équation 

rt  -\-  rx  — pz  =  o, 

qui  représente  la  caractéristique  A  du  plan  P.  La  surface  (S)  est 
donc  la  développable,  enveloppe  de  ce  plan.  Ce  résultat,  joint  aux 
considérations  du  n°  3,  nous  conduit  à  la  génération  suivante  des 
surfaces  (M,)  et  (M2)  : 

Si  Von  mène,  dans  le  plan  P,  parallèlement  à  la  caracté- 
ristique A  de  ce  plan  et  symétriquement  par  rapport  à  cette 
droite,  deux  droites  A,  et  A2  découpant  sur  Y)  un  segment  con- 
stant, ces  droites,  lors  du  mouvement  du  pla(iV  dé  fini  ci-des- 
sus, engendreront  les  surfaces  (M,)  et  (M2)  applicables  les 
plus  générales  telles  que  la  distance  de  deux  points  corres- 
pondants soit  constante,  les  droites  de  jonction  des  points 
correspondants  trayant  qu'une  infinité  simple  de  directions. 

6.  Nous  terminerons  en  cherchant  les  développables  de  la  con- 
gruence. Une  droite  quelconque  de  la  congruence  est  définie  par 
une  valeur  du  paramètre  t  qui  fixe  la  position  du  trièdre  Oxyzel 
par  sa  distance  x  à  l'a\e  des  z  de  ce  trièdre.  Un  point  (x,  o,  z)  de 
cette  droite  décrira  une  courbe  qui  lui  sera  tangente  si  l'on  a  si- 
multanément 

dx  -t-  \dt  =  o,  ij  -H  rx  — pz  =  o. 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  foyer  situé  à  distance 
finie  appartient  à  la  caractéristique  du  plan  xOz,  ce  que  l'on  sa- 
vait déjà;  quant  à  la   première,  elle  donne 

x  =  —  )\  dt-k-  const., 

ce  qui  esi  l'équation  finie  des  développables  de  la  congruence. 
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SUR  LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  A  TROIS  DÉTERMINATIONS; 
Par  M.  G.  Floquet. 

Soil 

Ait3  —  Bk«h-  Cu  +  D  =  o 

l'équation  algébrique  du  troisième  degré  en  //,  où  A,  B,  C,  D  dé- 
signent des  polynômes  quelconques  entiers  en  z,  et  qui  définit  u 
comme  fonction  algébrique  de  z-.  Dans  bon  nombre  de  questions 
se  rattachant  à  cette  équation,  on  a  besoin  de  connaître,  d'une 
manière  générale,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière 
attribuée  aux  coefficients,  la  forme  analytique  des  racines  dans  le 
domaine  d'un  point  singulier.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si 
Ton  veut  étudier  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  une  équa- 
tion quelconque  du  troisième  degré.  Je  me  propose  ici  d'obtenir, 
en  la  précisant  autant  que  possible,  la  forme  analytique  en  ques- 
tion. 

Le  changement  de  u  en  u  —  —  ramenant   toujours  l'équation 
proposée  à  une  équation  de  même  forme  entière 

(î)  ru3  -^ pu  -h  q  =  o, 

mais  privée  du  terme  u-,  j'envisagerai  seulement  celte  dernière. 
Je  supposerai  son  premier  membre  indécomposable,  de  sorte 
qu'entre  ses  racines,  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  linéaire, 
homogène,  à  coefficients  constants  inégaux.  J'emploierai,  pour 
chaque  cas,  des  méthodes  spéciales,  afin  d'obtenir  un  résultat  aussi 
précis,  aussi  détaillé  que  possible. 

1.  Regardant  en  premier  lieu  r  comme  égal  à  l'unité,  je  consi- 
dère L'équation 

(-1)  B»+/»(«)tt+j(i)  =  0. 

Les  seuls  points  singuliers  à  distance  finie   sont  les   zéros  du 
discriminant 

en  chacun  desquels  l'équation  (2)  a  deux  racines  égales  et  diffé- 
rentes de  zéro,  ou  trois  racines  nulles.  Soil  a  un  de  ces  points, 


et  soient  //,,  //2î  w3  les  branches  de  la  fonction  u  envisagées  dans 
son  domaine.  Je  vais  étudier  et  exprimer  ces  fonctions,  en  utili- 
sant ce  fait  que  leur  somme  est  identiquement  nulle. 

2.  Supposons  d'abord  que  «,  étant  racine  multiple  d'ordre  Â" 
de  A,  n'annule  pas  q,  auquel  cas  a  n'annule  pas/?  non  plus  : 

\(z)  =  (z  —  a)*bt(z),        A,0)^o,        p(a)^o,        q{a)^o. 

Pour  z  =  «,  l'équation  (2)  aura  une  racine  double  et  une  ra- 
cine simple  différentes  de  zéro.  Soit  u3  celle  des  branches  «,,  ;/2, 
it3  qui,  au  point  «,  coïncide  avec  la  racine  simple  :  on  peut  alors 
poser 

'^(z)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
a  et  non  nulle  en  ce  point.  On  en  conclut 

(3)  MjH-  «2  =  n.o{z). 

D'autre  part,  les  trois  fonctions  (u2  —  i'i)~,  (":t  —  '^)% 
(«i  — Mo)2  satisfont  à  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 

racines 

U3  -+-  (Sp U2 4-  9/?2 U  +  A  =  o; 

or,  la  dernière  seule  est  nulle  pour  z  =  a  ;  elle  est  donc  de  la 
forme  (z  —  a)Pjz(z),  &(z)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  du 
point  a  et  rn(a)  différant  de  zéro. 

Gomme  le  produit  de  ces  trois  fonctions  est  égal  à  —  A,  on  a 

(m8-  u3 )*(u3-  «,)*  =  -(*-  a^-P^j, 

T3(Z) 

ce  qui  exige  p  =  À',  puisque  le  premier  membre  est  fini  et  non  nul 
pour  z  =  a.  On  a,  par  suite, 

(  «t  —  u3  )-  —  (z  —  a  )/i'to  (  z  )  ; 
d'où  l'on  conclut,  puisque  ra(rt)  n'est  pas  nul, 

k 

u{—  lu  =  %{z  —  a)-^(z), 

tytz)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a  et  '}(«)  diffé- 
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ranl  de  zéro.  En  combinant  cette  relation  avec  la  relation  (3),  on 
obtient  finalement 

/  * 

l   u,  =  y(z  )  4-  (  z  —  a)H(z  i, 

î 

i  ?/»=cp(j)  —  (z —  a)%ty(z), 
[  ttj  =  _2?(z), 

comme  expressions  des  branches  m,,  «2,  //,,  dans  le  domaine  du 
points,  'f(s)  et  ù(z)  étant  deux  fonctions  régulières  et  non  nulles 
en  ce  point. 

3.  Supposons  maintenant  que  z  =  a  annule  q,  auquel  cas  il 
annule  aussi  p;  soient  3  le  degré  de  multiplicité  de  a  relative- 
ment à  /?,  et  V  le  degré  relatif  à  q  : 

p(z)  =  (z  —  a)Ppi(z),     q(z)  —  (z  —  a)Tr/!(  s),     p,(a)^o,     qx(a)y£o. 

A  cause  de 

A  =  \{z  —  a)*îp\-ri-(z  —  aWq\. 

on  voit  que,  si  À-  désigne  toujours  le  degré  de  multiplicité  de  la 
racine  a  de  A,  k  sera  égal  à  2y  ou  à  3  [3,  selon  que  2y  sera  infé- 
rieur ou  supérieur  à  3  [3,  et  que  À"  sera  au  moins  égal  à  la  valeur 
commune  de  2y  et  de  3  [3  lorsque  ces  deux  nombres  seront  égaux. 
Je  vais  examiner  successivement  ces  trois  cas. 

Premier  cas.  —  3  [3  >  2 y,  k  =  2y. 

La  formule  de  Cardan  conduit  immédiatement  aux  expressions 
cherchées  de  ut,  u>,  u3.  La  résolvante  de  l'équation  (2)  étant,  en 
effet, 

si  je  pose 

U  =(*  —  a)YV, 
elle  devient 

V*  4-  7,  V  -  (  ÛV(J  -  «);<P-*Y  =  o, 

équation  qui,  pour  z  —  «,  admet  deux  racines  distinctes,  dont  une 
seule  esl  nulle.  D'où  je  conclus  que  les  deux  racines  de  la  résol- 
Y.niic  sont  holomorpn.es  dans  le  domaine  du  point  a,  el  que  lune 
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d'elles  admet  ce  point  comme  zéro  d'ordre  v.  Représentons-la 
par  (z — rt)Tro(^),   m(a)    n'étant  pas  nul;     puis   désignons    par 

Y 
(z  —  «):1  'f(-),  avec  cp(rt)^zéo,  une  quelconque  des  trois  détermi- 
nations de  ^(z  —  a)YTz(z). 
Si  l'on  pose  alors 

3    cpU-)        y<    }' 
la  formule  connue  donne  les  expressions  suivantes  : 

j  Ui=(z-a)*\j  <?(z)+JHz-a/-~^{z)\, 
\  u3  =  (z  —  ay[j*<t(z)+j  (z-a)^~^<b(z)\, 

où  j  ety-  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  et  où 
o(z)  et  <\i(z)  désignent  des  fonctions  régulières  et  non  nulles  au 
point  a. 

Deuxième  cas.  — ■  3  [i  •<  2  y,  k  =  3  [3. 

Je  poserai  ici 

j_ 
(z  —  a)2  =  z',         u  —  vz'$, 
i 
(z  —  a )-  désignant  une  quelconque  des  deux  déterminations  de 

\/z  —  a.  L'équation  (2)  devient 

(6)  f3  -+-  vPl(a  -+-  z'* )  +  ~'2Y-3P  <7i(a  -+-  z"-)  =  0. 

Pour  z'  =  o,  elle  admet  trois  racines  simples,  dont  une  nulle. 
Si  donc  rn  c2,  e3  désignent  les  branches  de  v  envisagées  dans  le 
domaine  du  point  z'  =  o ,  vK ,  r2,  r;t  sont  holomorphes,  et  une  seule 
de  ces  fonctions,  qui  sera  c3  par  exemple,  est  nulle  pour  z'  =  o. 
L'identité 

(7)  Pir2i'3  =  -^T-3P?i(a  +  ^) 

montre  alors  que  l'ordre  infinitésimal  de  vA  est  2 y  —  3  |3,  en  sorte 
que  l'on  peut  écrire 

(-'3  =  —  '2z'-Y-3Ptït(;:')         ct(o)^o. 
Comme,  d'autre  part,  la  somme  i',  -+-  ^2  +  83  cst  nulle,  on  peut 
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poser 

r,=  s,SY-3pBj{V)H-x(^)) 
vs  =  z'*l-*Pm(z')  —  x(z'), 

y(z')  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  z'  —  o  et  différent  de 
zéro  en  ce  point. 

Mais  il  esl  aisé  de  voir  que  gj(-s')  et  y(z')  ne  dépendent  que  du 
carré  de  z'.  Lorsqu'on  passe,  en  effet,  du  point  z1  au  point  ( —  s') 
en  restant  à  distance  infiniment  petite  de  z'  =,  o,  r3  ne  cesse  pas 
de  coïncider  avec  l'unique  racine  de  l'équation  (5)  qui  est  voisine 
de  zéro.  Or,  au  point  ( — z'),  cette  équation  devient  soit  l'équa- 
lion  (o)  elle-même,  soit  sa  transformée  en  ( — ?t>),  selon  que 
2 y  —  3  fJ  est  pair  ou  impair,  de  sorte  que  la  racine  voisine  de  zéro 
y  est  en  tout  cas  —  a(—  i)2ï_3P^'2T  ~3iïim(z')  ;  quanta  r3,  il  devient 
—  a( — z')2Y~3$tb( — z').  On  a  donc,  en  égalant  ces  deux  expres- 
sions, 

T7t(—  Z')  =   JB(z'), 

ce  qui  prouve  que  ™(z')  est  une  fonction  paire  »,(c'2)  de  z'. 
L'identité  (-)  s'écrit  alors 

et  montre,  par  suite,  que  c,  v2  ou  -'-*y— "Pcp,  (z'-)  —  y2(^')  est  aussi 
une  fonction  paire,  ce  qui  exige  que  '/(-•')  soit  paire  ou  impaire  : 
comme  y  (o)  n'est  pas  nul,  il  faut  donc  que  '/(-')  soit  une  fonction 
paire  >},  (z'-). 

On  a,  par  conséquent, 

v,  =  s'*Y-8P<ï>i(;s'*)  -t-^i(s'*] 


/    ?l(0)  ?i  O, 

t>3  =  —  aa'»T-«Pçi  (*'»), 


P,  =  *'«T-«PTl(*'«)-4»1(*'«)f 

^(o)^O, 


et  si   l'on   revient  maintenant  aux  quantités  u  et  s,  et  que  l'on 
pose 

©i(z  —  a)  =  y(a  i.        4*i (  *  —  a)  ==  'K*)* 
on  obtient 

m=(z  —  a)*l+ty(z)-h(z  —  a)1      "  tp(*)|, 

(8)  Pi  ij  I 

ut  =  (z      a)»  [    •  •{,(  5)-j-(a_a)  '      «  o(a)J, 
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b(s)  el  'l>(z)  désignanl  deux  fonctions  régulières  au  point  n.  el 
non  nulles  en  ce  point. 


Troisième  cas.  —  3(3  =  ■>.-■. 
Celle  égalité  exige  rj ne  l'on  ait 

3  =  7.  m ,         y  =  3  »'. 
///  désignant  un  entier.  On  a  donc 

\  =  (z  —  a  ifi'"i  \/>\  -+■  >-</'\  \  =  {z  —  a  )*""  \x, 

de  sorte  que,  si  A,(<7)  n'est  pas  nul,  a  est  racine  multiple  d'ordre 
k=6m  d<>  A,  tandis  que,  si  a  annule  A,  n  fois,  a  est  racine  d'ordre 

/,•  =  6//i  -t-  //  de  A.  Posons 

u  =  {z  —  a  )'"  c, 
el  l'équation  (2)  devient 
(9)  c3 +  />,»•  -+-  qx  =  0, 

qui  n'a  aucune  racine  nulle  pour  z  =  a. 

Supposant  d'abord  A,  (a)  différent  de  zéro,  auquel  cas  k est  égal 
à  6m,  l'équation  (g)  aura  trois  racines  simples  au  point  a.  Les 
brandies  e,,  p2,  c:$  de  c  sont  holomorphes  dans  son  domaine  el 
non  nulles  en  ee  point.  Soit 


p3  =  —  2  a(  s  )  ; 
t ■  :!  e>(  nul,  il  vien I 

r,  -+-  i\,  =  20I  ;  1. 

r,  =  tp|  a)  h-  ^/(^). 
P,  =  ç(*)  — 4»(«), 


comme  r(  +  »'j  + 
et  je  puis  poser 

d 'où  l'on  déduit 

(  u,=i  s  — «)«[©(*) +-iJK*)], 

(lo)  j   ks  =  (5  — a)'«[o(;)—  '</(-)]. 

f    u3  =  —  i(  z  —  «)'"©(;;). 

ai  3  1  et  ty(s)  étant  des  (onctions  régulières  au  point  «,  non  nulles 
en  ce  point,  et  en  outre  telles  que  »(a)  et  '{/(<7)  ne  soient  ni  égaux. 
ni  égaux  el  de  signes  contraires. 

Supposons  maintenant  que  a  soi  1  racine  multiple  d'ordre  n  de 
A,,  auquel  ms  /,    est  égal  à  6m  -f- n.    L'équation  (9)   se   trouve 

XXIII.  (i 
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. 1 1  «  » r-  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  admises  au  débul  (  *2  i 
pour  l'équation  (•>.),  ce  qui  permet  d'écrire 

n 

r,  =  ©(*)-*-(*  —  a  r  'l[  :■  i. 


et,  par  suite. 


i>,  =  ©(*)  — (.z-a)s  >l(Z), 
vt  =  —  2  B)  i  z  ) 


l   „,  =(3  —  a)>»  | 


©  (  a  )  -i-  (  z  —  a  )  "  4-  (  2 


(n)  'J 

„,  _  ,  z  —  a)>»  l<f(z)  —  (z  —  «  r  <K-s)J. 


«3  =—  'H-  —  a)mo(z), 

OÙ  ©(s)  el  '}(~)  sont  des   fonctions   régulières  et  non  nulles  au 
point  a. 

Kemarquons  que  les  expressions  (io),  qui  répondent  au  cas 
n  =  o,  sont  comprises  dans  les  formules  (i  i). 

i.  En  résumé,  si  j'observe  que  pour  m  ■=.  o,  c'est-à-dire  pour 
3  3  =  2Y  =  o,  ce  qui  est  le  cas  examiné  au  début  (n°  2),  les  for- 
mules (ii)  coïncident  avec  les  formules  (4)  obtenues  dans  ce  cas, 
on  peut  dire  que  les  expressions  de  ;/,,  u2,  w;»  sont  les  expres- 
sions (5)  si  3($>  2  y,  les  expressions  (8)  si  3  [i  <  2  Y,  les  expres- 
sions (n)  si  3(3  =  3y. 

Dans  ce  dernier  cas,  6m,  qui  peut  être  nul,  est  la  valeur  com- 
mune des  nombres  3  [3  et  2Y,  et  n  représente  la  différence  k  —  6  m, 
positive  ou  nulle,  entre  le  degré  de  multiplicité  /.  de  la  racine  a 
de  A  el  le  nombre  6/;?. 

o.  J'ai  supposé  que  le  coefficient  r  de  l'équation 

O)  ru3  -+-  pu -h  q  =  o 

•  était  égal  à  l'unité.  Examinons  ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  dépend  de  z. 
Les  points  singuliers   à   distance  finie  sont  alors   les   zéros  de 
r8(4jD*-r-  '■'■''''/')•  l>our  ceux  de  ces  zéros  qui  annulent  /•,   l'équa- 
tion (  i)  aura  au  moins  deux  racines  infinies;  en  chacun  des  autres, 
elle  aura  i\cu\  racines  égales  el  différentes  de  zéro  ou  trois  racines 

nulle-.. 

Soil  a  un  quelconque  de  ces  points  singuliers.  Désignons  tou- 
jours par  //,,  //.,.  u:i  les  branches  de  //  considérées  dans  son  do- 
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m  aine.  Appelons  À,  u,,  v  les  nombres  de  fois  que  a  annule  respec- 
tivement /•,  /?,  y,  un  au  moins  de  ces  trois  nombres  étant  nul. 
puisque  /•,  /?,  q  sont  supposés  n'avoir  aucun  facteur  commun. 

La  substitution  u  =  v  *.  r  ramène  le  cas  actuel  au  cas  ;•  =  i . 
L'équation  (i)  se  transforme,  en  effet,  en  la  suivante  : 

(12)  v3-i-prv  -t-  qr%—  o, 

et  l'on  a  ici 

A  =  r3(i/>3—  ?~rq*),         p  =  À  -+~  p,         y  =  2X  -4-  v. 

Il  en  résulte  que,  si  c,,  r2,  r3  désignent  les  branches  de  la 
fonction  c,  r,,  c2,  rs  s'expriment  par  les  formules  (5)  si  2Y —  3  [3 
ou  A  —  3  ijl  -4-  2v  est  négatif,  par  les  formules  (8)  si  A  —  3  [J.  +  2v 
est  positif,  et  par  les  formules  (1  1)  si  A  —  3ul  +  2V  est  nul. 

En  revenant  maintenant  aux  fonctions  u 1 ,  u2,  lla  par  les  égalités 

*'l  *'-2  t'3 

"l    =    — 1  «ï  =    -    ,  ".j  =    —  1 

r  r  r 

et  en  appelant  toujours  'f(z-)  et  ty(z)  deux  fonctions  régulières  au 
point  a  et  non  nulles  en  ce  point,  on  obtient 

Mi  =     (a  —  a )    ''    » (^ )  -t-      (  ^  —  a  1  3    6 1  ;  1 . 

V— X  .        V-A 

a  — A 

U%=j{z  — a)    :1     oci+y2!;-^)  •'    <b(z), 

V— A                                                                      -         V— À 
U.  —  A  — 

u3  =/■>(:.—  «  i    '     cp(  ;  i  -4- ./'  (  s  -     a)  ;i    ty(  z  >. 

si  a  —  3  jjl  -{-  2v  <C  o; 

a  —  a 
,'  ui  =  (z  —  a)v-f-a>(  s)  -f-  (z  — a)    2    è(  s  i. 

1  Kj  =  ( z  —  a  )"'-\>-o{  z)  —  (z  —  a)    "-    >l (  ; ). 
si  A  —  3  U  +  2  v  ^>  < )  ; 

l  ui  =  (^  —  a)'n-t«s(z)-h(z  —  a)  ty(z), 

<  '  ">  >  .  rn-)n-- 

M2  =  (*  —  fll  )'"-*©(  «)  —  (2  — a")  -    ■!/(  S  ). 

//rt  —  —  ai  ;  —  /7  )'"    '  tp(  ^  ). 

s  i  À  —  3  u. .+  2  v  =  o . 

(>/»,  qui  peut  être  nul,  représente  La  valeur  commune  des  deux 


—  84  - 


nombres  3(X+  <x)  et  :>(>.À  +  vi.  et  n  est  la  différence  positive  ou 
nulle  /»•  —  6/>i,  entre  le  degré  de  multiplicité  k  de  la  racine  a  de  A 
et  le  nombre  (S/;/. 


6.  J'ai  dit  que  l'un  au  moins  des  trois  nombres  entiers  a,  a,  v 
était  égal  à  zéro;  d'ailleurs,  si  c'est  A  qui  est  nul,  u.  et  v  sont  nuls 
ou  différents  de  zéro  en  même  temps.  11  résulte  de  là  et  des  for- 
mules (i3),  (i4),  (i  5)  que  les  expressions  de  ;/,,  u2,  m»  sont  don- 
nées dans  tous  les  cas  possibles  par  le  Tableau  suivant  : 

(  'as  :  A  =  o. 

3  ;x  ^>  av. 

Jl   =z^   O,  V     .'     0. 

„,  =  ,-_  r/i3|       »(*)-+-       (z —  a)        *  <K<ff)J-i 

Il  V-*-  I 

u2  =  (  z  —  a  ) 3  [  j   ©(«)  ■+■  j*  (  z  —  a  )        3  •!/ (  z  )  | , 

VI  2  V  "I 

M3  ^  (  c  —  ay  j  y*œ (  s)  -»- y   (z  —  a)        3  ^(  s)J; 


3  ;x       2  v. 

u  ^  o,  v    --    1>. 


H- 


(  3  )  -  ( 


« ,  —  ( z  —  a  )-  | 

u%  =  (z-  a)i|__4,(J«)-+-(a 

«3  =  —  2(2  —  a  )v -t*©( a ) ; 


v-î£  ! 

a  )  »    O  (  5  )  J  , 

*-!»!  1 

a  )        2  o  (  c  )  J , 


3jJ.  =  2V  =  6  TH.. 

u  >  o,         v  2  o.         //       /.  —  G  ///  >  o. 


»,  =  (s —  a 


I  (  C  I  ■+■  ( 


>     1 

a  i  "  <l  (  z  i  j . 


il,  —  (  z  —  a  )">  \o(  z  )  —  (z     -  <i  i  "  '!/i  z  i  |, 
K3  —  —  '•>.(  ;  —  a  )'"©<  z  i. 

f  V/.v  ;  a  —  o. 

A  0,  V        u. 

X  I 

i/( z )  A- 1 


h,  =  (3       »  ) 

'/  I 
t/jacc  (a  —  a)     -  I  —  -li  ;  i 

//  ,       —  a(  c  —  "  >v«  i  s  i 


v  +\  I 


-ICI, 


-  8a  - 
(  V/,v  :  v  =  o. 

a       3  a. 
a       o,         u  ?£  o. 


t,,  =  {z  —  a)     3[j  r?iz)^j2{z_  a)[l     ^(z)\, 

—  -  I  a  -  -  I 

"s  =  (>5  —  a)     3lj*<?(z)+j  (z  —  a)       3'l(z)\; 

X      3|x. 

A  j£  o,         a  ^-  o. 
_X-jx  |  >.-»[J,  l 

«!=(*  — a)  2       [  +  ,!,(   -)  +  (-_rt)        2        ?(4f)J, 

«2   =   (C  —  a)  2  ..i,    -)  +  (-_  rt)       2         tp(5)J, 

it3  =  —  •.>.(;  —  a  )-f-cp(s  )  ; 

X  —  3  a . 

À   ^  O,  U   ?t    O,  «  /.    —  12  [J.  îl  O. 


ttj  —  u  —  a  y  V-  \o(z)-+-(z  —  a)'2  i>(  z)\. 
tu  —  (z  —  a )-t*  [<p (  - )  —  (z  —  a )2  4" ( z ) J i 

U3  =  —  2  (  -  —  «')-{*■  «p  ( Z ). 

7.  On  déduit  aisément  de  là  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  doit  remplir  la  racine  a  de  A  pour  que,  au  point  a,  les 
racines  de  l'équation  (i)  forment  un,  deux  ou  trois  systèmes  circu- 
laires, et  le  Tableau  précédent  montre  clairement  comment  se 
comportent  ces  racines  selon  les  valeurs  attribuées  aux  entiers  À, 
u.  et  v. 

Par  exemple,  pour  que  les  racines  forment  un  système  circu- 
laire unique,  les  conditions  sont  ou 

A  =  o,  jjl  ^6.  o,  v  ^é  o,  >  [J.       }.')     el      v  iniii  multiple  ilf    I 

OU 

A       o.         ijl  ^  o,         v  =  o,  X  <C  3  ;.i     cl     a  non  multiple  de  3. 

?  Autrement  dit,  si[<7  n'annule  pas  /•,  il  faut  et  il  suflit  que  a  an- 
nulc  q  un  nombre  de  fois  v  non  divisible  par  3,  et p  un  nombre 
de  fois  u.  tel  que  3 m  soit  supérieur  à  2v;  et  si  a  annule  r,  les  con- 
ditions son!  que   a  annule   /•   un   nombre  de  fois    A    non    multiple 
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de  3,  el  />  un  nombre  de  fois  >x  le!  que  3a  soil  supérieur  à  a.  Les 
trois  feuillets  de  la  surface  de  Riemanu  formeront  alors  un  seul 
cycle  dont  le  sommet  sera  un  point  de  ramification  du  second 
ordre,  et  au  point  analytiqne  (#,  o)  ou  (a,  ce)  répondra  ce  seul 
point  sur  la  surface. 

Dans  le  cas  où  deux  branches  seulement  deviennent  infinies 
pour  z- =  a,  on  aperçoit  immédiatement  que,  pour  que  le  point  a 
soit  un  pôle  pour  chacune  d'elles,  il  faut  et  il  suffit  que  a  annule 
/•  un  nombre  pair  de  fois  X  =  ao,  et  le  pôle  est  alors  d'ordre  p. 

Lorsque  les  trois  branches  deviennent  infinies  pour  z  =  a,  pour 
que  ce  point  soit  un  pôle  pour  chacune,  il  faut  et  il  suffit  que  A 
égale  3  tx,  ou  que,  A  étant  supérieur  à  3  [/.,  la  différence  A —  u.  soit 
un  nombre  pair,  ou  enfin  que  A,  inférieur  à  3  p.,  soit  un  multiple 
de  3. 

8.   J'ai  considéré  jusqu'à  présent    un  point  singulier  «  situé  à' 
distance  finie.  Supposons  actuellement  que  le  point  oo  soit  singu- 
lier, et  cherchons   les  expressions  des  branches  //,,  //o.   //;t,  envi- 
sagées dans  son  domaine. 

Soient  a',  p/,  v'  les  degrés  respectifs  des  polynômes  r,  p,  q ,  coef- 
ficients de  l'équation  (i).  Si  Ton  change  z  en  —,•>  cette  équation 
de\ient 

(16)  r'z'-^'u3  -hp'z'-V-'u  -t-  q'z'-v'=  o, 

/',  p',  q'  étant  des  polynômes  entiers  en  z' ,  non  nuls  pour  z'  =  o, 
et  ut,  ii-,-,  u3  deviennent  des  fonctions  i/\,  u'.,,  u'.t  delà  variable  z', 
qu'il  est  bien  aisé  d'exprimer  dans  le  domaine  du  point  z'  =  o. 

Appelons,  en  effet,  a  un  nombre  égal  au  plus  grand  des  entiers 
X',  |i.',  v',  ou  aux  plus  grands  s'il  y  en  a  plusieurs.  En  multipliant 
par  z''x.  L'éqnation  (i(>)  s'écrit 

(\~)  r'  .«'«-V u*  -+-  p' z'*-V-'  u  +  gr'^'«-v'=  o, 

où  l'un  au  moins  des  exposants  a —  X',  a —  ;j.',  a —  v'  est  égal  à 
zéro,  les  autres  étant  positifs.  Or  l'équation  (17)  est  de  la  forme  (1) 
et,  relativement  au  point  z'  =  o  qui,  par  hypothèse,  annule  le  dis- 
criminant, on  a  ici 

A  =  a  —  X',  'i  =  a  —  u'.         v  —  y.  —  v'. 
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(  )n  déduit  de  là,  quel  que  soit  a, 

;jl  —  v=  —  (a'—  ■/'),  v—  X  =  —  (V  ->/),  X    -  JJi  =  —  (X   —  <x). 

et,  par  suite, 

X  —  3  f*  -+-  av  =  —  (X'  —  3  \x  ■+-  a v'  )  ; 

d'ailleurs,  dans  le  cas  où  )/  —  3  u/  -+-  2v'  est  nul,  si  6m'  représente 
la  valeur  commune  des  deux  nombres  3(X'  -f-  u/)  et  2(aX'  -+-  v'),  il 

vient 

m  —  \  =  —  (  ni  —  X'  ). 

Les  formules  (i3),  (i 4 )7  ('5)  donnent  donc  des  expressions  de 
u\,  u[,i  u'a  faciles  à  écrire. 

En  revenant  maintenant  à  s,  on  a  pour  u,,  u2,  ih,  dans  le  do- 
maine du  point  oo, 


"1 

= 

V 
V 

-X' 

3 

-  ) 

<?(• 

«)■+■ 

V-'- 

-X' 
-X-- 

V 

v 

-X 

3 
—  A' 

+(' 

0, 

Ut 

=J 

s 

■> 

cp(*)  + 

p 

1  _  r 

3 

*(*). 

V 

—  A' 

V 

—  X' 

jl'—  A'- 

si  )/—  3{x'  +  2v'>o; 

fl'  — X' 
M,    =-V   -{!'*(  -,_    --2~  ^-j. 

tj.'  — A 

«3  = —  a^v'-|i'©.(a)j 

si  )/  —  3  [jl'  +  2  v'  <  o  ; 

ii' 

m'  —  A' 

tt,  =  Z"l'-K<ù(z)-hZ  ~'HZ)- 

m  —  A 

Kg  —Zm'-Ky(z)  —  Z  2^(-), 

K3  = 2  £'«'-*'©  (S), 

si  V  —  3  |J.'  +  2Vf  =  o;  9(^)  et  ^(s)  désignant  deux  fonctions  régu- 
lières au  point  oo  et  non  nulles  en  ce  point,  et  n'  étant  le  nombre  de 
fois  que  z'  =  o  annule  4/>':î  +  °7  >'<7'2>  nombre  qui  peut  être  nul. 
On  déduirait  facilement  de  là  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes que  doivent  remplir  les  degrés  V,  u/,  v'  des  coefficients  de 
l'équation  (i),  pour  que  le  poini  x  soit  de  telle  ou  telle  nature. 


—  88  — 

SUR  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ANALOGUES  A  L'ÉQUATION 
DE  CLAIRAUT; 

Par  M.    E.   Gouksat. 

1.  On  commit  depuis  longtemps  une  classe  d'équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre,  dont  on  obtient  l'intégrale  générale 
en  remplaçant  dans  cette  équation  iy  par  une  constante  arbitraire; 
ce  sont  les  équations  de  Clairaul  ou.  plus  généralement,  les 
équations  de  la  forme 

(I)  •  Fi/.^  —  xy)  =o. 

Dans  plusieurs  Communications,  M.  Rafl'v  a  appelé  l'attention 
sur  d'autres  équations  différentielles  jouissant  de  la  même  pro- 
priété. Telle  est  l'équation 

(2)  y-y1-*-  y 

dont  l'intégrale  générale  est 

n       eX 

Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  former  des  équa- 
tions possédant  la  même  propriété  et  dépendant  d'autant  de 
fonctions  arbitraires  qu'on  le  veut. 

"2.   Considérons  d'abord  une  équation  différentielle 

(3)  y'-f(x,y)> 

où  le  second  membre  est  une  fonction  analytique  régulière  dans 
le  domaine  d'un  point  (/0)j'0),  On  sait,  d'après  les  théorèmes 
généraux  de  Caucliv.  qu'il  existe  une  infinité  d'intégrales  de  celle 
équation,  voisines  du  point  (/„,  r,,),  et  représentées  par  une  équa- 
tion il.'  I,i  forme 

(  j  )  »(x,J  I  -  const., 

où  si./.  );  esl  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  de  ce  point. 
Pour  que  celte  fonction  ^(./\  ri  soil  identique  ;'■  la  fonction  fy 
il  faul  que  J  •<  i .  i  »  vérilie  l'équation  du  premier  ordre 

"■''         "■''  /        n 
/        •  •  ■ 

./,■        Oj  ■ 
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dont  I  intégrale  générale  est  donnée  par  une  relation  arbitraire 
entre  /'et  y —  xf.  Dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons,  il  n'y  a  donc 
pas  d'autre  solution  que  l'équation  de  Clairaut. 

Mais  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  se  présente 
pas  nécessairement  sous  la  forme  simple  (3).  Prenons,  pour  fixer 
les  idées,  une  équation  du  second  degré  en  y' 

(5)  v'2^-  \'(r.  y)/-hQ(T,  y)  =  o, 

où  P(x,j  )  et  Q(^,  y)  sont  des  fonctions  analytiques  régulières, 
tant  que  le  point  (x,y)  reste  compris  dans  une  certaine  région  R. 
A  tout  point  Cr,  y),  l'équation  (5)  fait  correspondre  deux  valeurs 
dey 

(6)  y'=u(x,y),      /=*>(*,'?), 

et  nous  supposerons  la  région  H  assez  petite  pour  que  chacune 
des  fonctions  i/(x,y  )  et  e(x, y)  soil  uniforme.  Les  courbes  inté- 
grales forment  alors  deux  familles  de  courbes  distinctes  dans  la 
région  du  plan  considérée;  par  chaque  point,  il  passe  une  courbe 
de  chacune  de  ces  deux  familles  et  une  seule. 

Si,  dans  l'équation  (5),  on  remplace  y  par  une  constante  arbi- 
traire C,  l'équation  obtenue 

i  ;  i  <:-—  Pi .,-.  y  \  C  —  Q(x,y)  —  o 

représente  aussi  deux  familles  de  courbes  distinctes 

(8)  u(x,y)  =  G,         i>(x,y)=C 

Admettons  maintenant  que  l'équation  (-)  représente  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle  proposée  (5).  Cela  peut 
arriver  de  deux  façons;  ou  bien  l'équation  u  =  const.  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  yl=u{x.r),  et  v  =  const. 
l'intégrale  générale  de  l'équation  y' =  v(x.  y  | .  el  alors  l'équa- 
tion (5)  est  une  équation  de  Clairaut  ;  ou  bien,  l'équation  u  =  const, 
représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  y' =  c(.r,  y),  et 
v  =  const.  l'intégrale  générale  de  l'équation  y'=  u(x,  y).  Les 
fonctions  //  el  c  vérifient  alors  les  deux  équations  simultanées 

ou  du  d\  dv 

(u  >  v—  =  o,  u 

'H  ffj  Or  <n 


—  90  — 

C'esl  précisément  ce  qui  a  lieu  pour  l'équation  (n)  cilée  plus 
liant  :  on  peut  l'écrire 

y'~  —  y  y  ~*~ cX  ==  °- 

et  Ton  eu  lire 

,      y  ±  y/r2— i<-r 

y=~ . 

on  a  done  ici 

y  -+-  v7)'2  —  4 er  y  —  \Jy-  —  4 ex 

u  = — ,         v  = 

i  i 

Ou  vérifie  sans  peine  que  u  et  v  satisfont  au  système  (9). 

3.  La  recherche  des  équations  du  premier  ordre  et  du  second 
degré  de  la  forme  (5),  qui  s'intègrent  de  cette  façon,  est  donc 
ramenée  à  l'intégration  du  système  d'équations  simultanées  (9). 
Si  l'on  élimine  l'une  des  inconnues,  v  par  exemple,  on  est  con- 
duit à  l'équation  suivante  du  second  ordre,  où  y»,  q,  r,  s,  t  dési- 
gnent, d'après  les  notations  habituelles,  les  dérivées  partielles  du 
premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  inconnue  u 

(10)  </>•-+■  (qu — p)  s  —  put  =  o. 

L'équation  (10)  est  intégrable  par  la  méthode  de  Monge;  elle 
admet  l'intégrale  intermédiaire 

111)  p-\-qu  =  «p(tt), 

où  1(11)  désigne  une  fonction  arbitraire.  On  le  vérifie  immédia- 
tement en  obscrvanlque  le  premier  membre  de  l'équation  (10)  est 
identique  au  déterminant  fonctionnel 

D(/>-H  qu,  u) 


D(x,y) 

L'équation  (1  1)  est  linéaire  et  son  intégration  se  ramène  à  celle 
du  système  d'équations  différentielles 

<l.r         (lv  il  u 

(12) 


1  u  tp<  //  1 

comme  ^(  //  )  esl  une  fonction  arbitraire  de  //.  on  peul  pose] 

-L-     i  <  u  ,. 

»(  u  ) 
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•\(n)  étant  aussi  une  fonction  arbitraire.  L'intégrale  générale  du 
système  (12)  est  alors  donnée  par  les  formules 

.r—V(u)  -  G, 

y—  ici' (m-  |l  u)=  G', 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (10)  est  fournie 
par  une  équation  de  la  forme 

(i3)  y  —  irl'i  u  >  +  <li  u)  =  f\jr  —  <V[  u  ij, 

fcl'l  étant  deux  fondions  arbitraires.  Si  l'on  prend,  par  exemple. 
o(u)  =  u,  l'intégrale  générale  de  l'équation  p  -\-  qu  =  u  est 

y  —  u  — /  (  x  —  log  u)  =  o  ; 

avec  la  fonction  f  {jc)  =  ex:  nous  retombons  sur  l'équation  (2) 

ex 

r-r --,  =  <-. 

I.    En  résumé,  l'équation 
(i3)  y  —  uty'(u)-i-ty(u)  —  /[x  —  'V (h  )]. 

jointe  à  l'équation 

du  du 

—  -+-  v  — -  =  o, 
dx  ày 

donne  l'intégrale  générale  du  système  (y).  On  a  donc  le  moyen 
de  former  toutes  les  équations  de  la  forme  (5),  dont  on  obtient 
l'intégrale  générale  en  y  remplaçant  y'  par  C.  Mais  ici  se  place 
une  remarque  essentielle.  Une  fois  qu'on  a  choisi  les  deux  fonc- 
tions arbitraires  fel'b,  l'équation  (i3)  nous  donne  pour  u  une 
fonction  déterminée  de  x  et  de  y;  on  a  ensuite  v  par  la  formule 

du 

dx 
~         dû~r 
Ty 

et  l'intégrale  générale  tir  I  équation 

(1  ;  1  \y —  m  ./-.v  )\\  y  -  v[  ./■.  y  i| 
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esl  bien 

\i<(T,y)  —  C\\n.r.r)-C\  -o. 

Mais,  en  général,  les  deux  fondions  u  et  v  sonl  analytiquement 
distinctes,  de  sorte  que  l'équation  (i4)  se  dédouble,  en  réalité, 
en  deux  équations  distinctes  du  premier  ordre.  Il  reste  donc  à 
examiner  comment  il  faut  prendre  les  deux  fonctions  f  et  •!»  pour 
que  //  et  v  soient  deux  branches  d'une  même  fonction  analytique, 
comme  cela  a  lieu  pour  l'équation  (2). 

Pour  répondre  à  cette  question,  nous  allons  étudier  les  pro- 
priétés d'une  équation  du  premier  ordre 

/-  u(x,y), 

où  la  fonction  //  est  définie  par  une  relation  de  la  forme  (i3). 
D'après  ce  qui  a  élé  établi,  l'intégrale  générale  de  cette  équation 
esl 

Ou         _  Oit 
dx  dy 

(1  désignant  la  constante  arbitraire.  Or,  on  tire  de  l'équation  (i3) 

-M. 

du  dx 


dx         I  Of  \     „ 


dx  ] 
du  1 


"    (-£)«•>' 


l'intégrale  générale  esl  donc 

of 


C  =  o, 

il.r 


ou .  ce  qui  ic\ lenl  au  même, 

x  —  'Y  (  //  )  =  consl . 

()n  voil  donc  que  Vinlégrale  générale  de  toute  équation  tir 
lu  forme  (1 31 
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s'obtient  en  éliminant  u  entre  le  système  des  deux  équations 

(i5) 


\  y  —  irl'i  u  i  -+-  <\n  n  ,  -■/[./-  —  <!/(«)], 
I  x —  'V(u)  =  const. 


La  vérification  directe  est  facile,  car,  si  l'on  regarde  y  et  // 
comme  deux  fonctions  de  x  définies  par  les  équations  (i5),  on 
en  tire 


y 


u  a»  (  u  1 


du 
dx 


dx  l 


i  //  i 


du~] 


i       y  (  u) 


du 
dx 


par  suite  y'  —  n,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Pour  faire  l'élimination  de  u,  <>u  peut  imaginer  que  l'on  tire  u 
de  la  seconde  des  équations  no)  et  qu'on  porte  sa  valeur  dans  la 
première,   ce  qui  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

v=/(C)  +  a>(ar—  Ci; 

quand  on  fait  varier  la  constante  d'intégration,  on  voit  donc  que 
toutes  les  courbes  que  l'on  obtient  se  déduisent  de  l'une  d'elles 
par  des  translations.  Par  suite,  on  a  la  définition  géométrique  sui- 
vante pour  les  familles  de  courbes  qui  satisfont  à  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  de  la  forme  (i3).  Soient  c  et  v 
deux  courbes  quelconques  se  coupant  en  un  point  A;  imaginons 
que  la  courbe  c  se  déplace  d'un  mouvement  de  translation  de 
façon  que  le  point  A  décrive  la  courbe  y.  Les  positions  succes- 
sives c',  c",  ...  de  la  courbe  mobile  forment  une  famille  de 
courbes  (l  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  de  la  forme 
(i3),  et  inversement  on  obtient  ainsi  la  famille  la  plus  générale  de 
courbes  satisfaisant  à  une  équation  de  cette  forme. 

A  la  famille  de  courbes  C  correspond  une  famille  conjuguée  Y, 
formée  par  les  positions  successives  occupées  par  la  courbe  *\  qui 
se  déplacerait  d'un  mouvement  de  translation  de  façon  que  le 
point  A  décrive  la  courbe  c.  Soient  u(x,y)  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  C  qui  passe  par  le  point  de  coor- 
données (.r,  )'),  et  v{x,y)  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  la  courbe  T,  qui  passe  par  le  même  point.  L'équation  différen- 
tielle des  courbes  (  \  est 

r'  =  ui.r.  y). 
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cl  telle  des  courbes  Y, 

y'  =  r(^.j): 

or,  il  esl  évident  géométriquement  que,  tout  le  long  d'une 
courbe  G,  le  coefficient  angulaire  v(x,y)  de  la  tangente  à  la 
courbe  Y  est  constant,  et  de  même,  tout  le  long  d'une  courbe  Y, 
le  coefficient  angulaire  u(x,y)  de  la  tangente  à  la  courbe  C  esl 
constant.  Les  équations 

ri  r.y)  =  eonst.,         u{x,y)  =  const. 

représentent  donc  respectivement  les  courbes  C  et  les  courbes  Y. 
Telle  est  l'interprétation  géométrique  des  formules  qui  repré- 
sentent l'intégrale  générale  du  système  (9). 

On  peut  encore  donner  des  courbes  C  et  F  une  définition  indé- 
pendante de  toute  considération  cinématique.  Prenons  dans  le 
plan  deux  courbes  fixes  c  et  y  ;  joignons  un  point  m  de  la  courbe  c 
à  un  point  m'  de  y  et  soit  M  le  milieu  du  segment  mm'.  Lorsque, 
le  point  m'  restant  fixe,  le  point  m  décrit  la  courbe  c,  le  point  M 
décrit  une  courbe  homothétique  à  c  avec  ^  pour  rapport  dbomo- 
thétie.  Les  diverses  positions  de  cette  courbe,  lorsqu'on  fait  dé- 
crire la  courbe  y  au  centre  d'homothétie  m'}  forment  une  famille 
de  courbes  C.  On  obtiendrait  les  courbes  T  en  éebangeant  les 
rôles  des  deux  courbes  c  et  y. 

5.  Si  les  deux  courbes  c  et  y  sont  analytiquement  distinctes,  il 
en  sera  de  même  des  courbes  C  et  F  ;  mais,  si  les  deux  courbes  c 
et  v  sont  confondues,  les  courbes  G  et  Y  ne  seront  plus  analyti- 
quement distinctes,  et  l'équation  différentielle  de  ces  courbes  sera 
indécomposable.  Pour  obtenir  des  équations  du  premier  ordre 
indécomposables  qui  s'intègrent  comme  l'équation  «le  Clairaut, 
en  remplaçant  y'  par  une  constante  arbitraire,  il  suffira  donc  de 
prendre  une  courbe  arbitraire  (1  et  de  prendre  les  positions  suc- 
cessives de  celte  courbe  dans  un  mouvement  de  translation  tel 
(pie  l'un  de  ses  points  décrive  la  courbe  dans  sa  position  primi- 
tive. (  )u  peut  encore  remplacer  cette  construction  parla  suivante  ■ 
mi  prendra  les  courbes  fiomothétiques  «le  la  combe  c,  avec  le  rap- 
porl  d'homothétie  ', .  par  rapport  ;'«  ses  différents  points  pris  pour 
centres  «I  homothélie.  On  remarquera  «pie  les  courbes  intégrales 
de   I  équation   différentielle  ainsi   obtenue    sont    toutes    superpo- 
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sables,  propriété  qui  rapproche  encore  celle  équation  de  l'équation 
de  Clairaut. 

Par  exemple,  l'équation 


peut  s'écrire 


ex 


avec  la  condition  y0  =  e-r».  On  voit  que  toutes  ces  courbes  sont 
les  positions  successives  de  la  courbe  y  =  er  lorsque  le  point 
(œ0,y0)  décrit  cette  courbe  elle-même. 

6.  Au  lieu  de  prendre  une  équation  du  second  degré  en  y  -,  on 
pourrait,  pour  former  des  équations  analogues  à  l'équation  de 
Glairaut,  considérer  des  équations  d'un  degré  quelconque  en  i-7, 
et  reprendre  les  raisonnements  du  n°  2.  Par  exemple,  en  prenant 
une  équation  du  troisième  degré,  on  est  conduit  au  système 
suivant 

Ow 
u  — —  =  o, 
Oy 

tout  à  fait  analogue  au  système  (9).  L'élimination  de  deux  des 
fonctions  inconnues  u.  v,  w  conduit  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre. 


Ou            du 

Ov              ôv 

Ô IV 

—  -t-  v  —  =  0. 

-r h-  W   =  O. 



O.r             Oy 

ôx            Oy 

Ox 

NOTE  RELATIVE  AUX  ASYMPTOTES  ET  AUX  CERCLES  DE  COURBURE; 
Par  M.   G.- A.   Liisvm. 

Théorème. —  Soit  une  courbe  planeT  ayant  une  asymptote  A. 
Si  l'on  transforme  la  figure  par  inversion  par  rapport  à  un 
point  O  du  plan,  la  courbe  Y  se  transforme  en  une  courbe  T, 
passant  par  O,  et  la  transformée  de  l'asymptote  A  n'est  autre 
que  le  cercle  de  courbure  A,  de  la  courbe  \\  au  point  O. 

Pour  démontrer  analytiquement  celle  proposition,  il  suffît  de 
remarquer  que   la   valeur  du   rayon  de  courbure  en  coordonnées 

polaires  est  donnée  par  la  formule 
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Si  donc  un  rapporte  lu  courbe  V ,  à  un  axe  polaire  passant  en  0, 
que  l'on  prend  pour  origine,  et  ayant  par  exemple  une  direction 
parallèle  à  celle  de  l'asymptote   A,   le  rayon  de  courbure  en  (). 

perpendiculaire  à  l'axe  polaire,  aura  pour  valeur  —  =  R,  puisque 
o,  =  o  pour  le  point  O  considéré. 

Mais  si  nous  appelons p  la  distance  à  l'origine  de  l'asymptote  A. 
el  /.  '-'  la  puissance  de  la  transformation,  nous  avons 

,.  ,  ..     sinw 

/(  —  1 1  m  i  o  si  nui  i  —  /."-lim 

Pi 

A-  /.■- 

pour  o)  =  o,  c'est-à-dire  p  =  —  •  Donc  R  = — »  ce  qui  démontre 

Pi  %p  ' 

le  théorème  énoncé. 

Géométriquement,  la  proposition  est  pour  ainsi  dire  intuitive, 
car  la  transformée  d'une  tangente  quelconque  en  M  à  la  courbe  Y 
est  une  circonférence  passant  par  O  et  tangente  à  la  courbe  l\  au 
point  correspondant  M,.  Elle  passe  donc  par  O  el  par  deux  points 
infiniment  voisins  de  M,  ;  or,  quand  .M  s'éloigne  à  l'infini,  Mt  se 
rapproche  indéfiniment  de  O,  de  sorte  qu'à  la  limite  on  a  pour 
transformée  une  circonférence  passant  par  O  et  par  deux  points 
infiniment  voisins  de  O,  c'est-à-dire  précisément  la  circonférence 
du  cercle  oscillateur  ou  du  cercle  de  courbure. 

L'extrême  simplicité  de  ce  résultat  est  de  nature  à  inspirer  des 
doutes  sur  sa  nouveauté;  je  ne  l'ai  cependant  rencontré  nulle 
part,  et  plusieurs  mathématiciens  que  j'ai  consultés  ne  le  con- 
naissaient pas  non  plus.  I);ins  tous  les  cas,  cette  proposition, 
nouvelle  ou  non,  présente  un  sérieux  intérêt,  même  au  point  de 
vue  de  l'enseignement,  car  die  tend  à  fusionner  en  une  seule  les 
deux  théories  des  asymptotes  el  des  rayons  de  courbure,  qui  sem- 
blent a  priori  bien  distinctes  l'une  de  l'autre. 

Toute  détermination  de  rayon  de  courbure,  par  exemple,  se 
déduira  immédiatement  de  la  détermination  de  l'asymptote  à  la 
courbe  inverse,  en  prenant  le  powit  considéré  pour  pôle  d'inver- 
sion, Réciproquement,  dans  certains  cas,  il  pourra  être  commode 
■  le  déduire  du  cercle  de  courbure,  supposé  connu,  l'asymptote  de 
la  courbe  vas  erse, 

M.  le  eoloml  Mannheini  m'a  fait  remarquer  nue  celte  propo- 
sition peni  se  rattacher  à  la  propriété  suivante,  qui  e-«t  bien  con- 
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nue  :  La  podaire  d'une  courbe  G,  par  rapport  à  un  point  <  >. 
a  une  branche  normale  en  O  à  la  tangente  Odà  la  courbe; 
son  cercle  de  courbure  en  O  a  pour  diamètre  Od,  en  désignant 

par  d  le  point  de  contact. 

Or,  cette  podaire  et  ce  cercle  sont  les  transformées  par  inver- 
sion (O  étant  le  pôle)  de  T  et  A,  polaires  réciproques  de  G  et  d, 
par  rapport  à  une  circonférence  de  centre  O.  Il  suffit  maintenant 
de  remarquer  que  A  est  l'asymptote  de  T,  puisque  la  tangente  Od 
passe  par  O. 

M.  Mannheim  a  bien  voulu  m'indiquer,  en  outre,  la  très  inté- 
ressante application  que  voici  :  Y  est  une  strophoïde  droite;  le 
point  double  r  est  au  milieu  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  O  sur  l'asymptote  A.  La  courbe  est  une  anallagmatique 
par  rapport  à  O,  et  alors  le  cercle  transformé  de  A  est  le  cercle  de 
courbure  de  la  courbe  elle-même;  son  diamètre  est  la  moitié  de 
Or;  en  outre,  dans  les  circonstances  particulières  de  la  question, 
ce  cercle  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe. 


On  pourrait  multiplier  les  exemples  et  les  applications.  Je  me 
bornerai,  sans  développements,  pour  terminer,  à  l'énoncé  sui- 
vant :  67  une  courbe  a  trois  asymptotes,  sa  transformée  par 
inversion,  le  pôle  étant  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
des  asymptotes,  a  en  ce  pôle  un  point  triple  pour  lequel  les 
rayons  de  courbure  des  trois  branches  de  la  courbe  sont 
égaux. 

Il  y  aurait  sans  doute  à  étudier  l'extension  de  quelques-unes  de 
ces  considérations  à  la  Géométrie  de  l'espace.  G'est  un  sujet  sur 
lequel  je  reviendrai  peut-être. 


XXIII. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  3  AVRIL  1895. 

PRÉSIDENCE    I>K    M.    BIOCHE. 


Communications  : 


M.  D.  André  :  Sur  la  structure  des  permutations  circulaires. 
M.  Fleury  :   Sur  une  fausse  propriété  attribuée  aux  séries 
dites  semi-convergentes. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  équation  fonctionnelle. 

M.  1'.    \pijkll  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  théorie  du  frottement  de  roulement. 

Dans  un  article  inséré  au  numéro  de  janvier  189a  du  Journal 
des  Savants,  M.  Bertrand,  à  l'occasion  des  recherches  de  M.  Def- 
f  orges  sur  le  pendule,  s'occupe  du  frottement  de  roulement.  Il 
trouve  la  théorie  qu'on  en  donne  ordinairement  fort  peu  satis- 
faisante et  cite  comme  mauvais  cet  énoncé  d'un  livre  classique  : 
«  Le  frottement  de  roulement  résulte  de  ce  que  le  point  d'appli- 
cation de  la  réaction  de  l'un  des  corps  se  trouve  situé  en  avant  du 
point  de  contact  géométrique  de  leurs  surfaces.   » 

Le  désaccord  entre  M.  Bertrand  et  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur 
le  frottement  de  roulement  est,  pour  une  grande  partie,  mais  non 
pour  le  tout,  une  question  de  mots.  M.  Bertrand  appelle  frotte- 
ment de  roulement  la  force  que  les  auteurs  des  Traités  modernes 
les  plus  estimés  regardent  comme  une  variété  de  frottement  de 
glissement,  puis  il  considère  comme  négligeable  le  couple  que 
ces  auteurs  Appellent  frottement  de  roulement  cl  qui  peut  être 
regardé,  avec  raison,  comme  produisant  le  déplacement  de  la 
réaction  normale  en  avant  du  point  géométrique  de  contact. 

Je  demande  la  permission  d'exposer  brièvement  les  raisons 
pour  lesquelles  la  ibéorie  classique  du  frottement  de  roulement 
me  paraîl  préférable  à  celle  que  propose  .M.  Bertrand. 

Prenons  un  exemple  précis  el  Imaginons  une  roue  verticale 
restant  en  contael  avec  un  sol  plan;  sou  déplacement  élémentaire 
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résulte  d'un  glissement  le  long  du  sol  et  d'un  roulement  autour 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  du  sol.  On  appelle  alors  frottement 
de  glissement  une  force  tangent iclle  contenue  dans  le  plan 
du  sol  supposant  au  glissement  et  frottement  de  roulement 
un  couple  dont  le  plan  est  normal  au  sol  s' opposa  nt  au  roule- 
ment. Le  frottement  de  glissement  est  égal  à  la  réaction  nor- 
male N  multipliée  par  un  coefficient  f  à  peu  près  constant;  le 
moment  du  couple  du  frottement  de  roulement  suit  des  lois  mal 
connues  :  en  le  représentant  par  No,  on  appelle  Ja  petite  lon- 
gueur 3  le  coefficient  du  frottement  de  roulement.  Dans  la  plupart 
des  cas  où  il  y  a  glissement,  ce  couple  peut  être  négligé,  car  le 
travail  résistant  du  frottement  de  glissement  est  bien  plus  grand 
que  celui  du  couple  du  frottement  de  roulement. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  la  roue  ne  fait 
que  rouler  :  alors  le  glissement  disparaît,  mais  la  force  du  frot- 
tement de  glissement  ne  disparaît  pas,  car  il  faut  toujours  que 
le  sol  exerce  une  action  tangentielle  empêchant  le  glissement  de 
se  produire;  seulement  cette  force  tangentielle  suit  alors  les  lois 
du  frottement  de  glissement  à  l'état  statique  :  sa  direction  n'est 
assujettie  à  aucune  condition  et  sa  grandeur  est  assujettie  à  la 
seule  condition  d'être  moindre  que^N;  elle  est,  sous  cette  res- 
triction, complètement  déterminée  par  les  forces  appliquées  et  la 
nature  même  du  mouvement;  il  n'y  a  évidemment  pas  lieu  d'en 
chercher  les  lois;  aussi  ne  les  cherche-t-on  dans  aucun  des  Traités 
classiques.  Cette  composante  tangentielle  n'absorbe  plus  de  tra- 
vail, car  elle  est  appliquée  à  un  point  de  vitesse  nulle.  Mais  alors 
on  ne  peut  plus  négliger  le  couple  du  frottement  de  roulement 
qui,  lui,  absorbe  du  travail;  pour  connaître  le  moment  No  de  ce 
couple,  il  faut  chercher  expérimentalement  comment  ô  est  lié  au 
rayon  de  la  roue  et  peut-être  à  sa  vitesse  et  à  N;  c'est  ce  qu'ont 
essavé  de  faire  divers  expérimentateurs,  et  le  problème  ainsi  posé 
a  un  sens  très  précis  et  un  réel  intérêt  pratique. 

Pour  rendre  sensible  le  fait  que  le  couple  du  frottement  de 
roulement  n'est  pas  négligeable  dans  le  roulement,  imaginons  un 
cylindre  très  lourd  posé  sur  un  sol  horizontal;  tout  le  monde  sait 
qu'il  faut  un  certain  effort  pour  le  mettre  en  mouvement;  quand 
l'effort  est  trop  petit,  le  cylindre  ne  glisse  pas  à  cause  de  la  réac- 
tion   tangentielle   s'opposant    au    glissement,   et  il  ne   roule   pas 
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barce  que  les  réactions  du  sol  sur  la  petite  aire  de  contact  déve- 
loppent un  couple  s'opposant  au  roulement.  Quand  on  augmente 
l'effort,  il  arrive  un  moment  où  le  cylindre  roule  sans  glisser  : 
c'est  que  le  frottement  de  roulement  est  vaincu,  le  frottement  de 
glissement  ne  l'étant  pas.  Si  le  couple  du  frottement  de  roulement 
était  négligeable,  le  moindre  effort  ferait  rouler  le  cylindre, 
puisque  la  réaction  langentielle  n'oppose  aucune  résistance  au 
roulement. 

Une  fois  le  cylindre  lancé,  supposons  qu'on  l'abandonne  à  lui- 
même  :  il  est  alors  animé  d'un  mouvement  de  roulementqui  serait 
uniforme  si  le  couple  au  frottement  de  roulement  n'existait  pas; 
c'est  donc  l'action  de  ce  couple  qui  finit  par  arrêter  le  mouve- 
ment. 

Une  dernière  considération,  empruntée  à  la  Mécanique  analy- 
tique, montre  également  que  c'est  bien  le  couple  et  non  la  force 
langentielle  qui  doit  être  appelé  frottement  de  roulement.  On  dit, 
en  Mécanique  analytique,  qu'une  liaison  est  réalisée  sans  frotte- 
ment quand,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  la  liaison, 
le  travail  des  forces  de  liaison  est  nul.  Supposons  que  la  liaison 
imposée  à  une  roue  soit  de  rouler  sur  un  plan  :  si  la  réaction  du 
plan  se  réduit  à  la  composante  normale  et  à  la  composante  tangen- 
tielle,  le  roulement  a  lieu  sans  frottement,  car  le  travail  des 
forces  de  liaison  est  nul.  11  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  les  réactions 
du  plan  produisent  en  outre  un  couple  s'opposant  au  roulement. 


SÉANCE   DU   19  AVRIL    1895. 

PRÉSIDENCE    DE   JM .    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  H.  A.  Schwarz  :  Sur  un  problème  du  calcul  des  variations. 

M.  Sophus  Lie:  Contribution  à  la  théorie  des  transforma- 
tions île  contact. 

M.  Bioche  :  Sur  une  surface  du  troisième  ordre  admettant 
une  cubique  gauche  comme  ligne  asymptotique. 

M.  N.  Delaunay  :  Sur  le  mouvement  d'un  solide  autour  iVun 

point  Ji.re. 
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M.  N.  Delaunay  présente  certains  instruments  propres  à  la 
transformation  des  mouvements  :  i°  ellipsographe  ;  20  projec- 
teur; 3°  lvyperbolographe  ;  4°  duplicateur;  5°  transformateur  de 
la  giration  en  quatre  mouvements  rectilignes  approchés;  6°  trans- 
metteur pantographique  des  girations. 

M.  G.-B.  Guccia  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  expression  du  genre  des  courbes  gauches  algébriques 
douées  de  singularités  quelconques. 

Si  F,  =  o  et  F2  =  o  sont  les  équations  irréductibles  de  deux 
surfaces  algébriques,  d'ordres  n{  et  n2,  dont  les  premiers 
membres  renferment  linéairement  des  paramètres  arbitraires 
)/n  Àj,  ...,  )/,,  Y2,  ...,  la  fonction  Q  (  /i , ,  n2),  qui  exprime  le 
genre  de  la  courbe  mobile  (K.),  variable  avec  les  deux  groupes 
de  paramètres  Q^),  (^2)  et  intersection  résiduelle  de  deux  sur- 
faces F,  et  F2,  est  de  la  forme 

i  iï(nl,  n=>)  =  /?i(D  -t-  ir.>-f-  1)  -+-  n((D  +  7:|-  1) 

(  — ni  n2(  «i-i-  «2 — i)-f-i-f-lj. 

où  D  est  r ordre  de  la  courbe  mobile  (K.);  -<•(/  =  1,  2)  est  h' 
genre  des  sections  planes  de  la  surface  F,;  L  une  constante 
qui  est  nulle  si  les  deux  systèmes  linéaires  F,  et  F2  nont  en- 
commun  aucune  de  leurs  singularités  bases. 

Exemples.  —  i°  Si  (K)  est  l'intersection  complète  des  sur- 
faces génériques  des  deux  systèmes  linéaires  F|  =  o,  F2=  o,  on 
doit  faire  L=  o,  D  =  n{  n2,  et  l'on  trouve 

(2)  Q(iii,  /is)  =  /ti(îcj —  i)  -+-  n%(it\  —  [)  +  n,7ij+i. 

En  particulier,  pour  n2  =  1 ,  d'où  t:2  =  o,  on  a  Lï(fi, ,  1)  =  -, . 

20  Dans  l'hypothèse  précédente  et  pour  deux  surfaces  géné- 
riques F,  et  F2  dont  les  sections  planes  sont  de  genre  zéro 
(t^  =  ic2  =  °)  (surfaces  réglées  de  genre  zéro  ou  surface  de 
Steiner),  la  formule  (2)  donne 

!>(«!,  n-i)  =  /?  1  /1 2  —  ni  —  n.2  -+-  1 . 

3°  Pour  les  courbes  tracées  sur  une  surface  du   second  ordre 
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|  na  =  a,  -j  =  o),  la  formule  (i)  donne  en  général 

<>(/([,  •>  )  =  aD  -i-  «i(D  —  niy  —  3)-+-  2-.  —  i  -+-  L; 

el  dans  le  cas  oîi  (K.)  est  l'interseclion  complète  d'une  surface  de 
second  ordre  avec  une  surface  du  système  linéaire  F|  =  o  douée 
de  singularités  bases  quelconques,  la  relation  (2)  devient 

0(71!,  2)=  «,-f-  21Si—  I. 

Jetais  parvenu  à  cette  dernière  formule  par  une  voie  toute 
dillérente,  dans  une  Note  insérée  dans  les  Rendiconti  de  l'Aca- 
démie  des  Lincei  (séance  du  -  avril  1889). 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  ÉQUATION  FONCTIONNELLE; 
Par  M.  L.  Lecorjvu. 

Soit  X  =/"(#)  une   fonction  uniforme    de  x.  Considérons  la 
substitution  (x,y)  définie  par  l'équation  à  coefficients  constants 

(r)  <p(x,y)  —  axy  -+■  b(x  -h  y)  -+-  c  =  o, 

et  cherchons  si  la  fonctionner)  peut  être  déterminée  de  manière 
à  vérifier  l'équation  de  même  forme 

(2)  <I>(X,Y)  =  AXY  +  B(X  +  Y)  +  C  =0. 
Supposons  d'abord  A  différent  de  zéro.  On  peut  écrire 

1  AX-+-  B)(AY+  B)  =  B*— AC. 

01  donc  on   pose  Ai  =  -»    1 .  =  — -  il  vient 

V/B»— AG  /B«— AC 

(3)  \,V,=  i. 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


.-4-  Y, 
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Sous  celte   dernière  forme,  on  voit   que  la  fonction    X,  est  le 
quotient  d'une  fonction  de  x  par  la  même  fonction  de^r. 

Réciproquement,  le  quotient  j— — ,  quelle  que  soit  la  fonction 

uniforme  '^(x),  vérifie  identiquement  l'équation  (3),  dont  il  con- 
stitue par  suite  la  solution  générale.  On  en  déduit  la  solution  gé- 
nérale de  (2),  qui  est 


(5)  AX  -4-  B  =  v/B2—  AC 


¥y) 


Un  cas  particulier  de  ce  problème  a  été  proposé  comme  ques- 
tion, sous  le  n°  474  de  V Intermédiaire,  dans  ies  termes  suivants  ; 

«   Trouver  les  fonctions  f{x)  telles  que  f{x)  = 


'(S 

»  Louis  Rossel.  » 


On  peut  se  demander  à  quelles  conditions,  x  et  y  étant  réels, 
ainsi  que  les  coefficients  des  équations  (1)  et  (2),  il  existe  des  so- 
lutions également  réelles.  Si  R2 —  AC  est  positif,  aucune  diffi- 
culté :  l'on  n'a  qu'à  prendre  pour  à(x)  une  fonction  réelle.  Quand 
R- —  AC  est  négatif,  le  résultat  ne  peut  être  réel  que  si  le  quo- 

<l(x)  •  •       ■  r\  •  •  •  1  1 

lient  -. est   purement    imaginaire.    Ur,   ceci    est   impossible, 

attendu  que  si  l'on  avait,  par  exemple, 

Arg.  <Ka?)  —  Arg.  ty(y)  =  -» 

la  permutation  de  x  avec  y  donnerait,  puisque  la  fonction  'l  [x  > 
est  supposée  uniforme, 

Arg.  ty(y)  —  Arg.  «|>(*)  =  ^ 

équation  incompatible  avec  la  précédente.  Il  faut  donc  que 
B2 — AC  soit  positif.  Si  R-  —  AC  =  o,  la  fonction  X  se  réduit  à 
une  constante  déterminée  par  l'équation  AX  +  B  =  o. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  nul.  L'équation  (2)  devient 

B(X  +  Y)  +  C  =  o, 
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i ;e  que  nous  écrirons 


d'où 


(X 

-+- 

g         ;  1!  e 

G 

:    I  . 

X-r- 

c 

La  fonction  e     2lî  vérifie  donc  l'équation  (3),  et  l'on  en  déduit 
immédiatement 


d'où 


ou  bien 


Q 

—  =  log«l/(a?)  —  Iog<Kr)i 


^6)  x  =  x(a7)-xCr)-^ê' 

en  posant  y  (\r)  =  \og<l(ûc).  Réciproquement,  quelle  que  soit  la 
fonction  y  (x),  la  relation  (6)  répond  à  la  question;  il  faut  seule- 
ment avoir  soin  de  choisir  cette  fonction  de  telle  façon  qu'elle  soit 
uniforme  tout  au  moins  dans  le  domaine  (x,y)  que  l'on  veut  con- 
sidérer, sans  quoi  l'on  ne  serait  pas  en  droit  de  dire  que  la  permu- 
tation de  x  avec  y  change  le  signe  de  la  différence  y  (x)  —  7,(.X) 
sans  changer  sa  valeur. 

La  relation  (6)  doit  nécessairement  se  déduire  de  la  relation  (5) 
par  l'hypothèse  A  =  o,  Voici  comment  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre. 
Si  A  est  infiniment  petit,  B  et  C  demeurant  constants,  la  rela- 
tion (5)  peut  s'écrire 

X=_B       B/_  AC\  4»0r)_        C    f(ar)        B  ^(x)-ty(y) 


ï( 


i       A  V        aBV  'K">">  >K  •Itr)    '    \          'l{y) 

*h  (  /g  \  —  dy  (  V  ^ 

Pour  « i ne  la  valeur  de  X  reste  finie,  il  faut  que        .  ,  ,     ,     ■  soit 

i  i  Xty(y) 

également  fini.  Désignons  ce  quotient  par  §(x),  après  en  avoir 
fait  disparaître  y  au  moyen  de  l'équation  (i).  JNous  aurons 

el .  par  permutation  <l<-  x  ;i \<-(; y, 

i    xïôô=-A9<')+a 
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On  en  déduit,  en  ajoutant. 


et,  par  suite, 


<Ka?)                i   '»(./■)  —  0(.)')-+-e 
77 — "\  —  I  =  A  : 


x_      G  (l  .  AQ(^)-Q(r)  +  A  ,  Be(.r)-0(,r)-f-E 

2B  \  a  /  2 

Si  maintenant  on  annule  A  et  par  conséquent  e,  il  reste 

G        |t  Q(.r)-e(jr) 

A  = 5  H-  b  , 

•2C  2 

ce  qui  concorde  avec  l'équation  ((i). 

Il  est  naturel  d'étendre   la  recherche  précédente  au   système 
d'équations 

(i)6"  ^{x,  y)  =  a,xy  -+-  6  a?  -+-  b' y  -+-  c  =  o, 

(a)*"  *(X,Y)=  AXY-+-  BX-t-B'Y  +  C  =  0, 

dans  lequel  les  deux  valeurs  x,  y  de  la  variable  n'interviennent 
plus  d'une  manière  symétrique,  non  plus  que  les  valeurs  corres- 
pondantes, X  et  Y,  de  la  fonction  inconnue.  Si  la  symétrie  sub- 
siste par  rapport  à  la  variable,  le  problème  est  généralement  im- 
possible ,  car  la  permutation  de  x  avec  y  fournit  le  système 
d'équations  simultanées 

AXY  +  BX  +  B'Y  +  C  =  o, 
AXY  +  B'X+BY  +  C  =  o, 

d'où,  par  soustraction, 

(B-B')(X-Y)  =  o, 

et  par  suite,  puisque  B  diffère  de  B', 

X  =  Y. 
Alors  l'équation 

AX«  +  (B  +  B')X  +  C  =  o 

fournit  pour  X  une  valeur  constante,  ce  qui  ne  peut  être  regardé 
comme  une  solution.  Il  n'y  a  d'exception  que  si  l'on  a  à  la  fois 

A  =  G  =  0,         B  +  B'  =  o. 
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Dans  ce  cas,  l'équation  à  vérifier  csi 

(71  X-Y  =  o, 

cl  il  est  facile  d'y  satisfaire.  Si  l'on  pose,  en  effet,  \  =  ■>.'}j(x)) 
et,  par  suite,  Y  =  :i'l(y),  on  ;i 

X  +  Tf  =2|6(.r)^(j)|. 

Combinant  avec  l'équation  précédente,  on  trouve 

(8)  X  =  <l(a;)-f-<|/(7). 

Réciproquement,  quelle  que  soit  la  fonction  uniforme  '}(•*'),  il 
est  clair  que  la  relation  (8)  fournit  une  solution  de  l'équation  (7). 

Quand  la  relation  entre  x  et  y  devient  dissymétrique,  le  pro- 
blème change  de  face.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  remarquer 
que  l'élude  de  la  substitution  (1)*"  a  été  précisément  l'origine 
des  découvertes  de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuchsiennes  et 
kleinéennes.  La  simplicité  des  résultats  consignés  dans  la  pré- 
sente Note  tient  entièrement  à  ce  que  la  sjmétrie  de  l'équation  (1) 
réduit  le  groupe  fondamental  de  la  substitution  au  type  le  plus 
élémentaire,  savoir  un  couple  de  points. 


SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES: 
Par  M.  Paul  Adam. 

Soient  (S)  et  (S,  )  deux  surfaces  de  coordonnées  .r,  y,  z  et  X\ , 
yt,  ;,,  applicables  l'une  sur  l'autre. 

\nisi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  les  deux  surfaces  (S') 
et  (S',)  de  coordonnées 

j  ^■'  =  .r_f./,(-H_ -^  —  A-fj^-j,),        x\  =  xl  —  /i( *-+- Zl)  +  k(y+yi), 

(0  '  y'=y-*-k(x-*-xi)—g(z-*-zx),        y\=yl—A-(x^-xl)-^^(z-{-:.]). 

(  z'=3  +  g(y-  -y\)  —  /t(>-4-.r,),         z\  =  zi  —  g(y-\-yi)-^h{x-^xx). 

i',  //,  /.   désignant  trois  constantes  arbitraires,  sont  aussi  appli- 
cables l'une  sui  l'autre. 

Gela  esl  vrai,  quelle  <  1 1 1  *  -  ^<>ii  la  position  relative  des  deux  sur- 
laces (S  1  ci  (S|);  or,  si  l'on  change  cette  position,  ce  qui  peul  se 
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faire  en  déplaçant  seulement  la  surface  (S,),  par  exemple,  on  in- 
troduira dans   les   formules  (i)   trois  constantes  arbitraires  nou- 
velles (abstraction  faite  de  constantes  purement  additives);  par 
conséquent 

Tout  couple  de  surfaces  applicables  l'une  sur  Vautre  est  un 

cas  particulier  d'un  couple  dépendant  de  six  constantes  arbi- 
traires dont  on  peut  écrire  immédiatement  les  coordonnées. 

Voici  une  application  simple  et  intéressante  de  la  transforma- 
tion (i). 

Prenons  pour  les  surfaces  (S)  et  (S,)  l'alysséide  et  l'hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur 

jr  =  \f  u'1-^  a2  cost>,  a71=itsint>, 


y  =  \ju£-\-  ci'2  sin  r.  V\  =  u  cost-', 


.        u  -+-  i/«2  -+-  a2 
a 

en  ayant  soin  d'écrire  Yx,  et  Yyt  de  l'hélicoïde  usine  et  mcosp, 
au  lieu  de  les  écrire,  comme  on  le  fait  habituellement,  ucosv 
et  u  sine. 

Faisons  g=h  =  o  et  changeons  y\  en   — y\\    nous   aurons, 
pour  les  surfaces  (S')  et  (S,), 


[  x'  =  (\fii'2-\-  ci2  —  lai)  cost'  —  kyu*-+-  a1  sin  t^ , 
y'  =  k  /«*-+-  a'2  cost>  -l-  (v/«2-t-  ô*  —  ku)  sini>, 


(2) 


x\  =  (kdu2-\-  a'2 -+-  u)  sinv  -t-  A«  cost\ 
\*)  \  y \  =  £m  sinp  -+-  (/i  y/«2-l-  a2 —  w)cost>, 

Sur  la  surface  (S'),  les  courbes  (u)  sont  des  ellipses  situées 
dans  des  plans  parallèles  à  xOy  et  ayant  leurs  centres  sur  0-5. 
Les  coefficients  angulaires  des  axes  de  ces  ellipses,  rapportées 
dans  leurs  plans  à  des  parallèles  à  Ox  et  à  Oy-,  sont  définis  par 
L'équation 

(  î  »  km*-*-  un  —  /«  =  <>; 
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cette  équation   ne  dépendant  pas  de  a,   les   axes    de    toutes  les 
ellipses  (//)  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  passant  par  Os. 
Ces  ellipses,  rapportées  à  leurs  axes,  ont  pour  équation 


y 


( \J k1  -T-  i  \JiC- -+-  cCl -f-  ku)*        (v//2-+-  i  s/i^-^aP-—  kuf 


celle  qui  correspond  à«  =  o  est  un  cercle  de  rayon  a  \Jk%  +  i . 

Le  lieu  des  extrémités  des  axes  de  ces  ellipses  se  compose  des 
deux  courbes  planes 


(5) 


\  x"  —  -  [y A"2  -+-  i  \e  "  -+-  e    "  )  -t-  k  (  e  "  —  e    a)\, 


qui  ne  sont  autres  que  la  méridienne 


x  —  —  \  e  "  -+-  e 

2 


de   l'alysséide,   déplacée  parallèlement  à   Os,  pour    la    première 
courbe,  de  la  quantité  négative  o  définie  par 

0  

e"  =  </k2-+- 1  —  k, 

et  pour  la  seconde,  de  la  quantité  o',  égale  et  de  signe  contraire 
à  8,  définie  par 

e"  =  /k*+i  +  A . 

Les  deux  courbes  planes  (5)  correspondent  à  des  valeurs  de  v 

données  par 

tang  iv  =  —  A. 

Les  autres  courbes  (v)  tracées  sur  (S')  ne  sont  pas  planes;  mais 
leurs  projections  sur  xOy  sont  des  hyperboles  de  centre  O  qui  se 
réduisent  à  leurs  asymptotes  quand  tangc  =  —  k. 

Imi  résumé,  le  mode  de  génération  de  (S')  est  le  suivant  : 

On  prend  une  alysséide  (  S)  et  l'on  <  onsidère  deux  des  mèri- 
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diens  (M)  et  (M)  de  cette  surface  situés  dans  deux  plans  rec- 
tangulaires; on  laisse  le  méridien  (M.)  fixe  et  l'on  donne  au 
second  (M'),  parallèlement  à  l'axe  de  l'alysséide,  une  trans- 
lation arbitraire:  la  surface  (S')  est  le  lieu  des  ellipses  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  l'axe  de  Valysséide  et  dont 
les  sommets  se  trouvent  sur  (M)  et  sur  (M')  déplacé. 

Passons  maintenant  à  la  surface  (S',).  Pour  cette  surface,  les 
courbes  (u)  ont  comme  projections  sur  le  plan  xOy  des  ellipses 
de  centre  O  dont  les  axes  ont  leurs  coefficients  angulaires  définis 
par  l'équation  (4).  Donc  : 

Les  courbes  (u)  de  la  surface  (S'()  sont  tracées  sur  des  cy- 
lindres elliptiques  dont  les  plans  principaux  sont  les  mêmes 
et  coïncident  avec  les  plans  de  symétrie  de  la  surface  (S') 
(plans  contenant  les  axes  des  ellipses  (u)  tracées  sur  cette 
dernière  surface). 

L'équation  des  ellipses  sections  droites  de  ces  cylindres  rap- 
portées à  leurs  axes  est 


(6) 


y  \ 


(  u  fk~*  -+-  i  -f-  A  fû*  -+-  a*  Y        (u  J/c*  -h  i  —  k  dut .+.  a*  )2 


En  particulier,  la  courbe  u=o  est  une  hélice  circulaire  tracée 
sur  un  cylindre  de  ravon  k\  les  autres  courbes  (u)  de(S'()  tournent 
constamment  dans  le  même  sens  autour  de  leurs  cylindres  res- 
pectifs quand  ;  croît  de  — ce  à  -f-oo;  leur  forme  rappelle  donc 
celle  de  l'hélice  circulaire;  pour  u  =  ±  ka,  l'ellipse  (6)  se  réduit 
à  une  droite  et  l'on  obtient  deux  courbes  planes  qui  sont  des 
sinusoïdes. 

Quant  aux  courbes  (v)  de  (S',),  elles  sont  dans  des  plans  paral- 
lèles à  xOy;  d'ailleurs,  d'après  les  équations  (2)  et  (3),  x\  et  y\ 

se  déduisent  de  y'  et  de  —  x\  en  changeant  u  en  \/u'2-\-a'2  et 
vice  versa;  les  valeurs  de  u  et  de  \Ju--\-a2  tirées  des  deux  pre- 
mières (2)  sont  donc  celles  tirées  des  deux  premières  (.'->),  où  l'on 
remplacerait  y'  par  x\  et  x'  par  — y\\  d'après  cela  : 
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Les  courbes  (\>)  tracées  sur  (S'J  sont  des  hyperboles  dont  les 
plans  sont  parallèles  à  xQy,  et  (/ni.  en  projection  sur  xOy, 
sont  symétriques  par  rapport  à  Or  des  hyperboles  conjuguées 
de  celles  obtenues  plus  liant  pour  les  projections  des  combes  (e) 
de  (S    . 

Pour  tang2t>  = —  /.,  l'hyperbole  tracée  sur  (S',)  se  réduit  à 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  les  plans  de  symétrie 
de  (S'). 

D'après  ce  qui  précède,  (S,)  est  une  sorte  d'hélicoïde  en- 
gendré par  une  hyperbole  variable. 

En  faisant  k  =  o,  (S')  et  (S',)  se  réduisent  à  l'alysséide  (S)  et  à 
l'hélicoïde  (S,). 

L'application  que  nous  venons  de  faire  nous  a  conduit,  pour 
(S')  et  (S'(),  à  un  couple  rappelant,  comme  forme,  le  couple  (S), 

Mais  la  transformation  (i)  peut  remplacer  un  couple  (S),  (S,) 
par  un  autre  (S'),  (S'()  complètement  différent. 

\  nici,  à  cet  égard,  un  exemple  remarquable  où  l'on  passe  d'un 
système  de  deux  cylindres  à  un  autre  comprenant  nn  parabo- 
loïde  elliptique. 

Considérons  les  surfaces  (S)  et  (S() 

x   =  u- — r--t-'2«i\ 

y   =  2 M* -H  t>* —  :>.av  —  9.    I   \J b'l-i-  3  u1  du. 


z   =.  i  bu  ; 

,r,  =  »'2-f-  2V* —  ?.av  —  -i    I   \/b-  -+-  3  u'1  du. 

~  (h. 


=  —  u- -h  v- ^- i   !   db^-h  3  u2  du. 
■>   I  j/o*  —  3  e- 


Commesel  x  \-y  ne  dépendent  que  de  u,  ci  cj» i c  ^ ,  et  x{  -\-y\ 
ne  dépendent  que  de  r,ces  équations  représentent  deux  cylindres  ; 
on  s'assure  d'ailleurs  sans  peine  (pic  ces  deux  cylindres  s\q>- 
pliquenl    I  un   Sur  l'autre  avec   correspondance   des  courbes  (u) 

,1 1 1 

appliquons  à  ces  deux  surfaces  la  transformation  (  i  i  en  faisan I 
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g       h  =  o,   k  =; —  i  ;  il  \  ienl  les  deux  surfaces  |  S')  el  i  S',  » 

/''    =  2  «2H-  C'-'. 

y  —  —  iav, 
s  '    —  2  A  h  : 


./•  ,    =   —   2 


/   \/b--t-  3  ii-  du. 


—    7/2  _!_  .,,.2 


JKj  =   B'+2»' 


*;  =  2  Ç \Jaï 


3  P«  ./c. 

dont  la  première  est  le  paraboloïde  elliptique 


4  a2       2  6S 


Je  reviendrai,  dans  un  prochain  article,  sur  ce  dernier  couple 

(S').  (S',).  

COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    1er   MAI   1895. 

PRÉSIDENCE   DE   M.  COURSAT. 

Communications  : 

M.  D.  André  :  Sur  la  structure  des  permutations  circulaires. 

j\J.  Goursat  :  Sur  fa  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre. 

M.  G.Kobb  adresse  une  Noie  Sur  le  problème  de  la  rotation 
d'un  corps  autour  d'un  point  fixe. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 
Équation  d'une  trajectoire  fluide. 

Considérons   un   système  fluide  symétrique  autour  d'un  axe  el 

n'ayant  pas  de  rotation  autour  de  cet  axe.  Toutes  les  trajectoires 
seront  planes  et  chacun  des  plans  passant  par  l'axe  contiendra 
des  trajectoires  identiques. 
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Considérons  le  cas  du  mouvement  permanent,  négligeons  les 
forces  extérieures  et  supposons  la  densité  constante. 

Soient  mn  un  élément  de  trajectoire  et  nr  un  élément  de 
courbe  orthogonale.  Nous  pouvons  choisir  le  point  /•  de  telle  ma- 
nière que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même  qu'au  point  m. 
Soient  mn  =  ds  et  nr  =  dst  ;  nous  pouvons  aussi  choisir  sur  nr 
un  point  r'  tel  que  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce 
point  soit  parallèle  à  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  le 
point  ira  ;  soit  mr'  =  ds\ . 

La  première  des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides 
transformées  nous  donne,  dans  les  conditions  où  nous  nous  pla- 
çons (  '  )  : 

(  1)  p  ds  =  —  Pi  — r-  ds 

p   as  (/s 

et  la  seconde 


(  ■>  I  f'*^""^  ds* 

p   as  as 


1     dP  fh    _  .2    d% 

-    -y-,  as  |  —  V  ï    — 

o  as  as 

Remarquons   que  la  variation  de   pression   de   m  en   n   est   la 

même  que  celle  de  /•  en  n,  puisque  m  et  ;•  ont  la  même  pression; 

donc,  dans  les  équations  (i)  et  (a),  les  premiers  membres  sont 

égaux  et  l'on  a 

dvx  (h. 

c,  —r—  as  —  vi  — -  ds, 

as  as 

ou 

i    dvi  di  dsi 

<   -  i  —  -r-  ds  =  -j-    -j-  ds . 

vx    ds  ds     ds 

Dans  les  conditions  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  de  conti- 
nuité transformée  nous  donne  (-) 

i    dvx  oa  c'a 

(  k  )  —  —r-  ds  =  — ,ds  n — r-;,  ds . 

\>i    ds  as  <ls 


(•)  Bulletin  de  lu  Société  mathématique  de  France,  i.  wi.'j..  ->. 
I  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXI,  p.  tag. 
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Les  deux  premiers  membres  de  (  3  I  et  i  [)  étanl  égaux,  on  aura 

07.    ,         o'a    .         aa  dst    . 
i  )  )  -=-.  as  -+-  -=-j  as  =  -7-  -7-  fis . 

(Is  ds  ils    as 

Comme  les  tangentes  aux  trajectoires  en  m  et  en  /•'  sont  paral- 
lèles, da.  représente  à  la  fois  l'angle  des  deux  tangentes  à  la  tra- 
jectoire en  m  et  en  /?,  et  l'angle  des  deux  tangentes  en  /'  et  en  // 
aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points;  or,  ce  dernier  angle 

5*    ,  ,  1 

est nds.  :  on  aura  donc 

as        ' 

Sa  il  v 

7-  as  |  =   -.-  ds 

as  ils 

ou 

3a    ,              '/a    ds     , 
ds  = — ■  ds . 

ils  ils    ils, 


En  substituant  dans  (5),  il  vient 


dz    fis  8'  a  doi  dsi    . 

—  —  ds -+■  -r-„  fis  =_____  a\v 

r/s   ds,  fis  as    ils 


o'x  dx  /ds\         ds  \ 

as"  as  \  ^s     *"  fl&i/ 

Soit  I  le  point  de  rencontre  de  mn  prolongé  avec  l'axe  de  sy- 
métrie; prenons  l'axe  de  symétrie  pour  axe  des  y  et  une  perpen- 
diculaire à  cet  axe  pour  axe  des  x. 

Considérons  au  point  m  une  perpendiculaire  mm'  au  plan  mm 
(plan  du  tableau)  et  de  longueur  égale  à  ds"  ;  ds"  est  égal  à  ds 

,,        ,     o'a    ,  .,        ,         r      ,  mm'  mn  mn 

ou  mn  ;  I  angle  -ru  ds  est  l  angle  m  \.m.  ou  -= — ,  ou  -= —  ;  or  -, —  est 
0      ds  I  m  l  m  1  m 

égal  à  — >  en  appelant  x  l'abscisse  du  point  m  et  dx  la  différen- 


tielle de  l'abscisse  lorsque   l'on   passe  du   point  m  au  point  n, 

dx       ., 

—  et  il  vient 

./■ 

dx  /<7s]         ds  \ 

x  \  ds         ds\  1 


t-v  c'a    ,  ,      ,   ,    dx        ., 

Donc  -n,ds  est  égal  a  —  et  il  vient 
as  x 
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SÉANCE   DU    i:>  MAI    1895. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    GO!  Itsvi. 

Démission  : 

M.   Paul  Genlv  adresse  sa  démission  de  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  su /-faces  du  troisième  ordre  à  /rois 
points  douilles  et  à  centre. 

M.  Raffy  :  Su/-  /es  courbes  unicursales. 

M.  (ioiusAT  cherche  tous  les  arcs  commensurablcs  avec  la  cir- 
conférence el  dont  une  ligue  trigonométrique  a  pour  cane  un 
nombre  rationnel.  JL  montre  que.  pour  le  premier  quadrant, 
ces  arcs  sont  ceux  de  o",  3o°,  45",  60",  qo",  et  ceux-là  seulement. 

M.  Maupin  adresse  deux  Noies  :  Sur  une  question  de  probabi- 
lités traitée  par  d '  Alendwrt  dans  l  Encyclopédie,  et  Sur  une 
application  de  la  règle  des  parties  au  jeu  de  la  manille  aux 
enchères. 

M.  d'Ocagne  adresse  une  Étude  géométrique  sur  Vhélicoïde 
réglé  le  plus  général. 


MÉMOIRES  ET  COMMLiMCATIOAS. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  LHÉLICOÏDE  RÉGLÉ  LE  PLUS  GÉNÉRAL; 
Par  M.  M  w  rice  d'Ocagme. 

1.  Je  considère  ici  l'hélicoïde  réglé  le  plus  général,  engendré 
par  une  droite  qui  reste  tangente  à  un  cylindre  de  section  quel- 
conque (noyau  cylindrique),  en  rencontrant  sous  un  angle  con- 
stanl  une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre.  On  sait  que  cette  hélice  est 
la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

Le  but  qui'  je  me  propose  est  de  déduire  géométriquement  lous 
le-  éléments  de  courbure  dune  telle  surface  «le  ceux  de  la  section 
droite  de  son  noyau  cylindrique,  de  façon  à  ramener  à  de  simples 
tracés  linéaires  toutes  les  constructions  relatives  à  la  courbure  des 
lignes  de  la  surface. 
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Convenons  une  fois  pour  toutes,  afin  de  simplifier  le  langage 
dans  la  suite  de  cette  étude,  de  prendre  pour  direction  verticale 
celle  des  génératrices  du  noyau  cylindrique. 

2.  Plan  tangent.  —  Le  plan  tangent  en  tout  point  (m, m!)  de 
la  surface  est  déterminé  par  la  génératrice  passant  en  ce  point  el 


n-0    o0p 


la  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  par  ce 
point,  la  section  horizontale,  par  exemple  (fig-   i)- 

Supposons  la  figure  projetée  sur  un  plan  horizontal  perpendi- 
culaire aux  génératrices  du  noyau  cylindrique  dont  la  section  par- 
ce plan  est  la  courbe  <r,  et  sur  un  plan  vertical  parallèle  à  la  géné- 
ratrice (pin,  p'  m')  passant  au  point  (m,  m')  considéré.  Celte  gé- 
nératrice fait  avec  l'horizon  l'angle  y. 

L'hélice  de  striction,  dont  les  tangentes  font  l'angle  x  avec 
l'horizon,  se  projette  horizontalement  suivant  la  courbe  <r  et  ver- 
ticalement suivant  a-'. 

Cherchons  la  tangente  au  lieu  décrit  par  la  trace  (ni,  m')  de  la 
génératrice  (pin, p' m')  sur  le  plan  horizontal  fixe  M',  lorsque  le 
point  (p,p')  se  déplace  sur  l'hélice  (t,  a-'). 

Soient  pc  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cr,  qui  est  une 
donnée  de   la  question,   d(p)  la  différentielle   de   l'arc   de   celte 
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courbe  ail  point/?,  s  son  angle  de  contingence.  On  a 

(i)  <hi>)=pci. 

D'autre  part,  si  mn  est  la  normale  à  la  section  horizontale 
cherchée,  nous  avons 

(2)  dpm  =  en  z. 

Mais,  si  nous  appelons  ^  la  distance  du  point  p'  au  plan  hori- 
zontal fixe  M',  nous  avons 

pm  =  3  COl  7, 

d'où,  puisque  y  est  constant, 

d  pm  =  dz  cot  y. 

Comme,  d'ailleurs,  z  diminue  lorsque  le  point  p  décrit  sur  a 
un  arc  positif  (défini  par  une  rotation  directe  autour  du  centre  de 
courbure  c),  on  doit  écrire 

dz  =  —  d(p)  tangi, 
et,  par  suite, 

dpm  = —  d(p)  tangt  coty. 

La  formule  (2)  devient  donc,  lorsqu'on  y  change  les  signes, 

(3)  d(p)  tang-r  coty  =  net. 

La  division  de  (1)  et  (3)  membre  à  membre  donne 

ne       tangx 


(4) 


pc       tangy 


ne  étant  compté  positivement  dans  le  sens  de  p  vers  c. 

Par  suite,  pour  les  divers  points  de  la  même  génératrice 
|  pm.  p' ///),  ne  est  constant;  autrement  dit,   le  point  n  est  fixe. 

Ce  point  a  reçu  le  nom  de  pôle  de  la  génératrice  considérée. 

Les  horizontales  du  plan  tangent  en  (m,  m')  sont  parallèles 
n  la  tangente  mi  à  la  section  horizontale,  c'est-à-dire  perpen- 
diculaires a  mn . 

I  îette  propriété  permet,  soi!  de  construire  le  plan  tangent  en  un 
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point  de  la  génératrice  considérée,  soit  de  trouver  le  point  où  un 
plan  mené  par  cette  génératrice  est  tangent  à  la  surface. 

3.  Paramètre  <lc  distribution.  —  La  méthode  précédente 
nous  a  permis  d'établir  la  propriété  fondamentale  du  pôle  sans 
passer,  comme  on  le  fait  d'ordinaire,  par  le  calcul  préalable  du 
paramètre  de  distribution. 

En  réalité,  ce  paramètre,  dont  la  considération  est  si  impor- 
tante pour  l'étude  des  surfaces  gauches  en  général,  se  trouve  ici 
n'avoir  qu'un  intérêt  secondaire  en  raison  de  la  simplicité  des 
constructions  fondées  sur  l'emploi  du  pôle.  Nous  allons  néan- 
moins faire  voir  comment  de  la  formule  (4)  précédente  se  peut 
déduire  la  valeur  de  ce  paramètre. 

La  formule  classique  de  Chasles  nous  donne  pour  expression 
de  ce  paramètre  A",  en  appelant  H  l'angle  que  Je  plan  tangent  en 
(/»,  m')  fait  avec  le  plan  central,  c'est-à-dire  le  plan  vertical  pas- 
sant par  pm, 

_  p  m'  pm 

tangO        cos  Y  tang  6 

L'angle  H  est  défini  en  valeur  absolue  par  la  formule 

.        l  a  n  e  a 
tangO  =      .  "    , 
sin  y 

a  étant  l'angle  que  l'horizontale  mt  du  plan  tangent  fait  avec  le 
plan  vertical  pm.  Mais  il  faut  observer  que,  lorsque  les  angles  a 
et  y  sont  comptés  dans  le  sens  direct,  l'angle  8  de  la  formule  pré- 
cédente est    compté    dans    le    sens  rétrograde.    On   devra    donc 

prendre 

,,           tanga 
tansr6  = r^1-- 


Il  vient,  par  suite, 


tant 

k  =  —  pin 


tang  y. 

ou,  puisque  l'angle  pnm  est  égal  à  a, 

/.-  =  — i>n  tangy. 

Mais  la  formule  (4)  donne 

////  tangY  ~    tangx 

pc  tang  y 
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Il  vient  donc  finalement 

(5)  /■  =/>c(tangY — tang-:). 

Remarque.  —  Tous  les  résultats  établis  jusqu'ici,  ne  suppo- 
sant nullement  que  l'angle  t  soit  constant,  sont  vrais  pour  toutes 
les  surfaces  gauches  à  cône  directeur  de  révolution. 

ï.  Rayon  de  courbure  de  la  section  de  la  surface  par  un 
plan  horizontal.  —  La  section  de  la  surface  par  le  plan  M'  est  le 
lieu  du  point  m  lorsque  le  point  p  varie  sur  a\  Nous  venons  de 
voir  que  la  normale  mn  à  cette  courbe  coupe  pc  en  un  point  n 
tel  que 


Puisque  les  angles  t  et  y  sont  constants,  ce  rapport  est  con- 
stant. Donc,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  ('),  si  c,  est  le 
centre  de  courbure  de  la  développée  de  a-,  qui  est  une  donnée  de 
la  question,  et  si  la  normale,  au  lieu  du  point  n,  coupe  ce,  en  p, 

on  a 

ccj         ne 
CCi  pc 

Il  suffit  donc,  par  le  symétrique  //  de  n  par  rapport  au  mi- 
lieu de  pc,  de  mener  la  parallèle  uv  à  pc,  pour  avoir  le 
point  r. 

Soit  maintenant  e  le  centre  de  courbure  cherché,  c'est-à-dire  le 
point  où  mn  louche  son  enveloppe.  La  normale  à  cette  enveloppe, 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  ('levée  en  e  à  mn,  coupe  la  nor- 
male nv  au  point/.  Dès  lors  on  a  entre  les  différentielles  des  arcs 
décrits  simultanément  par  les  points  m,  /«,  p,  les  relations 

ri  (m)  _  me  d(n)  _  nv  d(p)         /><• 

d(n)        nf  d(p)       pc  d(m)       mn 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

me. nv  _ 


n  f.  m  n 


(•)  Ma.nmh.im,  Développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  i6. 
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.(Il 

nv        mn 

(6)  — .  =-- 

11/         m  e 


Pour  tirer  de  cette  relation  une  construction  géométrique 
simple  du  point  e,  remarquons  que,  si  la  perpendiculaire  élevée 
en    n   à  nin   coupe  mv   en    /,    la   transversale   ei   donne   dans   le 


triangle  mnv 


d'où 

(7) 


iv. em. 

V" 

im . 

en 

.[XV 

lx" 

= 

im 

.en 

U.V 

iv . 

em 

Mais,  puisque  ni  est  parallèle  à  ef,  on  a 


nv  _  iv 


et,  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (6), 

iv        mn 

ij        me 

\i    - 
Cl  ou 

iv  .fin  =  —  i/  .mn . 
La  formule  (n)  devient  dès  lors 

itn  im  .en  iin.ne 

\xv  ij  .mn  ij .  n  m 

Elle  montre  que  le  point  •/.  est  le  milieu  de  nv. 

La  construction  du  point  e,  une  fois  le  point  e  obtenu  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  se  réduit  donc  à  ceci  :  Elever  en  n  à  mn 
une  perpendiculaire  qui  coupe  mv  en  i\  la  droite  qui  joint  le 
point  i  au  milieu  u.  de  nv  coupe  mn  au  centre  de  courbure 
cherché. 

5.  Asymptotes  de  V indicatrice.  —  La  génératrice  (/??/>,  m'p') 
constitue  une  asymptote  de  l'indicatrice  au  point  (/?*,  m').  Pour 
avoir  la  seconde  asymptote,  nous  nous  fonderons  sur  ce  que  deux 
droites  du  plan  tangent,  conjuguées  par  rapport  à  l'indicatrice,  le 
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soni  aussi  par  rapporl  à  ses  asymptotes,  en  remarquant  d'ailleurs 
que  celte  propriété  esl  projective. 

Cherchons,  par  exemple,  la  droite  conjuguée  de  la  tangente  mt 
à  la  section  horizontale.  D'après  le  théorème  de  Dupin,  celle 
droite  est  la  caractéristique  du  plan  langent  en  (m,  m')  lorsque 
ce  point  se  déplace  sur  la  section  horizontale;  celte  caractéris- 
tique est  la  droite  qui  joint  le  point  (m,  ni')  au  point  où  la  trace 
du  plan  tangent  sur  un  plan  quelconque,  par  exemple  sur  le  plan 
horizontal  P',  touche  son  enveloppe. 

Cette  trace,  parallèle  à  l'horizontale  mt  du  plan  tangent,  est  la 
perpendiculaire  pq  abaissée  de  p  sur////?.  Pour  trouver  le  point  g, 
où  />(/  louche  son  enveloppe,  remarquons  :  i"  que,  l'angle  pqm 
élant  droit,  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  q  passe 
par  le  point  de  rencontre  /  des  normales  aux  enveloppes  des  côtés 
pq  et  qm,  c'est-à-dire  des  perpendiculaires  élevées  en  g  el  en  e  à 
ces  cotés;  a0  que,  dans  le  déplacement  considéré,  le  point  // 
décrit  non  pas  la  courbe  a,  mais  bien  la  section  horizontale  de  la 
surface  passant  en//,  et,  par  suite,  que  la  normale  au  lieu  décrit 
par  p,  confondue  avec  pc,  doit  être  considérée  comme  coupant 
cette  droite  au  point  //,  ainsi  que  le  font  les  normales  à  toutes  les 
sections  horizontales  le  long  de  pm. 

Dès  lors,  on  a  entre  les  différentielles  des  arcs  décrils  simulta- 
nément par  les  points  //?,  //,  q,  pour  le  déplacement  considéré, 

d(m)        mn  <l(p)       pk  d{q)  _    ql 


d{p)         pu  d^l)        'fl  <h  m  )        nie 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

mn  .pk 


—  i. 


/>//  .me 


pk  m  r 

j)ii         nui 


ce  qui  montre  que  La  droite  Are  esl  parallèle  à  pm.  De  là  cette 
construction  pour  le  point  g  :  Mener  ek  parallèlement  à  mp. 
/mis  kg  parallèlement  à  mn. 

Puisque,  en   projection   horizontale,  les  «boites  mg  et  mt  sont 
conjoguées  harmoniques  par  rapporl  à  mp  el  à  la  seconde  asym- 


—  m  — 

ptote  mr  cherchée,  et  que  d'ailleurs  /»/  est   parallèle  à  mi ,  le 
point  r  est  le  symétrique  de  p  par  rapport  à  g. 

Puisque  pr  est  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  horizontal 
de  (pp')-,  la  projection  verticale  r'  aie  r  est  sur  C  horizontale 
de  p' . 

.On  a  donc  ainsi  les  asymptotes  (mp,  m' p')  et  (mr,  m'r')  de 
V indicatrice  en  (m,  m'). 

6.  Indicatrice.  —  11  est  très  facile,  après  cela,  de  construire 
les  projections  de  cette  indicatrice  elle-même.  En  effet,  les  pro- 
jections de  la  normale  en  (m,  m')  à  la  surface  sont,  mn,  perpendi- 
culaire à  l'a  trace  horizontale  pq  du  plan  tangent,  et  m' n!,  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  (vont p' m'  de  ce  plan.  D'après  le  théorème 
de  Mensnier,  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  passant 
par  (mt,  m' /'),  est  à  la  rencontre  de  cette  normale  et  de  la  verticale 
du  point  e.  Amenons  le  plan  vertical  de  la  normale  à  être  de  front, 
par  rotation  autour  de  la  verticale  de  (m,  m').  La  normale  se  pro- 
jette alors  en  (mn0,  m'n'0),  le  point  (/,  /')  en  (l0,  l'0).  Par  suite,  on  a 
en  t'0  le  point  où  vient  le  centre  de  courbure  de  la  section  nor- 
male considérée,  et  m' t'0  donne  le  rayon  de  courbure  R  de  cette 
section.  Il  suffit  donc  de  porter  sur  mt  le  segment  mt  égal  à  \/àR, 
À  étant  une  longueur  constante  quelconque,  pour  avoir  le  point(^,i/) 
de  l'indicatrice. 

Sur  chacune  des  projections  on  connaît  les  deux  asymptotes  de 
l'indicatrice  et  un  de  ses  points;  cette  indicatrice  est  donc  com- 
plètement déterminée.  11  serait  facile  de  la  tracer  point  par 
point. 

On  aurait  les  directions  principales  au  point  (m,  m')  en  prenant 
les  bissectrices  des  droites  (mp,  m' p')  et  (mr,  m' r')  de  l'espace  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  déterminant  la  longueur  des 
axes  de  l'indicatrice,  problèmes  faciles  à  résoudre  au  moyen  d'un 
rabattement  du  plan  tangent  contenant  l'indicatrice  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  (mt,  m'  ('). 


XXIII. 


\±2 


MÉMOIRE  SUR  LES   SÉQUENCES  DES  PERMUTATIONS  CIRCULAIRES; 
Par  M.   Désiré  â.mdké. 


INTRODUCTION. 

\.  Le  présent  Mémoire  est  un  travail  d'ensemble  sur  les  sé- 
quences des  permutations  circulaires.  Nous  nous  v  proposons 
de  traiter,  en  une  seule  fois,  pour  les  séquenees  de  ces  permuta- 
tions, la  plupart  des  questions  que  nous  avons  traitées,  dans  nos 
Mémoires  antérieurs  ('),  pour  les  séquences  des  permutations 
reclilignes,  c'est-à-dire  des  permutations  ordinaires.  Les  six 
Chapitres  dont  ce  Mémoire  se  compose  sont  tous  consacrés  à  cet 
unique  objet. 

2.  Nous  définissons  d'abord  (Cli.  I)  les  permutations  circu- 
laires des  n  premiers  nombres,  et  nous  leur  étendons  les  notions 
de  maxima,  de  minima  et  de  séquences. 

Désignant  par  Q,M  le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
//  éléments  qui  présentent  chacune  5  séquences,  nous  étudions 
(Ch.  II)  le  nombre  Qn.->  des  permutations  circulaires  qui  pré- 
sentent le  moins  de  séquences,  et  les  nombres  Q2v,2v,  Qav-i,2v-2 
de  celles  qui  en  présentent  le  plus. 

De  la  considération  des  nombres  QHvJ,  nous  déduisons  (Ch.  III) 
une  formule  tout  à  fait  fondamentale,  reliant  ces  nombres  entre 
eux,  permettant  de  les  calculer  de  proche  en  proche  et  d'en  for- 
mer un  tableau  triangulaire  que  nous  nommons  le  triangle  des 
séquences  des permu talions  circulaires. 

Les  colonnes  verticales  de  ce  triangle  s'étendent  indéfiniment 
\< irs  le  bas.  Nous  montrons  (Ch.  IV)  que  les  nombres  composant 
chacune  d'elles  sont  les  termes  dune  série  récurrente  proprement 


(')  Mémoire  sur  tr>  nombre  des  permutations,  al ter  nées  {Journal  de  Mathé- 
matiques fanes  et  appliquées,  1881);  Etude  sur  tes  maxima,  minima  et  sé- 
quences des  permutations  {Annales  scientifiques  de  l'École  Vormale  supé- 
rieure, 1884);  Mémoire  tur  le  triangle  des  séquences  {Savants  étrangers, 
1.  XXXII);  Mémoire  sur  les  permutations  quasi  al  temées  {Journal  de  Mat  lie 
matique»  pairs  et  appliquées,  i8gâ  }. 
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dite;  nous  donnons  l'ordre  de  celte  série,  ainsi  que  son  équation 
génératrice. 

Les  lignes  horizontales  du  triangle  ont  chacune  un  nombre 
limité  de  termes.  Nous  regardons  ces  termes  (Ch.  V)  comme  les 
coefficients  d'un  certain  polynôme  entier  en  x\  nous  calculons, 
pour  x  =  i ,  les  deux  premières  dérivées  de  ce  polynôme;  nous  en 
déduisons  la  somme  et  la  valeur  moyenne  des  nombres  de  sé- 
quences des  permutations  circulaires  de  n  éléments,  la  somme  et 
la  valeur  moyenne  des  carrés  de  ces  mêmes  nombres. 

Enfin  (Ch.  VI),  nous  formons  une  série  entière  en  x  et  en  y, 
qui  est  convergente  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  ces 
variables,  et  dont  la  somme,  que  nous  donnons  explicitement,  est 
la  fonction  génératrice  du  triangle  tout  entier. 

3.  Comme  nous  l'avons  dit  en  commençant  (1),  les  différentes 
questions  que  nous  traitons  ainsi  pour  les  permutations  circulaires 
sont  du  nombre  de  celles  que  nous  avons  traitées  autrefois  pour 
les  permutations  rectilignes.  Aussi,  constamment,  dans  le  présent 
travail,  nous  inspirons-nous  de  nos  Mémoires  antérieurs,  en  re- 
produisons-nous l'ordre  et  les  méthodes.  En  particulier,  nos  trois 
derniers  Chapitres  sont  une  imitation  presque  servile  de  notre 
Mémoire  sur  le  triangle  des  séquences  des  permutations  recti- 
lignes. 

C'est  pour  cela,  dans  ces  trois  derniers  Chapitres,  que  nous  nous 
servons,  pour  ainsi  dire,  exclusivement  du  calcul,  tandis  que,  dans 
les  trois  précédents,  nous  avons  uniquement  recours  à  des  raison- 
nements directs,  purement  combinaloires. 

4.  Dans  l'étude  des  permutations,  comme  dans  la  théorie  des 
nombres  et  peut-être  dans  toute  l'analyse  du  discontinu,  il  suffit 
d'une  très  légère  différence  dans  les  définitions  et  les  énoncés, 
pour  en  produire  d'énormes  dans  les  résultats.  La  très  légère  dif- 
férence qui  existe,  comme  on  le  verra  (6),  entre  la  définition  des 
permutations  circulaires  et  celle  des  permutations  rectilignes 
produit  ainsi,  quand  on  passe  de  celles-ci  à  celles-là,  de  conti- 
nuelles simplifications,  des  transformations  inattendues,  et  aussi, 
à  un  certain  point  de  vue,  un  véritable  appauvrissement. 

Ces  simplifications  se  manifestent  dans  la  plupart  des  formules. 
Elles  proviennent  de  ce  que  les  permutations  rectilignes,  à  cause 
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de  leurs  éléments  extrêmes,  présentent  une  certaine  irrégularité, 
tandis  que  les  permutations  circulaires,  où  ces  éléments  extrêmes 
n'existent  point,  nous  offrent  une  régularité  absolue. 

Les  transformations  dont  nous  venons  de  parler  sont  celles  de 
plusieurs  propriétés  asymplotiques  des  permutations  rectilignes 
en  propriétés  habituelles  des  permutations  circulaires.  Ce  fait  si 
remarquable  tient  à  ce  que  ces  propriétés  asjmptotiques  des  per- 
mutations rectilignes  se  rapportent  à  des  permutations  où  le 
nombre  des  éléments  est  infiniment  grand  et  où,  par  conséquent, 
l'irrégularité  due  aux  éléments  extrêmes  est  infiniment  atténuée. 

Quant  à  l'appauvrissement  que  nous  avons  signalé,  il  résulte  de 
ce  que,  dans  les  permutations  circulaires,  le  nombre  des  séquences 
est  toujours  pair  (16).  On  ne  peut  donc  partager  ces  permutations 
en  deux  espèces,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  permutations 
rectilignes,  d'après  le  nombre  pair  ou  impair  de  leurs  séquences. 
11  n'existe  donc,  dans  les  permutations  circulaires,  rien  qui  rap- 
pelle ce  partage,  non  plus  que  les  théorèmes  si  curieux  auxquels 
il  nous  a  conduit. 

5.  11  y  a  plusieurs  années  que  nous  avons  imaginé  d'étendre 
aux  permutations  circulaires  les  notions  de  maxima,  de  minima  et 
de  séquences  qu'on  n'avait  encore  considérées  que  pour  les  per- 
mutations rectilignes.  C'est  en  i8o,3  (■)  que  nous  avons  fait  con- 
naître cette  extension.  Le  présent  Mémoire  contient  les  résultats 
que  nous  avions  obtenus  alors,  et  tous  ceux  que  de  nouvelles  re- 
cherches nous  ont  fait  trouver  depuis.  Nous  avons  énoncé  les 
principaux  d'entre  eux,  sans  explications  ni  démonstrations,  dans 
une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du 
Ier  avril  i  8c)5. 

CHAPITRE  PREMIER. 
DÉFINITIONS  PRÉLIMINAIRES. 

1.  —  DEFINITION   f.t   nombue   des   permutations   circulaires. 

6.  Divisons  une  circonférence  en  n  parties  égales  ou  inégales. 
et,  aux  //  points  <!<■  division,  plaçons,  dans  un  ordre  quelconque, 


f')   \n  Congrès  <lis  Sociétés  savantes,  le  5  avril. 
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n  nombres  distincts,  ou,  plus  simplement,  comme  nous  le  ferons 
toujours,  les  n  premiers  nombres.  Nous  formons  ainsi  une  permu- 
tation circulaire  de  ces  n  premiers  nombres. 

Telle  est  la  permutation  {fcg-  i)  où  n  est  égal  à  8. 


7.  Pour  lire  une  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 
on  peut  évidemment  commencer  par  l'un  quelconque  des  nombres 
qui  la  composent,  et  tourner  dans  un  sens  quelconque  autour  de 
la  circonférence  qui  la  supporte.  Nous  conviendrons  de  commen- 
cer toujours  par  le  nombre  i,  et  de  tourner  toujours  dans  le  sens 
direct,  c'est-à-dire  clans  le  sens  opposé  à  celui  de  la  rotation  des 
aiguilles  d'une  montre. 

La  permutation  circulaire  qu'on  vient  de  considérer  (6)  se  lira 

donc 

i"   8    5    3    7    4     2     6, 

8.  D'après  ces  conventions,  chaque  permutation  circulaire  des 
n  premiers  nombres  se  confond,  à  la  lecture,  avec  une  permu- 
tation rectiligne,  c'est-à-dire  avec  une  permutation  ordinaire, 
composée  de  ces  mêmes  nombres  et  commençant  par  l'unité.  Il 
s'ensuit  immédiatement  que  le  nombre  de  ces  permutations  circu- 
laires est  juste  égal  au  nombre  de  ces  permutations  rectilignes. 

Or,  le  nombre  des  permutations  rectilignes  des  n  premiers 
nombres  est  égal  à  n  !  Le  nombre  de  celles  qui  commencent  par 
l'unité  en  est  la  nième  partie.  Donc  : 

Le  nombre  des  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres  est  égal  à  la  nième  partie  de  n  ! ,  c' est-à-dire  à  (n  —  i  )  ! 

9.  Mais  il  ne  faudrait  point  conclure,  de  nos  conventions  sur 
la  lecture  <\c<  permutations  circulaires,  (pie  nous  regardons  ces 


-    126  - 

permutations  comme  ayant  chacune  un  premier  et  un  dernier 
élément,  un  commencement  et  une  fin. 

Le  caractère  propre  des  permutations  circulaires,  c'est  de 
n'avoir  ni  commencement,  ni  lin;  déformer  chacune  un  ensemble 
d'une  régularité  parfaite,  où  tous  les  éléments  sont  traités  de 
même,  chaque  élément  s'y  trouvant  toujours  placé  entre  deux 
autres  éléments. 

Les  permutations  rectilignes  ne  présentent  point  celte  régula- 
rité'. Leur  premier  et  leur  dernier  élément  n'y  sont  point  placés 
entre  deux  autres.  Ils  introduisent  ainsi,  dans  ces  permutations, 
une  certaine  irrégularité. 

C'est  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (-4),  cette  régu- 
larité absolue  des  permutations  circulaires  qui  explique  les  sim- 
plifications continuelles  qui  se  produisent  dans  les  formules, 
quand  on  passe  des  permutations  rectilignes  aux  permutations 
circulaires. 


II. 


Màxima,  minima  et  séquences. 


10.  Considérons  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n 
premiers  nombres,  et,  dans  cette  permutation,  l'un  quelconque 
des  nombres  qui  la  composent. 

Ce  nombre  est,  pour  nous,  un  maximum,  s'il  est  plus  grand 
que  chacun  de  ses  deux  voisins;  un  minimum,  s'il  est  moindre 
que  chacun  d'eux. 

Dans  cette  même  permutation,  nous  appelons  séquence  une 
suite  de  nombres  juxtaposés,  dont  le  premier  est  un  maximum, 
le  dernier  un  minimum,  ou  réciproquement,  mais  dont  aucun 
intermédiaire  n'est  ni  un  maximum,  ni  un  minimum. 


Dans  la  permutation  circulaire  (  fis,  2),  il  y  a  trois   maxima, 
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8,     -,    6;  trois   mininia,   î,    3,    2;    six   séquences,    18,   853,    .'>-, 
742,    26,   61. 

il.  On  pourrait  aussi,  dans  une  permutation  circulaire  quel- 
conque, définir  les  maxima,  mininia  et  séquences  à  l'aide  des  signes 
des  n  différences  qu'on  obtient  lorsque,  tournant  autour  de  la 
circonférence  en  sens  direct,  on  retranche  chaque  nombre  du 
suivant.  Les  n  signes  trouvés  ainsi  forment  une  nouvelle  permuta- 
tion circulaire,  composée  d'éléments  de  deux  sortes  :  des  signes  -+- 

et  des  signes  — .  A'  chaque  variation  -\ correspond  évidemment 

un  maximum;  à  chaque  variation h  correspond  un  minimum; 

à  chaque  suite  de  signes  identiques  allant  d'une  variation  à  une 
autre  correspond  une  séquence. 

C'est  ce  que  Ton  voit  très  clairement  sur  la  fig.  3. 


12.  Ces  définitions  si  simples  se  simplifient  encore  à  I  aide  du 
procédé  suivant. 

Considérons  la  circonférence  qui  supporte  une  permutation  cir- 
culaire quelconque  des  n  premiers  nombres  et,  en  même  temps, 
la  surface  cylindrique  dont  cette  circonférence  est  la  section 
droite;  traçons,  sur  cette  surface,  les  génératrices  passant  par  les 
points  où  les  n  nombres  sont  placés;  prenons  sur  elles,  à  partir 
de  la  circonférence  et  en  allant  vers  le  haut,  n  longueurs  propor- 
tionnelles à  ces  nombres;  joignons  enfin  l'extrémité  de  chacune 
de  ces  longueurs  à  l'extrémité  de  la  suivante  par  le  plus  petit  arc 
possible  d'hélice  :  nous  obtenons,  sur  le  cylindre,  une  ligne  brisée 
fermée,  qui  estime  représentation  graphique  de  la  permutation. 

Celte  ligne  brisée  évidemment  présente  n  côtés  et  n  sommets, 
Un  sommet  placé  plus  haut  que  ses  deux  voisins  correspond  à  un 
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maximum  ;  un  sommet  placé  plus  bas  correspond  à  un  minimum  ; 

une  suite  de  cotés,  tons  mon  tant  s  on  tous  descendants,  allant 
d'un  minimum  à  un  maximum  ou  réciproquement,  correspond  à 
une  séquence  montante  ou  descendante  de  la  permutation. 

13.  Nous  venons,  en  quelque  sorte,  de  donner  trois  définitions 
des  maxima,  miuima  et  séquences  des  permutations  circulaires. 
Les  séquences  évidemment  sont  les  unes  montantes,  les  autres 
descendantes.  Elles  peuvent  avoir  aussi  des  longueurs  variables, 
qu'on  évalue,  suivant  la  définition  qu'on  adopte,  par  le  nombre 
des  éléments,  des  signes  ou  des  côtés  qui  correspondent  à  chaque 
séquence. 

Dans  la  permutation  circulaire  citée  plus  haut,  à  la  séquence 
8  5  3  correspondent  trois  éléments,  qui  sont  les  nombres  8,  5  et 
3  ;  deux  signes,  qui  sont  deux  signes  —  ;  deux  côtés,  qui  sont 
tous  deux  descendants. 

1  i.  D'ailleurs,  les  définitions  qui  précèdent  sont  pour  ainsi 
dire  identiques  à  celles  que  nous  avons  données  pour  les  permu- 
tations rectilignes,  dans  notre  Etude  sur  les  ma. rima,  mini  ma 
et  séquences  des  permutations. 

Cette  extension  aux  permutations  circulaires  des  notions  de 
maxima,  de  minima  et  de  séquences  était  très  naturelle  et  très 
simple.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (o),  nous  l'avons  fait  con- 
naître pour  la  première  fois  en  l8û3,  dans  l'une  des  séanct-s  du 
Congrès  des  Sociétés  savantes. 

III.  —  Remarques  sua  les  maxima,  minima  et  séquences. 

15.  Si  l'on  considère  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondant 
à  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n  premiers  nombres, 
on  s'aperçoit  facilement  que,  dans  celle  ligne,  les  maxima  alter- 
nent avec  le-  minima.  Il  s'ensuit  immédiatement  que  : 

Dans  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 

il  y  ajuste  autan!  de  minima  (///'il  y  a  de  marin/a. 

II».  <  )n  \<oi  .uissi  facilement,  sur  la  ligue  brisée  cylindrique, 
que  les  séquences  de  cette  ligne  sont  alternativement  montantes 
et  descendantes.  Par  conséquent  : 
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Dans  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 
ily  a  un  nombre  pair  de  séquences. 

Ce  nombre  pair  est,  d'ailleurs,  égal  au  nombre  total  des 
maxima  et  des  minima,  puisque,  d'une  part,  chaque  séquence 
aboutit  à  un  maximum  ou  à  un  minimum;  et  que,  de  l'autre, 
chaque  maximum  ou  minimum  est  l'extrémité  d'une  séquence. 

17.  Nous  avons  partagé  ('),  il  y  a  quelque  temps  déjà,  les 
permutations  rectilignes  des  n  premiers  nombres  en  deux  espèces, 
d'après  le  nombre  pair  ou  impair  des  séquences  qu'elles  présen- 
tent; et  ce  mode  de  partage  nous  a  conduit  (2)  à  des  propositions 
nombreuses  et  importantes. 

Il  ne  peut  point  s'étendre  aux  permutations  circulaires,  celles- 
ci  ayant  toujours  un  nombre  pair  de  séquences.  C'est  là  une  diffé- 
rence nouvelle  et  profonde  entre  les  permutations  rectilignes  et 
les  permutations  circulaires.  C'est,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut  (-4),  pour  la  théorie  des  permutations  circulaires,  la  cause 
d'un  véritable  appauvrissement. 

18.  Dans  les  permutations  circulaires  des  n  premiers  nombres, 
il  est  facile  de  voir  entre  quelles  limites  peuvent  varier  le  nombre 
des  maxima,  celui  des  minima  et  celui  des  séquences. 

Le  nombre  des  maxima,  comme  celui  des  minima,  est  au  moins 
égal  à  i .  Le  nombre  des  séquences  est  au  moins  égal  à  2. 

Que  n  soit  pair  et  égal  à  2v,  ou  impair  et  égal  à  av-f-  r.  le 
nombre  des  maxima,  comme  celui  des  minima,  est,  au  |>lu>.  égal 
à  v;  le  nombre  des  séquences  est,  au  plus,  égal  à  2V. 

Pour  ne  parler  que  des  séquences,  on  peut  donc  dire  : 

Si  l'on  désigne  par  v  la  partie  entière  de  la  moitié  de  n.  le 
nombre  des  séquences  d'une  permutation  circulaire  quel- 
conque de  n  éléments  ne  peut  prendre  que  L'une  des  V  valeurs 

2,  4,  6,   .  ..,  }.•>. 


(')  Dans  une  Note  présentée  à  la  Société  philomalhique  de  Paris,  le  27 juin  1891. 

(*)  Voyez:  Sur  te  partage  en  quatre  groupes  des  permutations  des  n  pre- 
miers nombres  {Bulletin  de  la  Société  philomalhique.  Pari?,  1892-1898);  Mé- 
moire sur  le  triangle  des  séquences  {Recueil  des  savants  étrangers,  t.  \\\1I). 
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19.  D'après  ce  qui  précède,  dans  loule  permutation  circulaire, 
le  nombre  des  maxima,  celui  des  mi  ni  ma  et  celui  des  séquences 
sont  trois  nombres  liés  entre  eux  de  telle  sorte  que  la  connais- 
sance de  l'un  quelconque  des  trois  entraîne  immédiatement  celle 
des  deux  autres.  Il  suffit  donc,  pour  étudier  ces  trois  nombres, 
de  s'occuper  d'un  seul  d'entre  eux.  Nous  ne  nous  occuperons, 
dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  du  seul  nombre  des  séquences. 

CHAPITRE  II. 
GÉNÉRALITÉS  SUK  LES  NOMBRES  Q„  ,. 

1.   —  Définition  nt:s  nombres  Q«,^- 

20.  Considérons  toutes  les  permutations  circulaires  des  n  pre- 
miers nombres.  Nous  pouvons  évidemment  les  classer  ainsi  : 
celles  qui  ont  2  séquences;  celles  qui  en  ont  4  5  celles  qui  en 
ont  6 ;  ...  ;  celles  qui  en  ont  27. 

Dans  le  présent  Mémoire,  nous  désignerons  toujours  par  Q„.c 
le  nombre  des  permutations  circulaires  de  //  éléments  qui  pré- 
sentent chacune  s  séquences. 

21.  Il  suffit  d'un  peu  de  patience  pour  déterminer  directement 
les  valeurs  de  Q«?^  qui  correspondent  aux  plus  petites  valeurs  des 
indices  n  et  s.  On  trouve  ainsi 

Q.,«=i, 

Q3,S  =  '-*> 

Q*,s  =  4,       Q*,*=  a, 

Qs,s=8,         Q5i4=i6. 

Et  ce  qui  nous  frappe  d'abord,  c'est  que,  à  l'exception  du  pre- 
mier, tous  ces  nombres  sont  pairs. 

22.  Ce  n'est  point  là  un  fait  particulier.  A  l'exception  de  Q-2,-f> 
les  nombres  Qn)4  sont  tous  pairs.  Nous  nous  appuierons,  pour 
le  démontrer,  sur  la  considération  des  permutations  circulaires 
inverses  des  //  premiers  nombres. 

"~1'.\.  La  définition  des  permutations  circulaires  inverses  n'es! 
que   l'extension,  aux   permutations  circulaires,   de  la  définition 
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que  nous  avons  donnée  autrefois  (')  pour  les  permutations  rec- 

tilignes  inverses. 

Deux  permutations  circulaires  des  n  premiers  nombres  sont 
inverses  l'une  de  l'autre  lorsque  ces  nombres  s'y  succèdent  dans 
deux  ordres  absolument  inverses. 

Telles  sont  les  deux  permutations  circulaires  (  fèg.  4)- 

2  5 


2i.  La  définition  même  des  permutations  circulaires  inverses 
nous  fournit  un  mojen  simple  de  former  l'inverse  d'une  permu- 
tation circulaire  donnée. 

Considérons,  en  effet,  une  permutation  circulaire  quelconque 
des  n  premiers  nombres;  lisons-la  en  nous  conformant  aux  con- 
ventions que  nous  avons  faites  (7)  et,  à  mesure  que  nous  en 
nommons  les  n  éléments,  écrivons  ceux-ci,  en  tournant  en  sens 
rétrograde,  sur  une  seconde  circonférence  partagée  préalablement 
en  n  parties.  Les  nombres  que  nous  écrivons  sur  cette  nouvelle 
circonférence  forment  la  permutation  circulaire  inverse  de  la  per- 
mutation circulaire  donnée,  et  il  est  évident  que,  si  l'on  opérait 
de  la  même  façon  sur  cette  seconde  permutation,  on  retrouverait 
la  première. 

25.  Cette  manière  si  simple  de  passer  d'une  permutation  cir- 
culaire à  son  inverse,  et  de  revenir  de  celle-ci  à  celle-là,  fait  bien 
ressortir  ce  fait  important  : 

Deux  permutations  circulaires  inverses  l'une  de  l'autre  sont 
deux  permutations  conjuguées;  en  d'autres  termes,  deux  permu- 
tations circulaires  étant  données,  si  la  seconde  est  l'inverse  de  la 
première,  réciproquement  la  première  est  l'inverse  de  la  seconde. 


(')  Sur  le  partage  en  quatre  groupes. . .  {Bulletin  de  la  Société  philo  ma- 
thique  de  Paris,  1892- 1  Srj.î  ) . 
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26.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  sauf  dans  le  cas  où  n  =  2,  que 
ilcu\  permutations  circulaires  inverses  diffèrent  forcément  l'une 
de  l'autre. 

11  est  évident  aussi  que  les  séquences  de  ces  permutations  se 
correspondent  chacune  à  chacune  ;  et  que,  par  conséquent,  dans 
ces  permutations,  elles  sont  en  nombre  égal. 

27.  Cela  étant,  supposons  //  supérieur  à  2;  et,  parmi  les  per- 
mutations circulaires  des  n  premiers  nombres,  considérons  celles 
qui  présentent  chacune  s  séquences. 

Dans  le  système  que  forment  celles-ci,  prenons  une  permuta- 
tion circulaire  quelconque.  Son  inverse  est  une  seconde  permu- 
tation circulaire,  qui  diffère  de  la  première  et  qui  fait  aussi  partie 
du  svstème.  Donc  les  permutations  circulaires  considérées  s'asso- 
cient deux  à  deux.  Donc  leur  nombre  total  est  un  nombre  pair. 
Nous  avons  désigné  ce  nombre  total  par  Q«  5.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  •->. ,  et  quel  que 
soit  s,  le  nombre  Qn,i  est  un  nombre  pair. 

28.  On  voit  aisément  pourquoi  ce  théorème  est  en  défaut, 
lorsque  n  égale  2.  C'est  qu'il  n'existe  qu'une  seule  permutation 
circulaire  de  deux  nombres,  et  que  cette  permutation  est  à  elle- 
même  son  inverse. 

II.  —   Expression   de  Q«,2- 

29.  Aucune  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres  ne 
peut  avoir  moins  de  deux  séquences;  mais  il  y  en  a  qui  en  ont 
juste  deux  :  telle  est  la  permutation  circulaire  qui  se  lit 

1     'i    3     ...     // . 

et  qui  présente  la  seule  séquence  montante  1  2  3...  n,  et  la  seule 
séquence  descendante  n  \ . 

30.  Nous  considérons  les  permutations  circulaires  «les  //  pre- 
miers nombres;  nous  désignons  par  Q„)2  le  nombre  de  ('elles  qm 
présentent  chacune  deux  séquences,  et  nous  nous  proposons  de 
déterminer  l'expression  «le  Q„  ._,  en  fonction  de  //. 


-   133  - 

31.  Pour  y  arriver,  prenons  Tune  quelconque  de  ces  permuta- 
tions. Si  nous  la  lisons  conformément  à  nos  conventions  (7), 
c'est-à-dire  en  partant  du  nombre  i  et  tournant  en  sens  direct, 
nous  y  trouvons,  d'abord,  une  séquence  montante  allant  du  mi- 
nimum i  au  maximum  n ;  ensuite,  une  séquence  descendante 
allant  du  maximum  n  au  minimum  i. 

Les  nombres  compris  dans  la  séquence  montante,  entre  i  et  n, 
appartiennent  évidemment  à  la  suite 

■?.,      > ,      | n  —  i . 

et  se  succèdent  par  ordre  de  grandeurs  croissantes;  les  nombres 
compris  dans  la  séquence  descendante,  entre  n  el  i,  sont  les 
nombres  de  cette  même  suite  qui  ne  figurent  pas  dans  la  sé- 
quence montante,  et  ils  se  succèdent  par  ordre  de  grandeurs 
décroissantes. 

Evidemment,  une  permutation  circulaire  des  n  premiers  nom- 
bres, qui  ne  présente  que  deux  séquences,  est  complètement  dé- 
terminée dès  que  Ton  connaît  ceux  des  nombres  2,  3,  4>  ■••» 
n  —  i,  qui  appartiennent  à  sa  séquence  montante. 

32.  Les  permutations  circulaires  des  n  premiers  nombres,  qui 
présentent  chacune  deux  séquences,  peuvent  évidemment  se 
classer  ainsi  : 

Celles  qui  ne  contiennent  aucun  nombre  entre  i  et  n  dans  leur 
séquence  montante;  celles  qui  en  contiennent  un;  celles  qui  en 
contiennent  deux  ;  ...  ;  celles  qui  en  contiennent  n  —  i. 

Il  n'existe  qu'une  seule  des  permutations  considérées  où  il  n'h- 
ait aucun  nombre  entre  i  et  n,  dans  la  séquence  montante. 

Il  en  existe  autant,  présentant  un  seul  nombre  entre  i  et  n, 
qu'il  y  a  de  combinaisons  i  à  i  de  n  —  2  objets. 

Il  en  existe  autant,  présentant  deux  nombres  entre  i  et  //,  qu'il 
y  a  de  combinaisons  a  à  a  de  n  —  2  objets;  etc. 

Il  en  existe  autant,  présentant  n — 2  nombres  entre  i  et  /*, 
qu'il  y  a  de  combinaisons  n  —  2  à  n  —  2  de  n  —  2  objets. 

33.  Si  nous  désignons,  suivant  l'usage,  par  C',_2,  par  C*_2,  .... 
par  G'jlg  les  nombres  des  combinaisons  simples  de  //.  —  i  objets 
I  à  I,  puis  2  à   2 puis  n  —  2  à   n  —  :>,   nous  pouvons  donc 


i:u 


dire  qu'il  j  a  autant  de  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres  présentant  cliacnne  deux  sé(|uences,  qu'il  y  a  d'unités 
dans  la  somme 


i+  C*_,-i-Gl_t-t-...-4-Gg: 


c'est-à-dire  dans  la  somme  des  coefficients  du  développement  de 
la  puissance  (n  —  2)d'me  d'un  binôme.  Or,  on  sait  que  la  somme 
de  ces  coefficients  est  égale  à  la  (n —  2)ieme  puissance  de  2. 
Donc  : 

Si  l'on  désigne  par  Q«,2  le  nombre  des  permutations  circu- 
laires des  n  premiers  nombres  qui  présentent  chacune  deux 
séquences,  on  a  identiquement 

Telle  est  l'expression  cherchée  de  Q«,2  en  fonction  de  n. 
3i.   Nous  avons  trouve'-  précédemment  (21)  que  les  nombres 

Q8,ï,        Qj,4,        Q*,*,        Qô.î 

avaient  pour  valeurs  respectives 

i.     -x,     !\.     H. 


e'est-à-dire 
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Cette  vérification  si  simple  de  notre  expression  générale  de 
<<)„  .,  a  un  grand  avantage  :  elle  nous  montre  que  celle  expression 
subsiste  même  pour  n  =  2,  et,  par  conséquent,  qu'elle  est  vraie 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  //. 

'.il').   Dans  notre  Mémoire  sur  le  triangle  des  séquences  des 

permutations  reclilignes  (').   nous    avons  démontré  un  théorème 

général  d'où  il  résulte,  comme  cas  particulier,  que  si  l'on  désigne 

par   Pn,s   le  nombre  des  permutations  reclilignes  de  n  éléments 

(pii  présentent  chacune  deux  séquences,  et  que  l'on  fasse  croître 

n  indéfiniment .  on  a 

p 

MM  —r: —   =  i. 
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D'après  l'expi-ession  de  C^,,...  en  fonction  de  n  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  (33),  on  a,  quel  que  soit  //. 


<», 


Q«,2 

C'est  là  un  premier  exemple  de  ces  transformations  dont  nous 
avons  parlé  précédemment  (4),  et  en  vertu  desquelles  une  pro- 
priété asymptotique  des  permutations  rectilignes  se  change  en 
une  propriété  habituelle  des  permutations  circulaires. 

lïl.  —   Propriétés  dis  timbres  Qov,2v 

36.  Considérons  les  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres,  en  supposant  n  pair  et  égal  à  av. 

Aucune  permutation  de  cette  sorte  ne  peut  avoir  plus  de  av  sé- 
quences. Nous  nous  proposons  déludier  le  nombre  de  celles  qui 
en  ont  juste  2v,  c'est-à-dire  le  nombre  Qov,^v 

37.  Une  permutation  circulaire  des  2V  premiers  nombres,  qui 
présente  2V  séquences,  présente  autant  de  séquences  qu'elle  con- 
tient d'éléments  ;  autant  de  séquences,  par  conséquent,  qu'il  y  a 
de  côtés  dans  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondante. 

Il  s'ensuit  que.  dans  celte  ligne  brisée,  les  côtés  sont  alternati- 
vement montants  et  descendants;  en  d'autres  termes,  qu'il  ne  s'y 
trouve  jamais  deux  côtés  consécutifs  tous  deux  montants  ou  tous 
deux  descendants. 

Nous  avons  appelé  permutations  rectilignes  alternées  (') 
celles  dont  la  ligne  brisée  a  ainsi  ses  côtés  alternativement  mon- 
tants et  descendants.  Par  une  extension  toute  naturelle,  nous 
appellerons  les  permutations  circulaires  dont  nous  nous  occu- 
pons dans  ce  paragraphe  permutations  circulaires  alternées. 

38.  Prenons  ÎSine  quelconque  de  ces  permutations  circulaires 
alternées  des  av  premiers  nombres;  supprimons-y  le  nombre  2v; 
coupons  la  circonférence  au  point  où  était  placé  ce  nombre;  puis, 
en  tournant  en  sens  direct,   développons  suivant   une  droite  l'arc 


(')  Mémoire   sur   tes  permutations  alternées  (Journal  de   Mathématiques 
pures  et  appliquées.  i88ii. 
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qui  supporte  les  av  —  1  autres  nombres.  i\ous  obleuons  ainsi  une 
permutation  reetiligne  alternée  des  av —  i  premiers  nombres, 
commençant  par  une  sécpience  moulante  et  finissant  par  une  sé- 
quence descendante. 

Pour  donner  un  exemple,   prenons  (Jîg.    5)  une  permutation 

Fis-  5. 


circulaire  alternée  quelconque  des  huit  premiers  nombres;  sup- 
primons-y le  nombre  8;  coupons  la  circonférence  au  point  où  était 
ce  nombre  ;  et,  tournant  en  sens  direct,  développons,  suivant  une 
droite,  l'arc  qui  supporte  les  sept  premiers  nombres.  Nous  obtenons 
la  permutation  reetiligne  alternée  des  sept  premiers  nombres 

i     3     ■!     5     4     7     6. 

qui  commence  par  la  séquence  montante  i3,  et  finit  par  la  sé- 
quence descendante  -(>. 

'Ai).  Considérons,  au  contraire,  une  permutation  reetiligne 
alternée  quelconque  des  av —  i  premiers  nombres,  commençant 
par  une  séquence  montante  et  finissanl,  forcément,  par  une  sé- 
quence descendante;  à  sa  gauche  écrivons  le  nombre  av;  puis 
enroulons,  en  tournant  en  sens  direct,  la  permutation  reetiligne 
ainsi  formée  autour  d'une  circonférence.  Nous  obtenons  une  per- 
mutation circulaire  alternée  des  av  premiers  nombres. 

Poui-  donner  un  exemple,  considérons  la  permutation 

i     'i     ■)     1     4     7    6J 

qui  esl  une  permutation  alternée  des  sept  premiers  nombres. 
commençanl  par  une  séquence  montante  el  finissanl  par  une  sé- 
quence  descendante.  (  opérons  sur  elle  comme  nous  venons  de  le 
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dire  :  nous  obtenons  ht  permutation  circulaire  alternée  I  fig.  6), 

qui   est  une   permutation   circulaire  alternée  des   huil    premiers 

nombres. 

Fie.  6. 


i().  Nous  voyons  que  le  procédé  direct,  indiqué  d'abord  (38), 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  alternée 
quelconque  des  av  premiers  nombres,  d'en  déduire  une  permu- 
tation rectiligne  alternée  des  2v — i  premiers  nombres,  commen- 
çant par  une  séquence  montante  et  finissant  par  une  séquence 
descendante. 

Nous  vovons  que  le  procédé  inverse,  indiqué  ensuite  (39). 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  rectiligne  alternée 
quelconque  des  av  —  i  premiers  nombres,  commençant  par  une 
séquence  montante  et  finissant  par  une  séquence  descendante, 
d'en  déduire  une  permutation  circulaire  alternée  des  2V  premiers 
nombres. 

Nous  voyons  de  plus,  sur  nos  exemples  mêmes,  que  si  deux 
permutations  alternées,  l'une  circulaire,  l'autre  rectiligne,  sont 
telles  que  notre  procédé  direct  permette  de  passer  de  la  première 
à  la  seconde,  réciproquement  notre  procédé  inverse  permet  de 
revenir  de  la  seconde  à  la  première. 

41.  Il  suit  immédiatement  de  là  que  les  permutations  circu- 
laires alternées  des  av  premiers  nombres  correspondent,  chacune 
à  chacune,  aux  permutations  rectilignes  alternées  desav  —  î  pre- 
miers nombres,  qui  commencent  par  une  séquence  montante  et 
finissent  par  une  séquence  descendante. 

Or,  il  y  a  évidemment  autant  de  permutations  rectilignes  alter- 
nées des  2V  —  i  premiers  nombres,  commençant  par  une  séquence 
montante  et  finissant  par  une  séquence  descendante,  qu'il  y  a  de 
xxiu.  io 
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permutations  recti lignes  alternées  des  mêmes  nombres,  commen- 
çant par  une  séquence  descendante  et  finissant  par  une  séquence 
montante. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  permutations  circulaires  alternées  des  av  pre- 
miers nombres  est  juste  é^al  à  la  moitié  du  nombre  des  permu- 
tations icclilii:ncs  alternées  des  2V  —  i  premiers  nombres. 

12.   Dans   noire  Mémoire  sur  le  nombre  des  permutations 

alternées  (*),  nous  avons  démontré  que  le  coefficient  de  — -, 

\    /  '  i  |  .2  v  —  i  )  ! 

dans  le  développement  de  tang\r,  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  .r,  n'était  autre  chose  que  la  moitié  du  nombre  des  per- 
mutations rectilignes  alternées  des  2V  —  i  premiers  nombres.  De 
là  ce  théorème  : 

Le  nombre  Q2v,2v  des  permutations  circulaires  alternées  des 

2V  premiers   nombres  n'est   autre  chose  que  le  coefficient  de 

,r2v~  ' 

uv-i)! 
croissantes  de  x. 


,  dans  le  développement  de  langer  suivant  les  puissances 


il{.  (Jette  propriété  du  nombre  des  permutations  circulaires 
alternées  nous  paraît  très  remarquable.  Elle  nous  rappelle  les 
propriétés  analogues  que  nous  avons  obtenues,  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut,  pour  les  nombres  des  permutations  rectilignes 
alternées.  H  y  a  cependant  entre  celles-ci  et  celle-là  une  différence 
forl  grande.  Les  nombres  des  permutations  rectilignes  alternées 
figuraient  par  leurs  moitiés,  les  uns  dans  le  développement  de 
langer,  les  autres  dans  celui  de  séc.r.  Les  nombres  des  permuta- 
tions circulaires  alternées  ne  figurent  que  dans  le  premier  de  ces 
développements.  La  raison  de  cette  différence,  c'est  que,  dans  les 
permutations  rectilignes  alternées,  le  nombre-  des  éléments  de 
«harpie  permutation  est  tantôt  pair,  tantôt  impair,  tandis  que, 
dans  bs  permutations  circulaires  alternées,  il  y  a  toujours,  forcé- 
ment, dans  chaque  permutation,  un  nombre  pair  d'éléments. 


i  '  i  Journal  de  Malhématique&  pures  ci  <i///i/i//ttce.s,  i8Sj 
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l\  .  —   Propriétés  des  nombres  Q2v-i,2v-2« 

•44.  Les  permutations  circulaires  alternées  des  27  premiers 
nombres  sont,  parmi  les  permutations  circulaires  de  ces  2  V  élé- 
ments, celles  qui  contiennent  le  plus  grand  nombre  de  sé- 
quences. 

Parmi  les  permutations  circulaires  des  2V — 1  premiers  nombres, 
celles  qui  contiennent  le  plus  grand  nombre  de  séquences  sont 
celles  qui  en  contiennent  2v  —  2.  Ce  sont  ces  dernières  que  nous 
considérons  maintenant. 

4o.  Ces  permutations  circulaires  des  ?.v  —  1  premiers  nombres, 
qui  contiennent  chacune  2v  —  2  séquences,  ne  sont  point  alter- 
nées, puisqu'elles  présentent  chacune  plus  d'éléments  que  de 
séquences.  Mais,  comme  nous  allons  le  voir,  il  s'en  faut  de  si  peu 
qu'elles  ne  soient  alternées  qu'il  nous  paraît  tout  naturel  de  les 
nommer  permutations  circulaires  quasi  alternées  y  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  (')  pour  les  permutations  rectilignes  où  le 
nombre  des  séquences  est  inférieur  de  deux  unités  au  nombre  des 
éléments. 

46.  Prenons  l'une  quelconque  de  ces  permutations  circulaires 
quasi  alternées,  et  considérons  la  ligne  brisée  cylindrique  qui  la 
représente.  Comme  le  nombre  des  côtés  y  dépasse  d'une  unité 
celui  des  séquences,  il  v  a  forcément,  dans  cette  ligne,  une  sé- 
quence et  une  seule  composée  de  deux  côtés.  En  d'autres  termes 
dans  cette  ligne,  il  y  a  forcément  un  couple  et  un  seul  composé 
de  deux  côtés  consécutifs  tous  deux  montants  ou  tous  deux  des- 
cendants. 

Abandonnant  la  considération  de  la  ligne  brisée  cylindrique, 
on  peut  dire  aussi  que,  dans  toute  permutation  circulaire  quasi 
alternée  des  2V  —  1  premiers  nombres,  sur  les  2v  — 2  séquences 
que  cette  permutation  présente,  il  y  en  a  2v  —  3  composées  clui- 
cune  de  deux  nombres,  et  une  seule  composée  de  trois. 

C'est  ce  qui  arrive  dans  la  permutation  circulaire  {fi g:  7),  qui 


(')  Mémoire  sur  les  permutations  quasi  alternées.  .  .  . 
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nous  présente  sept  éléments  et  six  séquences.  Les  cinq  séquence: 


i  I-  4->-  26,  <>5,  5-  sont  somposées  chacune  de  deux  nombres.  La 
séquence  ni  1  est  seule  composée  de  trois. 

il .  Supposons-nous  donnée  une  permutation  circulaire  quasi 
alternée  des  2v  —  1  premiers  nombres.  Comme  nous  venons  de  le 
dire  (46),  elle  nous  présente  une  séquence,  et  une  seule,  com- 
posée de  trois  nombres.  Entre  les  deux  plus  petits  de  ces  troi« 
nombres,  insérons  le  nombre  2v.  Nous  obtenons  évidemment  une 
permutation  circulaire  des  av  premiers  nombres,  qui  a  deux  sé- 
quences de  plus  que  la  permutation  précédente;  qui  en  a,  par 
conséquent,  2v;  et  qui  est,  par  conséquent,  alternée. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  opération,  considérons  la 
permutation  circulaire  quasi  alternée  (fig-  8),  formée  de  sept  élé- 
ments.  La  séquence  seule  composée  de  trois   nombres  est  la  sé- 


quence  7 •'»  1 .  Si.  entre  les  deux  plus  petits,  3  et  1 ,  de  ces  nombres, 
incis  insérons  Le  nombre  8*,  nous  obtenons  la  nouvelle  permuta- 
tion circulaire  {fig-  \)),  qui  est  formée  de  huit  éléments,  el  qui 
.    1  alternée. 
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18.  Supposons-nous  donnée,  au  contraire,  une  permutalion 
circulaire  alternée  quelconque  des  av  premiers  nombres;  ci  sup- 
primons-^ le  nombre  2V.  Nous  obtenons  une  permutation  circu- 
laire quasi  alternée  des  2v  —  i  premiers  nombres,  dans  Laquelle 
la  seule  séquence  composée  de  trois  nombres  nous  présente  tou- 
jours, pour  les  deux  plus  petits,  les  deux  nombres  qui  compre- 
naient entre  eux  le  nombre  supprimé  av. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  opération,  qui  est  l'jnveise 
de  celle  que  nous  venons  d'indiquer  (47),  considérons  la  permu- 
tation circulaire  alternée  des  huit  premiers  nombres  (fig.  io);  cl 
supprimons-v  le  nombre  8.  Nous  obtenons  la  seconde  permutation 


Fi* 


Fis.  il 


circulaire  {fig.  i  i),  qui  est  une  permutation  quasi  alternée,  formé»; 
des  sept  premiers  nombres,  et  dont  la  seule  séquence  composée 
de  trois  nombres  est  la  séquence  "3 1,  où  les  deux  nombres  les 
plus  petits  sont  précisément  ceux  qui,  dans  la  permutalion 
circulaire  précédente,  comprenaient  entre  eux  le  nombre  sup- 
primé 8. 

19.  Nous  voyons  que  le  procédé  direct,  indiqué  d'abord  (47), 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  quasi  alter- 
née quelconque  des  2V —  i  premiers  nombres,  d'en  déduire  une 
permutation  circulaire  alternée  des  av  premiers  nombres. 

Nous  vovons  que  le  procédé  inverse,  indiqué  ensuite  (48),  nous 
permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  alternée  quel- 
conque des  2v  premiers  nombres,  d'en  déduire  une  permutation 
circulaire  quasi  alternée  des  2v  —  i  premiers  nombres. 

Nous  voyons  de  plus,  sur  nos  exemples  mêmes,  que  deux  per- 
mutations circulaires  étant  données,  l'une  quasi  alternée  e(  l'autre 
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alternée,  si  noire  procédé  direct  permet  de  passer  de  la  première 
à  la  seconde,  réciproquement  notre  procédé  inverse  permet  de 
revenir  de  la  seconde  à  la  première. 

50.  Il  suit  immédiatement  de  là  que  les  permutations  circu- 
laires quasi  alternées  des  av — 1  premiers  nombres,  d'une  part, 
et  les  permutations  circulaires  alternées  des  2V  premiers  nombres, 
de  l'autre,  se  correspondent  chacune  à  chacune.  Ces  permutations, 
par  conséquent,  sont  en  nombre  égal.  Donc  : 

Il  y  a  autant  de  permutations  circulaires  quasi  alternées 
des  27  —  i  premiers  nombres  qu'il  y  a  de  permutations  circu- 
laires alternées  des  av  premiers  nombres. 

51.  Si  nous  nous  rappelons  la  signification  du  symbole  Q«,.ç, 
nous  voyons  que  le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi 
alternées  des  av  —  i  premiers  nombres  se  représente  par Q2V-i,2v-^ 
et  que  celui  des  permutations  circulaires  alternées  des  av  premiers 
nombres  se  représente  parQoV5ov  La  proposition  précédente  (50) 
peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Pour  toute  valeur  de  v  égale  ou  supérieure  éi  2,  on  a  iden- 
tiquement 

^2v— 1,2V— 2  —  Q2V,2V- 

52.  Si  nous  nous  rappelons  de  même  le  rôle  (  i2)  que  remplit 
Qav,2v  dans  le  développement  de  tangue,  nous  pouvons  donner,  pour 
la  même  proposition  encore,  ce  troisième  énoncé  : 

Le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi  alternées  des 
2v  —  i    premiers  nombres   est  juste   égal  au   coefficient    de 

j*2V-l 

— r  dans  le  développement  de  lani»\r  suivant  les  puissances 
(av — il!  rr  °  ■* 

croissantes  de  x. 

53.  Dans  notre  Mémoire  sur  les  pcrmii talions  rectilignes 
i/iiusi  alternées  ('),  considérant,  d'une  part,  le  nombre  des  per- 
mutations rectilignes  quasi  alternées  de  n  éléments,  de  l'autre, 
celui   des   permutations  rectilignes  alternées  de  //  +  i    éléments, 

C)  DéjA  cité. 
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nous  avons  montré  que,  lorsque  n  croissail  indéfiniment,  ces  deux 
nombres  étaient  deux  infiniment  grands  dont  le  rapport  tendait 
vers  l'unité.  C'était  là  une  propriété  asymptolique  des  permuta- 
tions rectilignes. 
L'égalité 

QîV— 1,2V— 1 2=  Q>V,'V. 

que  nous  venons  d'établir  (51),  et  qui  peut  s'écrire 

Qjv_,,3v_,  _ 
Qi*,.v 

nous  l'ait  voir  que,  dans  les  permutations  circulaires,  cette  pro- 
priété n'est  plus  seulement  asymptolique,  mais  sidjsiste  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  v. 

Voilà  un  deuxième  exemple  d'une  propriété  asymplotique  des 
permutations  rectilignes  qui  se  transforme  en  une  propriété  habi- 
tuelle des  permutations  circulaires. 

54.  La  considération  des  permutations  circulaires  quasi  alter- 
nées met  en  évidence  une  différence  nouvelle  et  profonde  entre 
les  permutations  circulaires  et  les  permutations  rectilignes  des  n 
premiers  nombres. 

Que  n  soit  pair  ou  impair,  parmi  les  permutations  rectilignes 
des  n  premiers  nombres,  il  y  a  toujours,  à  la  fois,  des  permutations 
alternées  et  des  permutations  quasi  alternées. 

Au  contraire,  dans  les  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres,  il  n'existe  jamais,  à  la  fois,  des  permutations  de  ces  deux 
sortes.  Lorsque  n  est  pair,  il  existe  des  permutations  alternées  et 
il  n'en  existe  point  de  quasi  alternées.  Et  c'est  l'inverse  lorsque  n 
est  impair. 

CHAPITRE  III. 

FORMULE  FONDAMENTALE   ET  TRIANGLE. 
I.  —  Formule  fondamentale. 

55.  Evidemment,  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers 
nombres  peut  être  regardée  comme  provenant  d'une  certaine  per- 
mutation circulaire  des  n  —  i  premiers  nombres,  où  l'on  a  intro- 
duit le  nombre  n  à  une  certaine  place.  Nous  sommes  conduits,  par 
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celle  remarque,  à  chercher  comment  varie  le  nombre  des  se-» 
quences  d'une  permutation  circulaire  des  n  —  1  premiers  nombres 
lorsque  l'on  introduit,  dans  cette  permutation,  le  nombre  n  à  une 
place  quelconque. 

oG.  Dans  une  permutation  circulaire  des  n  —  i  premiers 
nombres,  il  existe  évidemment  n  —  i  intervalles,  c'est-à-dire  n  —  i 
places  où  l'on  peut  introduire  un  nombre  nouveau. 

Ces  n  —  i  places  sont  de  deux  sortes,  et  de  deux  sortes  seule- 
ment, savoir  : 

i°   Celles  qui  touchent  un  maximum; 

2°  Celles  qui  n'en  touchent  aucun. 

11  est  d'ailleurs  bien  clair,  puisque  les  maxima  alternent  avec 
les  mini  ma,  qu'il  n'y  a  aucune  place  touchant  deux  maxima. 

o7.  Prenons  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n  —  i 
premiers  nombres  et,  dans  cette  permutation,  introduisons  le 
nombre  n,  d'abord  dans  une  place  de  la  première  sorte,  ensuite, 
dans  une  de  la  seconde. 

Lorsque  la  place  est  de  la  première  sorte,  c'est-à-dire  touche  un 
maximum,  le  nombre  des  séquences,  par  l'introduction  de  /*, 
n'éprouve  aucun  changement. 

Lorsque  la  place  est  de  la  seconde  sorte,  c'est-à-dire  ne  touche 
aucun  maximum,  ce  nombre  augmente  de  deux  unités. 

Ces  résultats  sont  à  peu  près  évidents.  Ils  le  deviennent  tout  à 
fait  si  l'on  considère  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondant  à 
la  permutation. 

.'JiS.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que,  dans 
chacun  des  deux  cas  examinés  ci-dessus  (57),  l'introduction  de  n 
fait  varier  d'un  nombre  pair  le  nombre  des  séquences.  Or,  dans 
une  permutation  circulaire  de  deux  éléments,  il  y  a  deux  sé- 
quences. Donc  : 

Dans  une  permutation  circulaire  quelconque,  le  nombre  des 
séquences  <'si  un  nombre  pair. 

\<HiN  retrouvons  ainsi  l'un  dis  premiers  théorèmes  <pie  nous 
I  yons  démon I  rés  (  H» ). 
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o!>.   Cette  observation  faite,  demaBdons-nous  quelles   son!   les 
permutations  circulaires  des   n—\   premiers   nombres   qui,    par 

l'introduction  de  n,  donnent  des  permutations  circulaires  des  n 
premiers  nombres  présentant  chacune  s  séquences. 

Ces  permutations  sont  évidemment  :  d'une  part,  celles  qui 
contiennent  déjà  s  séquences,  et  où  l'on  place  u  à  coté  d'un  maxi- 
mum; de  l'autre,  celles  qui  contiennent  seulement  n  —  2  sé- 
quences, mais  où  l'on  ne  place  pas  n  à  coté  d'un  maximum. 

Donc,  les  permutations  circulaires  de  n  éléments,  contenant 
chacune  s  séquences,  peuvent  être  regardées  comme  provenant, 
les  unes  des  permutations  circulaires  de  n  —  i  éléments  qui  pré- 
sentent cbacune  s  séquences,  les  autres  de  celles  qui  en  présentent 
chacune  s  —  2. 

GO.  D'après  les  notations  que  nous  avons  choisies  (£0),  il  y  a 
Q//_<.s  permutations  circulaires  de  n —  1  éléments,  présentant 
5  séquences.  Dans  chacune  d'elles,  le  nombre  des  maxima  est  la 
moitié  de  s,  et  le  nombre  des  places  touchant  un  maximum  est 
par  conséquent  s.  Le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
n  éléments,  présentant  s  séquences,  et  provenant  de  ces  permuta- 
tions de  n  —  r  éléments,  est  donc  égal  au  produit  sC)n_is. 

Il  y  a  de  même  QB_1),_2  permutations  circulaires  de  n  —  1  élé- 
ments, présentant  s  —  2  séquences.  Dans  chacune  d'elles,  le 
nombre  des  places  touchant  un  maximum  est  s  —  2  ;  le  nombre 
de  celles  qui  n'en  touchent  aucun  est.  par  suite.  (  n  — 1)  —  (s  —  2), 
c'est-à-dire  n  —  s  -+-  1.  Le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
n  éléments,  pi'ésentant  s  séquences  et  provenant  de  ces  nouvelles 
permutations  circulaires  de  n  —  1  éléments,  est  donc  égal  au  pro- 
duit (n  —  s  +  i)Q«_1,,_2- 

Nous  tirons  immédiatement,  de  ces  énumérations.  le  résultai 
suivant  : 

Lr  nombre  total  Q//)Ç  des  permutations  circulaires  des  n 
premiers  nombres,    qui  présentent  chacune   s  séquences,   est 

donne  pa r  la  formule 

Q«,*  =  *Q«-i,y-t-(rt  —  S        I     Q       i.v-2, 

où  le  nombre  n  est  au  moins  égala  3. 
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61.  Dans  nos  premières  recherches  sur  les  séquences  ('),  nous 
avons  établi,  pour  les  permutations  rectilignes,  une  formule  re- 
marquable dont  nous  nous  sommes  servis  constamment,  en  la 
nommant  formule  fondamentale.  La  formule  que  nous  venons 
d'établir  ici  (00),  pour  les  permutations  circulaires,  lui  est  fort 
analogue,  et  son  importance  n'est  pas  moindre.  C'est  sur  elle  que 
nous  allons  fonder  toute  la  suite  de  nos  recherches  :  elle  sera  la 
formule  fondamentale  du  présent  Mémoire.  D'ailleurs,  cette 
formule  n'est  pas  nouvelle;  nous  l'avons  donnée,  pour  la  première 
fois,  en  i8cj3  ('JS),  au  Congrès  des  Sociétés  savantes. 

II.  —  Premières  conséquences  de  notre  formule  fondamentale. 

02.  Avant  d'utiliser  notre  formule  fondamentale  (00)  pour  le 
calcul  des  nombres  Q«^,  nous  pouvons  en  déduire  facilement  un 
certain  nombre  de  théorèmes. 

03.  D'abord  il  est  bien  clair,  d'après  cette  formule,  que  si  tous 
les  nombres 

Q«-i,2)    Q/j-i,i'    Q/i-i,6?  •  •  •  > 

qui  ont  pour  premier  indice  n  —  i,  sont  pairs,  les  nombres 

*v«.-2  )       Q«,V       Q»,6>  •  •  •  i 

qui  ont  pour  premier  indice  /?,  sont  également  pairs. 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  (21  ),  Q3,2  est  égal  à  2.  Donc  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2,  le  nombre  Q,,.ç 
est  un  nombre  pair. 

C'est  là  un  théorème  que  nous  avons  déjà  énoncé  et  démon- 
tré (27). 

Oi.   Reprenons  notre  formule  fondamentale 

Q/m  =  *Q«-m  ■+■(>»-—  »•+ 1 )  Q„-i.,-->  , 


('  )  Étude  sur  les  maxima,  minima  et  séquences...  (Annules  scientifiques 
de  V École  Vormale  supérieure,  i884)< 
(  ')   Voir  le  Juin  nul  officiel  du  6  avril  i8g3, 
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et  remplaçons-y  s  par  2;  elle  devient 

Q«,a  =  >Q«~i,2  -+-(«—  OQ/t-i.o- 
Or,  il  est  évident  que  0/,^»,o  est  nid.  Donc  nous  avons 

et,  puisque  Q^2  est  égal  à  l'unité,   nous   pouvons  énoncer  celte 
proposition  : 

Pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  /?,  on  a  identiquement 

Q„,2  =  a»-*. 

C'est  là  un  théorème  que  nous  avons  encore,  précédemment  (33), 
énoncé  et  démontré. 

65.   Reprenons  toujours  notre  formule  fondamentale 

Q«,.s-  =  sQ*-v  4-  (*—■*  + 1)  Q„_i, s_j , 

et  remplaçons-y  «  et  s  chacun  par  2V.  Nous  obtenons  ce  résultai 

Qjv.jv  —  a'Qav— i,ïm  -+■  Qav— i,2v— 2- 

Or,  il  n'existe  aucune  permutation  circulaire  contenant  plus 
de  séquences  qu'elle  ne  contient  d'éléments.  Donc  Qov-i.av  est 
nul.  Donc  : 

On  a  identiquement 

QîV— 1,2V— 2   —  Q»V,2V 

Et  c'est  là  un  troisième  théorème  que  nous  avons  déjà  ren- 
contré et  signalé  comme  très  remarquable  (ol). 

G6.  Les  trois  théorèmes  qui  précèdent,  et  que  nous  avions  déjà 
démontrés  tous  les  trois  d'une  manière  absolument  directe,  dé- 
coulent aussi,  on  le  voit,  d'une  façon  immédiate,  de  notre  formule 
fondamentale.  Ils  en  constituent  en  quelque  sorte  une  triple  véri- 
fication. 
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III.    —     Tl'.I.VNM.K    DES    SÉQUENCES    DES    PERMUTATIONS    CllU'.UL  A  I  H  r.S . 

67.   <  loin  me  nous  l'avons  dit  (60),  noire  formule  fondamentale 

Q«,«  =  s Q«_i,4  +  (»-.h-i)  Q«-i. A-â 

t  >l  vraie  dès  que  />  égale  3. 

\mi>  avons  obtenu  auparavant  (21)  ce  résultai  très  simple 

Connaissant  ce  résultat  et  cette  formule,  il  est  elair  que  nous 
pouvons  calculer  de  proche  en  proche  Ions  les  nombres  Q„.A. 

()8.    Nous  disposerons  ces  différents  nombres  de  manière  à  en 
former  le  triangle 

Qî,9 
Qa.s 

Qm    Qm 

Q3,S       Qs,4 

Q6,s     Qe.s     Q6,6 
'h. 2     <>:/,      Q-,e 

Q8,3       Qà,4       Q»,6       Q8,8 
Q9,!        Q9>5         Q9,6        Q9,8 


qui  est  analogue  au  triangle  de  Pascal,  et  où  le  nombre  Q;J  9a  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  colonne  de  rang  ?  et  de  la  ligne  de 


09.  Si  nous  calculons  les  valeurs  numériques  de  tous  les  nom- 
bres QW)J  dont  nous  venons  d'écrire  les  symboles,  nous  obtenons, 
à  la  place  du  triangle  littéral  précédent,  le  triangle  numérique 
(pie  voici  : 


» 

■>. 

16 

88 

ll'> 

'>  < 

j.6 

■>-> 

64 

1824 

•a88o 

•:> 

128 

jliSo 

•>r»:''- 

~g36 
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70.  Si  l'on  considère  ce  triangle  numérique,  on  constate  immé- 
d-iatement  que  les  trois  théorèmes  rappelés  plus  liant  ((>»î,  64,  (55) 
\  sont  tous  vérifiés;  en  d'autres  termes,  on  constate  que  : 

i°  A  l'exception  du  premier,  tous  les  éléments  du  triangle  sonl 
des  nombres  pans  ; 

■i"  Les  éléments  composant  la  première  colonne  ne  sont  autre 
chose  que  les  puissances  successives  de  ■>.  ; 

3°  Le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi  alternées  de 
av  —  i  éléments,  et  le  nombre  des  permutations  circulaires  aller- 
nées  de  2V  éléments,  sont  des  nombres  égaux. 

71.  Le  triangle  que  nous  venons  de  donner,  d'abord  sous  forme 
littérale,  ensuite  sous  forme  numérique,  est  fort  analogue  au 
triangle  des  séquences  des  permutations  reetilignes.  Nous  l'appel- 
lerons le  triangle  des  séquences  des  permutations  circulaires  ; 
et  nous  en  étudierons  d'abord  les  colonnes,  ensuite  les  lignes, 
enfin  l'ensemble  tout  entier. 

CHAPITRE  IV. 
COLONNKS  DU  TRIANGLE. 


I.    -    Dé 


'.FINITION    T)ES    SElilES    VERTICALES. 


72.  Les  colonnes  verticales,  ou  plus  simplement  les  colonnes 
qui  composent  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, sont  caractérisées  par  le  second  indice  des  nombres  Qw,.ç 
qu'elles  contiennent.  La  première  contient  les  nombres  Q,,.,  ;  la 
deuxième,  les  nombres  Q«,î5  la  a""u>,  les  nombres  Q/,.2r7. 

73.  Ces  mêmes  colonnes  s'étendent  indéfiniment  vers  Je  bas. 
Le  terme  placé  en  haut,  c'est-à-dire  le  premier  terme  de  chacune 
d'elles,  est  Q-,.,2  pour  la  première,  Q-,,-,  pour  la  deuxième,  Q2(T  20 
pour  la  a-"'""'. 

Nous  avons  d'ailleurs  étudié  déjà  le  premier  et  le  second  terme 
de  chaque  colonne,  c'est-à-dire  le  terme  Q^^s,  qui  est  le  nombre 
des  permutations  circulaires  alternées  de  2 t  éléments,  et  le  terme 
Q2o+l  29,  qui  est  le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi 
alternées  de  2<r  +  i  éléments. 
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7  i .  Les  nombres  qui  composent  la  colonne  de  pang  7  sont,  de 
h. mi  en  bas, 

Qj<7,jff!      Qï«x-t-1,»ffi       'v2ij2,27)      'vlîi-r-a.îa 

Ces  nombres  croissent  au  delà  de  toute  limite.  On  voit,  en 
effet,  sur  notre  formule  fondamentale  (60),  que,  dans  la  colonne 
de  rang  7.  chaque  terme  est  supérieur  à  celui  qui  le  précède  im- 
médiatement, multiplié  par  2  7. 

75.  Nous  relions  ces  nombres  les  uns  aux  autres  à  l'aide  de  la 
série  entière 

Qsff.Sa  -+-  M2<7-+-l,ï?;;  ■+"   ^2(7+2, 2<I~2  ■+"  Q%U+3,2az.    "^  •  •  •  ' 

où  s  représente  une  variable  indépendante;  et  nous  appelons  celte 
série  la  série  verticale  correspondant  à  la  colonne  de  rang  ?. 
ou  plus  simplement  la  série  verticale  de  rang  7. 

II.    —     CoNVERGEACE    DES    SÉRIES     VERTICALES. 

76.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (33) 

V«,2   —    * 

Il  résulte  de  là  que,  dans  la  première  de  nos  séries  verticales,  le 
terme  général  est  'j."~-z"~-  ;  par  suite,  que  celte  première  série 
est  une  progression  géométrique  de  raison  iz\  par  suite,  enfin, 
(pie  celte  série  est  convergente  toutes  les  fois  que  ^,  en  valeur 
absolue,  est  inférieur  à  \. 

77.  Viusi,  la  série  verticale  de  rang  i  est  convergente  toutes 
les  fois  que  £,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  l'inverse  de  2. 
Nous  allons  montrer  que  la  série  verticale  de  rang  t  est  conver- 
gente toutes  les  fois  que  z,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  l'in- 
verse de  27. 

Nous  prouverons  pour  cela  que,  si  cette  propriété  est  vraie 
pour  la  série  de  rang  7  —  i.  elle  l'est  aussi  forcément  pour  la  série 
de  rang  7. 

7S.   Reprenons  notre  formule  fondamentale 

«  ;  gQ;J  ,..■(//      v      i    Q„  ,  .  ... 
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et  remplaçons-y  successivement  //  parles  /  valeurs  s  -+-  i ,  v-+-q, 
s  4-3,  .  .  . ,  s  -f-  /.  Nous  obtenons  1rs  égalités 

Q,+1,,  =  sQ,(,-        +  aQ*    .,-*• 

Qs+i,s  =  *Q.*-»-i,.t    -+•         3Q«-i-i,»-si 

Q,+3..s-   =  «  Q.V+2,  .s-        +  ï  Q.+2.  S-i  • 


.      Qs+t,S   =   SQS+f-l,*  -»-(*+   ")Q.sM-<-l,.s--2. 

Multiplions  la  première  de  ces  égalités  par  s*-1,  la  deuxième 
pars:_2,  la  troisième  par  sc~'-\  .  .  .  ,  la  dernière  par  i  ;  puis  ajou- 
tons-les toutes  membres  à  membres.  Nous  arrivons,  après  quelques 
réductions  évidentes,  à  l'égalité 

O       =  i"Q*" 

qui  se  compose  de  ces  trois  parties  :  le  terme  unique,  placé  au 
premier  membre;  le  terme  unique,  qui  commence  le  second; 
l'ensemble  des  termes,  compris  entre  crochets. 

79.  Nous  allons  étudier  successivement  chacune  de  ces  parties, 
en  nous  rappelant  que  s  est  toujours  pair  et  en  le  remplaçant  par 
2  0-;  en  nous  rappelant  aussi  que  la  série  verticale  de  rang  ? —  i 
est  convergente,  par  hypothèse,  pour  tontes  les  valeurs  absolues 
de  s  inférieures  à  l'inverse  de  2t  —  2,  et  en  désignant,  dans  ces 
circonstances,  par  Wff_i  la  somme  de  celte  série. 

80.  Le  terme  unique  Q.ç+t,^,  placé  au  premier  membre,  n'est 
autre  chose  que  le  coefficient  de  ze,  dans  la  série  verticale  de 
rang  t. 

Le  terme  unique  sfQ.ç,ç,  qui  commence  le  second  membre,  est 
évidemment  le  coefficient  de  zl  dans  le  produit 

(i  —  sz  -f-  .s'2  z1  +  .ss  z* -+-  .  .  .  » Q,., . 

c'est-à-dire  dans  le  développement  de 


lequel  est  convergent  toutes  les  fois  que  s,  en  valeur  absolue,  est 
inférieur  à  l'inverse  de  2 t. 
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Quanl  à  la  quantité  entre  crochets  : 

»s'-»Q,,.,-s-h  3s'   -«»,    i.i-î-t-  i-«'-3Q.«+ï.*-î -H. ..-M  /  -  i  |QS+,_M_S, 

elle  es!  le  coefficienl  de  s'  il  a  n  s  le  produit  de  la  série 

I  -4-  SZ  -h  S*£*-hS3Z3-ï-  .  .  . 

par  la  série 

Or.  celle-ci  es!  juste  égale  à  la  dérivée  Wj_„  diminuée  de 
Qj_i,4_2«  Donc  celle  dernière  partie  n'est  autre  chose  que  le  coef- 
ficienl de  z'  dans  le  développement  de 

lequel  est  encore  convergent  toutes  les  fois  que  s,  en   valeur  ab- 
solue, est  inférieur  à  l'inverse  de  .v,  c'est-à-dire  à  l'inverse  de  •>. t. 

81.  Il  suit  de  tout  cela  que  le  coefficienl  de  z(,  dans  la  série 
verticale  de  rang  t,  est  égal  au  coefficient  de  s'  dans  le  dévelop- 
pement de 

r1-^ Q*,<  -+-  r^t^--1^-!,-,  ). 


Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment  (;>l), 

Donc  Qs+t  s  n'est  autre  chose  que  le  coefficienl  de  c'  dans  le 
développement  de  la  fonction 


(  est-à-dire  dans  un  développement  qui  esl  convergenl  toutes  les 
fois  rpie  z,  eu  valeur  absolue,  csi  inférieur  à  l'inverse  de  ->n. 

Mais  (}  .  >  ,  esl  le  coefficient  de  3'  dans  le  développement  de  la 
série  verticale  de  rang?.  Donc,  finalement  : 

I  ne  série  verticale  de  rang  quelconque  »  est  convergente 
toutes  les  fois  que  s,  en  râleur  absolue,  est  inférieur  à  l'in- 
1  et  te  de  ao\ 
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K!2.  Ce  résultat  esl  toul  à  fait  analogue  à  celui  que  nous  avons 
trouve  autrefois  (  ■  ),  pour  la  convergence  des  séries  verticales, 
dans  le  triangle  des  séquences  des  permutations  reclilignes. 

L'analogie  se  transforme  même  en  identité,  si  Ton  considère, 
non  plus  le  rang  7  de  la  colonne,  mais  le  second  indice  ■>.  t.  c'esl- 
à-dire  v.  de  chacun  des  termes  Qw  s  qui  la  composent. 


III.   —  Fo 


\c.tio\s   oi.m.i;  atrio.es    nr.s    colonnes. 


83.  Comme  nous  venons  de  le  voir  (8i),  la  série  verticale  de 
rang  <7  est  toujours  convergente  pour  les  valeurs  absolues,  suffi- 
samment petites,  de  la  variable  c. 

Représentons  toujours  par  W  ^  la  fonction  de  c-  qui  en  est  la 
somme,  (-elle  fonction  WCT  sera,  suivant  l'expression  consacrée, 
la,  fonction  génératrice  des  coefficients  de  cette  série,  c'est-à-dire 
la  fonction  génératrice  des  nombres 

Q2ff,S<7j        Q2<7+1,2<T)        Q2<J-t-2,2ffj        •••5 

qui  composent  la  colonne  de  rang  7.  Pour  abréger,  nous  la  nom- 
merons simplement  la  fonction  génératrice  de  la  colonne  de 
rang  t. 

81.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  (81  ),  la  série  verticale 
de  rang  ?  se  confond  avec  le  développement  de 


où  v  est  le  double  de  t.  Nous  avons  donc  identiquement 

wff  =  -— — w;_,. 

i  —  ■>.?  z 

Telle  est  l'équation  att.r  différences  mêlées,  qui  relie  entre 
elles  deux  consécutives  quelconques  de  nos  fonctions  généra- 
trices. S'il  étail  permis  de  faire  abstraction  de  la  convergence 
des  séries,  on  pourrait  déduire  celte  équation,  sans  aucun  calcul, 
de  notre  formule  fondamentale;  on  pourrait  dire  qu'elle  n'en  est 
qu'une  conséquence  évidente. 


(')  Mémoire  sur  le  triangle  <lcs  séquences. 

XXIII. 
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83.  Considérons  la  première  colonne  du  triangle  «1rs  séquences 
des  permutations  circulaires.  Ses  termes  sont 


I.       :>,       i2.       2*.       ■.>.'. 

La  série  correspondante  est 

I  -4-2S  -+-2S3*-+-  ■^Zi  +  -)>. 


c'est-à-dire  la  progression  géométrique  ayant  pour  premier  terme 
i  el  pour  raison  2;.  Sa  fonction  génératrice  nous  esl  donc  donnée 
par  la  formule 


VV,  =  -1 


I    —   2  Z 


De  là.  nous  déduisons   immédiatement,  à  l'aide  de  la  formule 
i  84)  ipii  précède  : 


W9  = 


(1  —  -iz^d  —  £z) 

16(1  —  35) 

(1  —  iz)3(i —  4s)2(i—  <az)' 


1607  — i84s-+-63Gc2— 72o^:t  ) 
v  ~  (i  —  ■>. z >(i  —  4-)s(i  —  G3;*(.i  —  8-~; ' 
el  ainsi  de  suite. 

80.  Les  (juatre  expressions,  que  nous  venons  de  trouver  pour 
\\  ,  .  \\  j ,  \\  ;{ ,  \\  i  ,  sont  quatre  fractions  rationnelles.  La  for- 
mule (84) 

nous  montre  que,  si  \\  a   ,  est  une  fraction  rationnelle,  \V5  en  esl 
une  aussi.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  fonction  génératrice  de  <■////////<>  colonne  du  triangle  est 
une  fraction  rationnelle,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  z. 

ST.  D'après  ce  qui  précède  (86),  nous  pouvons  dire  à  volonté 
que  \\  a  esl  la  fonction  génératrice  ou  la  fraction  génératrice  d<' 
la  colonne  de  rang  t. 

Non-,  pouvons  aussi  poser 

\ 

\0  el  u0  désignant  deui  polynômes  entiers  en  s. 


-  A^ 


I.V, 


Quant  à  ces  deux  polynômes,  c'est-à-dire  aux  deux  termes  de 
la  fraction  génératrice,  nous  allons  les  étudier  I  un  après  I  autre, 
en  commençanl  par  le  dénominateur  B<j. 


IV. 


Déjnominateub    I>l    W 


88.  Si  nous  nous  reportons  aux  expressions  de  W  (,  W  ...  \\:i. 
\V4,  que  nous  avons  obtenues  précédemment  (85).  nous  en  dédui- 
sons aussitôt,  pour  les  dénominateurs  Bf,  B2,  B:1.  B4,  les  expres- 
sions suivantes  : 

B,  =  (i  —  2Z), 

B2  =  (  i  —  >.:■  )-(  î  —  [z), 

B:,  =  (i  —  iz)3(i  —  \zy(i  —  6z), 

W ,  =  i  i  —  ■>.  z  >*  (  i  —  i  a  |3  ,  i  —  fi  c  i-2  (  i  -  8  ,-  )  . 

qui  nous  donnent  une   première   idée  de  la  composition  générale 
du  dénominateur  B^, 

89.  Bien  que  ces  expressions  de  B|,B2,B3,  BA  soient  assez 
simples,  nous  les  modifierons  en  posanl 

F2  =  (i  —  -iz), 

F4=(l-2Z)(l-    \z  I, 

F6=(i  —  'KZ){\—  \z)(i  —  ùz), 

F8  =  (  i  —  2z)(i       { z)  (i  —  6-s)  (i  —  8z) ; 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  aurons  alors 

B,=  F2, 

B2  =  F2Ft, 

B3      I  ^  b.  I„. 

>!.      F2FiF6F8. 

Par  rapport  aux  facteurs  linéaires  en  ;.  dont  elles  sont  le  pro- 
duit, les.  quantités  F  sont  de  véritables .  facto  r  telles.  Par  rapport 
a  leurs  facteurs  F,  les  premiers  dénominateurs  I>  sont  des  facto- 
rîelles  aussi  :  ce  sont  dès  factorielles  de  factotielles. 

90.  Rappelons-nous  la  relation 

VVa=  — ' 


w 
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el  supposons  que  l'on  ail 

Ba.i=  F2FtFfi...  FÎ(J  ,. 
Nous  avons  alors 

W-l  AT-| 


VN 


Bff_,        F2F4F6...Fa(r_a 


La  règle  pour  calculer  la  dérivée  d'un  quotient  nous  donne 
d'ailleurs 

..  _     B<7-     t    W-  I  W     1   ^T      | 

I  hr,  B^_,  admet  ions  les  facteurs  du  premier  degré  en  3  qui 
figurent  dans  Ba_,  a\ec  des  exposants  moindres  chacun  dune 
unité.  Donc  B^_,  est  divisible  par  Bff_2  qui  est  justement  le  pro- 
duit de  tous  ces  facteurs,  affectés  des  exposants  ainsi  diminués. 
Les  deux  termes  de  W^_,  sont  donc  divisibles  parce  produit.  En 
effectuant  ces  divisions  et  remarquant  que  le  nouveau  numérateur 
n'est  autre  chose  que  ACT,  nous  trouvons  ce  résultat  très  simplifié 


B^F, 


n-i  l  2T-2 


Portons  celte  expression  de  W  'a_t  dans  l'égalité  qui  nous  donne 
Wff;  il  nous  vient 


W„  = 


Or, 

Donc 

il .  par  conséquent 


(i  — 2<j^)B<r_1  F2ff_ 
{i-%az)Fi9  ,=  Fïff. 


W°       B0   .F,,' 


F2F4Fe...F,ff. 


91.  Viiim  L'expression  que  nous  avons  trouvée  (89)  pour  les 
quatre  dénominateurs  B|,  B2,  B3,  B4  subsiste  pour  Bff  dès  qu'elle 
est  vraie  pour  1»^  ,.  Donc,  cette  expression  est  générale,  el  nous 
pou\ mis  énoncer  ce  t héorème  : 

.s'/  Von  pose 

t.,      m    -  -;  mi-     j  ;  i  i  i      tic-  i  ...  1 1      itz), 
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on  a  identiquement 

B«r=F,FtF,...FMl 

pour  V expression  du  dénominateur  B„  de  la  fraction  généra- 
trice Wa. 

On  peu t  remarquer,  d'ailleurs,  que  celle  expression  de  Ba  esl 
toujours  une  factorielle  de  factorielles. 

92.  Pour  obtenir  le  degré  ($„  du  dénominateur  l>„,  il  suffit  de 
considérer  l'expression  de  B^  que  l'on  vient  de  trouver  (91),  el 
de  remarquer  que  F2t  est  toujours  du  degré  /.  On  voit  immédiate- 
mont  alors  que  le  degré  de  B„.  est  égal  à  la  somme  des  t  premiers 

nombres.  On  a  donc 

_  <r(<xH-l) 

Tel  esl  le  degré  cherché. 

1)3.  Quant  au  coefficient  du  dernier  terme  dans  le  développe- 
ment de  Ba  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s,  c'est  évidem- 
ment le  produit  des  coefficients  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
dans  chacun  des  facteurs 

F„     F;,     lv     ...,     Fm. 

Or,  dans  F2f,  ce  coefficient  esl  évidemment 

(  —  !)'•>.  4.  (i. .  .(2/). 

Si  donc  nous  posons  d 'une  façon  générale 

2.4.6..  .1  •.'./)  =  Ut, 

et  <iue  nous  désignions  par  ba  le  dernier  coefficient  de  B<j-,  nous 
avons  identiquement 

ff(<T-t-t  ) 

ba—{—  1)      -       [3I4I6...IS(T. 

Telle  esl  l'expression  du  dernier  coefficient.  C'est  encore,  nous 
le  voyons,  une  factorielle  de  factorielles. 

91.  Tous  ces  résultats,  de  même  que  la  plupart  de  ceux  qui 
vont  suivre,  sont  encore,  sinon  identiques,  du  moins  fort  ana- 
logues à  ceux  que  nous  avons  donnés,  pour  les  permutations 
rectilignes,  dans  noire    Mémoire  sur  Je  triangle  des  séquences. 
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V.    —    INlMKItATKlIt     DE     \\  n- 

95.  .Nous  ne  chercherons  poinl  la  composition  du  numérateur 
\^  de  la  fraction  génératrice  \\  a.  Supposant  ce  numérateur  or- 
donné suivant  les  puissances  croissantes  de  3,  nous  nous  bornerons 
à  en  calculer  le  degré  et  le  dernier  coefficient. 

Nous  prendrons,  d'ailleurs,  pour  point  de  départ  de  ces  deux 
calculs,  la  formule 

que  nous  avons  établie  (90)  précédemment. 

90.  Si  nous  désignons  par  aa  le  degré  du  numérateur  Aff  et 
continuons  de  désigner  par  pG  celui  Au  dénominateur  Bff,  la  for- 
mule que  nous  venons  de  rappeler  (95)  nous  donne  immédiate- 
ment l'égalité 

aT  "    Pff-1  "+"  *ff— 1  I  —  Pff— 2> 

qui  peu!  s'écrire 

%rj —  a7    1  =r  (p<7-j  —  P<r— 2)  —  '  • 


Nous  liions  de  là  les  7 — -2  équations 

-/;j  — Oî  =((Jj  —    fi,)—   I, 

av      —a,       =  (p\,      _p2)__|. 
a»       -a4       -    (p4      —  p,)-i, 


c<t-i  —  7-<7-2    -  1  pu— ï  —  p<r-  3)  —  '  • 

C<7  aT       I    = '    (    [Jj7      I   —    Pff— 2    '  >1 


que  nous  ajoutons  membres  à  membres. 

Parcelle  addition,  nous  trouvons  finalement 

a,—  a,       (pa    !—  pt)  —  (er  —  a). 

Oi  •  comme  nous  l'avons  vu  1  <S,>,  92  ), 

Zj  n.  ,  ,  I  .  77_|   —  ■ 

I  )i  me 

(7  1)7 

—  1       (  t       a), 
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c'est-à-dire 

(  a  —  2  )  (  a  —  i  ) 

**= ■, 

Tel  est  le  degré  cherché. 

97.  On  peut  remarquer  que  celle  formule  nous  donne  immé- 
diatement l'identité 

et  que  celle  identité  à  son  tour  nous  conduit  à  la  relation 

<*(T=  P<7 (2ff—  i). 

98.  Supposons  toujours  le  numérateur  Aa  ordonné  suivant  les 
puissances  croissantes  de  s,  et  cherchons  le  dernier  coefficient  ar> 
de  ce  numérateur. 

Pour  l'obtenir,  reprenons  encore  la  formule 


AT 


B<x—  1  Arr_|  Aa_|  Brr-^! 


Bff-2 

et  remarquons  que  les  polynômes 

qui  figurent  à  son  second  membre,  ont  pour  derniers  coefficients 
respectifs 

Remplaçant,  dans  ce  second  membre,  ces    polynômes  par  ces 
coefficients,  nous  trouvons,  après  réduction, 

"n  =  (  *rt-\ P(7-l   )  «ry-1    j 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  (97,  93), 

a<r-i—  Pff-i  =  —  .(?"*  —  '»  '• 
(g-  î  il 
6ff_,  =  (  —  1)      a      I2IVI,; ,  ,.I2CT  _,. 

i  T  -  ->  )  (  V  —  I  I 
6(F-l=(-0  "  I,I4I,.;.IW_*. 

Donc 

aa=  ( — 1 )<t{  ■->  j  —  3)  r2(T_2a<y_i. 


—  llill  — 

C'est  Là  une  formule  de  récurrence  qui   va  nous  permettre  de 
calculer  a^  en  fonction  même  de  ?. 

99.   Elle  nous  donne  immédiatement  les  t  —  i  égalités 

(i±  —  i  —  1 12.  i  [sai, 
aa  =  (— i  i8.  3  I,",.. 

(I;    =   (  —  1  )''.'jJ,,'/.,. 


aff=  (— i)»(aa — 3  i  \.ln    iOn-\- 

Multiplions  loules  ces  égalités  membres  à  membres  cl  simpli- 
fions, en  nous  rappelant  que  a{  est  (8o  )  égal  à  l'unité.  Nous  trou- 
vons 


—  i 


aa=(—i)      *  .i.3.5...(îi-3)I2IJ,...Ii(r„ 

Telle  est  l'expression  de  a0  en  fonction  de  ex.  C'est  encore  une 
factorielle  de  factorielles. 

100.  On  \oit  que  cette  expression  de  an  est  un  peu  plus  com- 
pliquée que  celle  de  ba.  Il  existe  entre  les  deux  une  relation 
simple.  Considérons,  en  effet,  l'expression  de  a „  que  nous  venons 
de  trouver  (99)  et  l'expression  de  ft^que  nous  avons  trouvée  |  93) 
autrefois.  En  divisant  la  première  par  la  seconde  et  simplifiant, 
nous  trouvons 

an  \  .3.5. . . (la  —  3)     i 

l>r;  ».  .    \    .()...(    >.  7    }.     I       ».  7 

el  cette  relation  nous  parait  assez  remarquable. 


\l.         Pu 


IOPRIETES    DES    TERMES    dk    la    COLONNE  t. 


101.  haiis  ses  éludes  sur  le  développement,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  la  variable,  d'une  fraction  rationnelle  quel- 
conque, Moivre  a  montré  (  ')  que  les  coefficients  «le  ce  dévelop- 
pement forment  une  série  récurrente  proprement  dite,  d'un  ordre 
égal  au  degré  du  dénominateur  de  la  fraction  développée. 

Nous  avons  \n  que  les  tenues  composant  la  colonne  «le  rang  - 
-"iii  les  coefficients  du  développement  de  la  fraction  rationnelle 


(    ,    Wixveltanea  anah  lien 
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Wff,  dont  le  dénominateur  esl  d'un  degré  égal  à  %,  c'est-à-dire  à 
g(g-n) 

De  là  celte  proposition  : 

Les  nombres  composant  la  colonne  de  rang  ~  forment  une 
série  récurrente  proprement  dite,  et   l'ordre  de  celte  série  est 

.  ,  <r(<r-t-i) 
égal  ci — 

°  2 

102.  On  appelle  équation  génératrice  dune  série  récurrente 
proprement  dite  la  transformée  en  -  de  l'équation  qu'on  obtien- 
drait en  égalant  à  zéro  le  polynôme  entier  en  z  qui  forme  le  déno- 
minateur de  la  fraction  génératrice.  11  nous  suffira  donc,  pour 
écrire  cette  équation  génératrice,  de  nous  rappeler  la  composition 
du  dénominateur  B0  de  la  fraction  \\  7. 

Nous  arrivons  ainsi  à  ce  théorème  : 

Si  l'on  pose,  d'une  façon  générale, 

<;.,,  =  (z  —  2)  (Z  —  4),(Z  —  i6.).  . .  (s  —  It), 

la  série  récurrente  formée  par  les  termes  copiposant  la  colonne 
«le  rang  -y  a  pour  équation  génératrice  V équation 

G2G,  G6 . . .  G2(J=  o. 

r  •  i  1  <  •  .,,7(7  —  1) 

Le  premier  membre  de  celte  équation  est    du   degré 

Jl  est  encore,  d'ailleurs,  une  factorielle  de  faclorielles. 

103.  Dire  que  les  termes  de  la  colonne  i  forment  une  série 
récurrente  proprement  dite  d'ordre  ,%,  c'est  dire  qu'il  existe, 
entre  ,%-h  \  termes  consécutifs  quelconques  de  cette  colonne, 
une  relation  linéaire,  homogène,'  à  coefficients  constants.  C'est 
celte  relation  qu'on  appelle  Yéchelle  de  récurrence  de  la  série. 
Nous  pouvons  l'écrire  facilement,  car  elle  présente,  comme  on  le 
sait,  les  mêmes  coefficients  que  l'équation  génératrice,  et  que 
celle  équation  (102)  nous  esl  déjà  connue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  nous  demande  l'échelle  de 
récurrence  <]<•  la   troisième  culmine.   L'équation  génératrice  de6 


—     !()!>    — 

termes  de  ce!  Le  colonne  esl 

(',,('.,<'.,=  o, 
OU   bien 

(3-2)3(3-4)!(s  —  6)  =  0, 

ou  bien  enfin 

s6 —  20  .s6  +  i6o<s*  —  G5(i^3  —  i  j  )G;-  —  i(>6  j  z  —  768  =  o. 
D'après  ce  qui  précède,  l'échelle  de  récurrence  sera 
Q«,6—  2oQ«_ii6-»-  160   Qrt-2,6—  656  Q„_3i6 

—  «456  Qrt_ii6—  1  (')(".',  Q„-5,6  +  768  Q«_6,6—  &■ 

lOi.  Depuis  les  travaux  d'Euler  et  de  Lagrange  sur  les  séries 
récurrentes,  on  sait  que,  si  l'on  désigne  par  //„  le  terme  général 
d'une  telle  série,  par  /•  une  racine  quelconque  de  son  équation 
génératrice  el  par  a  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  on 
a  identiquement 

^r  désignant  un  polynôme  entier  en  /?,  du  degré  p  —  1,  et  le 
signe  -  s'étendant  à  toutes  les  racines  distinctes  de  l'équation 
génératrice. 

En  remarquant  que  l'équation  génératrice  correspondant  à  la 
colonne  de  rang  t  peut  s'écrire 


F  (3-2  0I+1~'=  O 


et   en   nous  servant  de  la  formule   que  nous  venons   de    rappeler 
pour  nn,  nous  arrivons  à  cette  proposition  : 

Le  terme  général  Q«  20  de  là  colonne  de  rang  ~  est  donné 
pa  1  la  formule 


0-.*r 


yii^>-  <■'■""• 


dans  laquelle  -_.,  désigne  un  polynôme  ailier  en   n.  <hi  de- 
gré <t  —  t. 

10.).    Les  valeurs  particulières  les  plus  simples  que  donne  celle 
formule   "<>ni    évidemment   celles  où  s  esl   égal  à    1   ou  à  2.  On 


trouve  alors 
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Q„  -  =  - 


/  i         n\  i 


Tindice  n  ne  pouvanl  être  inférieur  à  2  dans  la  première  égalilé, 
ni  à  4  dans  la  seconde. 

106.  L'expression  que  nous  venons  de  donner  \  104)  pour  Q«,2c 
et,  plus  généralement,  toutes  les  propositions  qui  précèdent  sui- 
tes colonnes  verticales  du  triangle  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires  sont,  on  le  voit,  forl  analogues  à  celles  cpie  nous 
avons  données  autrefois  puni-  1rs  colonnes  verticales  du  iriangle 
des  séquences  des  permutations  rectilignes.  Mais  elles  sont  toutes 
plus  simples  et  s'obtiennent  plus  facilement.  C'est  là  une  parti- 
cularité que  nous  avions  signalée  en  commençant  (4),  et  cpii  tient 
à  la  grande  -implicite  de  notre  formule  fondamentale  (60),  ou 
plutôt,  en  dernière  analyse,  à  la  parfaite  régularité  des  permuta- 
t ions  circulaires. 

CHAPITRE  \  . 
LIGNES  Kl    Tlîl  VNGLE. 

I.  —    Définition    dis   polynômes   horizontaux. 

107.  Les  lignes  horizontales,  ou  plus  simplement  les  lignes 
qui  composent  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, sont  caractérisées  par  le  premier  indice  des  nombres  Q„_s 
qu'elles  contiennent.  Mais  ce  premier  indice  n'est  point  égal  au 
rang  de  la  ligne  :  lorsqu'il  est  n,  le  rang  est  seulement  n  —  I. 

Afin  d'abréger  et  de  simplifier  le  langage,  nous  désignerons  do- 
rénavant chaque  ligne,  non  point  par  le  rang  qu'elle  occupe,  mais 
par  le  premier  indice  des  nombres  qui  la  composent.  La  ligne 
d'indice  //  sera  donc  celle  dont  tous  les  terme-  ont  //  pour  premier 
indice. 

108.  Ces  ligne-  horizontales  du  triangle  ont  toute-  une  étendue 
limitée.  Le  nombre  des  terme-  de  la  ligne  //  esl  égal  à  v,  celte 
lettre  v  désignanl  la  partie  entière  de  la  moitié'  de  //. 
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l(H).  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (64),  le  premier  terme  de 
la  ligne  d'indice  n  est  toujours  égal  à  ■>,"   -. 

Le  dernier  terme  de  la  même  ligne  est  Ow..Jv.  (Test  un  nombre 
de  permutations  circulaires  alternées  lorsque  />  est  pair;  quasi 
alternées  lorsque  n  est  impair. 

110.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  somme  de  tous  les  termes 
de  la  ligne  d'indice  n  esl  égale  au  nombre  total  des  permutations 
circulaires  de  n  objets  distincts,  c'est-à-dire  au  produit  des  //  —  i 
premiers  nombres. 

111.  Les  nombres  qui  composent  la  ligne  d'indice  n  sont,  de 
gauche  à  droite, 

Q«,25  Q«,i>  Q«,6 Q«,2V, 

v  désignant  toujours  la  partie  entière  de  la  moitié  de  n. 

Pour  découvrir  les  propriétés  particulières  de  ces  nombres,  et 
étudier  plus  lard  le  triangle  entier  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires,  nous  relierons  entre  eux  les  nombres  qui  com- 
posent la  ligne  d'indice  //.  en  les  regardant  comme  les  coefficients 
d'un  même  polynôme.  Ce  polynôme,  (pie  nous  désignons  par 
K„(jr),  ou  plus  simplement  par  k„,  est  défini  par  l'égalité 

K«(#)=  Q„, t-h  Q„,4.z  -4-  Q,lJl-r1-i-...-rQ,l^r'<-K 

Nous  l'appelons  le  polynôme  horizontal  correspondant   à  la 
ligne  d'indice  />,  ou  plus  simplement  le  polynôme  d'indice  n. 

Il  esl  évident,  de  plus,  que  ce  polynôme  n'existe  que  pofir  n 
supérieur  à  i.  et  qu'il  est  toujours  du  degré  v —  i. 

II.      -   Relation   entre  DEUX  polynômes  horizontaux 

CONSÉCUTIFS. 

I  VI.  l'our  obtenir  une  relation  entre  deux  polynômes  horizon- 
taux consécutifs  quelconques,  nous  partirons  de  notre  formule 
fonda  m  en  taie 

Q«,«     SQ«  i,*-*-  <  "  —  *     0  Q«  m  •-• 

que  non-  écrirons  ainsi 

Q«,       »Q«  i        »Q«   \,i  s  \-{n      i  iQ„  i(>,  j'; 


—  le,:;  - 
el  nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair. 

113.   Supposons,  en  premier  lieu,  //  pair  ci  égal  à  >.~r.  écrivons 
ces  v  égalités 

Q2v,v  =  4Q2v-i,4—  4  Qjv-i,ï  -+-(av-t-i)Q2v_,|2, 
Qav,6  =&Q2v-i,6— 6  Qïv-i,*  -+-(2v-f-i)Qsv_,)4, 
Qav.s   =8Q2v-i,8— 8   Qîv-1,6      ■+-(2v-t-i)Q2./_1,6, 


Qav.av  = —  2vQ2v_1)2v_2  -+-  (av  -4-i)Q3v_li2v_2, 

qui  découlent  toutes  de  notre  formule  fondamentale;  puis  multi- 
plions la  première  d'entre  elles  par  i,  la  deuxième  par  ./•,  la  troi- 
sième par  a;2,  .  .  . ,  la  dernière  par  ^>v_l . 

Si  nous  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  toutes  ces 
égalités  ainsi  multipliées,  nous  trouvons  un  résultat  pour  le>  pre- 
miers membres,  et  trois  pour  les  seconds.  , 

Le  résultat  de  l'addition  des  premiers  membres  est 

Qîv.î-t-Qîv^^-t-Qav.e^-f-.-.+  Qîv.sv^-1, 

c'est-à-dire  le  polynôme  Kiv. 

Les  trois  résultats  de   L'addition,    par   colonnes,    des  seconds 

membres  sont 

>[   Qsv-i.î    —  îQïv-1.;.''  —  3Q2v-i,6a?M-..--+-(v—  i  ^h^-i.^-i'-''-'2]. 

-2[2Qiv_,,,.;^  K>,v_i. ■>.(■-—  ^'Oov-j.,^3-*-...—         vQ2v_,i2v_2arv-i]) 

<av-i).r[   Q2^,f2     ■        Qsv-i,**  +     Q2v-,l6a?2-<-...-i-  '.'ivi.;.,-!  '■•'--!: 

ils  ont  pour  sommes  respectives 

fl?(a?K2v_i)  c?(arsK»v— ij 

2 r »  -2 ~ ,       (  ■>.>,  —  I  i./  K2V _,. 

Il  s'ensuit  immédiatement  cette  relation 

K2v  =  2  -7-  [1   /■  —  r-  )  k  ••>.,_,  I  —  (  2V  —  i)./-  K2v_i, 

entre  les  deux  polynômes  horizontaux  consécutifs  k2v  et  Kiv_|. 
lli.   Supposons,   en  second  lieu,   n  impan   el  égal   à    2V-J-  1: 


—   Kifi  — 
écrivons  ces  v  —  1  égalités 

QgV+1,2   =  2    Qiv,», 

Qtv+i.t   =  i    Qsv,*  —  i   Qsv.s       -f(2v-f-2)Q2V)î, 

QîV+1,6     =<^     QSV,6    —  <>     Q2V.4  H-(»V-4-a)Q,v,4, 

QïVH  l.îv  =   2vQSVi2V—  2vQjv,2V-2+  (  2  V  H-  a)Q2Vl2V-2i 

o  = —  (av -+-  a) Qsv,2v+  (a v  -+-  a)< }gV|*vi 

dont  les  v  premières  résultent  de  notre  formule  fondamentale,  ei 
dont  la  dernière  est  évidente;  puis  m  ni  li  pi  ions  la  première  d'entre 
elles  par  i.  la  deuxième  par  ./*.  la  troisième  par  ./•-,  .  .  . ,  la  der- 
nière par  ./'. 

Si  nous  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  toutes  ces 
égalités  ainsi  multipliées,  nous  trouvons  un  résultat  pour  les  pre- 
miers membres,  et  trois  pour  les  seconds. 

Le  résultat  de  l'addition  des  premiers  membres  est 

Qiv+i.a^  Qtv-M.ttt  -+-  Q2v4-1.fi  a?2-+-.  .  .-h  Q2v-Ht,«v.a?v_1i 

c'est-à-dire  le  polynôme  K.2v+i- 

Les  trois  résultats  de  l'addition,  par  colonnes,  des  seconds 
membres  sont 

a[    Q2v,2    -t-aQÎVi4a7 -1- 3Q2Vj$a7!-t-...-+-  vQ^sva?*-1], 

—  ■}.[■>  QÏVi2a?  +  3  Q2v,*a:2+  i  (>2v,6  #3  -*-•••  ■+■  (v-+-i)Q2v,2v#v] , 
(a»+a)*|    Q2v,2    -+-    <»2v..'-    h    QSv,6 ** •+-...-+-  Qw.sv**-1]; 

ils  ont  pour  sommes  respectives 

r/i,-W,,,  rf(**K2v)        . 

—  ,      -a ? —     -      (av    •   2);rK2v. 

d.r  il.r 

Il  s  ensuit   immédiatement  celte  relation 

lv,v  1  1  =  >  j-  [(  ./■  —  ./•-  1  K2V  I  -+-  (av  H-  •>.  i.r  K,v 

entre  les  deui  polynômes  horizontaux  consécutifs  k._,.,(,  el  K,v. 
1  Ki.  Récrivons  les  deux  égalités 

K2V         •'h  |   /       /•-  iKiv  il      (av-t-i  ).r\\ri  ,. 

K    .     i         !  y-   [l   '         ■'•'-'  )KSy  I  I    -'         <).'kJv. 


KiT 


que  nous  venons  d'obtenir.  Nous  avons  établi  la  première  I  1  13), 
en  supposant  n  égal  à  2v;  la  seconde  (114),  en  supposant  //  égal 
à  avH-i.  Réciproquement,  si  nous  remplaçons  2V  dans  la  pre- 
ière  par  //.  dans  la  seconde  par  n  —  i,  nous  obtenons  la  formule 


m 
unie 


K„  =  '2  -j-  {(■>■  —  .r-  )  K„_,  |  -+-  (rt  -+-  i).rl\„_,  : 
d.r 

et  si,  dans  cette  formule  unique,  nous  effectuons  la  différentiation 
indiquée,  nous  arrivons  à  ce  théorème  : 

Deux  polynômes  horizontaux  consécutifs  quelconques  sont 
toujours  reliés  entre  eux  par  l'équation 

K„  —  [2  4-  (n  —  3)ar]  K„_,  -+-  i{x  —  x*)K'n_t, 

clans  laquelle  K'„_(  désigne  la  dérivée,  par  rapport  à  .r,  du 
polynôme  K.n_i . 

110.  L'équation  aux  différences  mêlées  que  nous  venons  d'é- 
tablir, et  qui  relie  entre  eux  deux  polynômes  horizontaux  consé- 
cutifs quelconques,  est,  dans  l'élude  de  ces  polynômes,  la  relation 
la  plus  importante.  Parmi  les  nombreuses  conséquences  qu'elle 
entraîne,  il  en  est  deux  qu'on  peut  obtenir  immédiatement.  Ce  sont 
celles  qu'on  en  tire  en  y  remplaçant  x  par  o,  puis  par  i ,  c'est-à-dire 
parles  deux  racines  du  binôme  .r  —  x-,  qui  multiplie  la  dérivée 

117.  Remplaçons  x  par  o.  La  relation  considérée  (Mo)  se  ré- 
duit à 

K„(o)  =  2K„_i(u). 

Or  K„(o)  et  Kw_,  (o)  ne  sont  respectivement  autre  chose  (pic 
les  premiers  coefficients  des  polynômes  Jvw(.r)  et  K„„,(.r),  c'est- 
à-dire  que  les  nombres  Q«,2  et  Q«-i,2-  Donc,  quel  que  soit  //, 

Q«,2=  2Q«-1,2- 

Donc,  dans  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, les  termes  composant  la  première  adonne  verticale 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  ■>.. 

(î'esl  là  un  résultat  «pie  nous  avons  déjà  (76)  démontré. 
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I  IX.    Remplaçons  x  par  i.  Notre  formule  (  115)  se  réduil  à 

Ka|  i)  =  (n.  —  i  |K„_t<  1 1  ; 
et,  comme  K.2(i)esl  égal  à  i.  il  s'ensuil 

k  „  (  i  )  —  r  .  n .  3 .  .  .  (  n  —  i  i  —  i  n  —  i  i  ! 

Or  KH(i)  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  Ions  les  coeffi- 
cients du  polynôme  k„(.r).  Donc 

Q«,8+  Q«,*  +  Q»,6  -+--••-+-  Q„,2V  =  (»  —  !)! 

C'est  là  un  résultat  à  peu  près  évident,  que  nous  avons  d'ail- 
leurs (  1 10")  Indiqué  plus  haut. 


[II.- —    \   \LF.UKS,    l'Oll!    X  —  l,    DE    QUELQUES    DÉRIVÉES    DE    k„i./'l. 

1  19.   Considérons  la  formule 

l\„(.r)  =  [a-+-(/i  —  {).r]K„_1(.n-^2(.r  —  .r^k;,__  ,(./•!. 

que  nous  venons  d'établir  (115),  et  prenons,  par  rapport  à  ./■,  les 
dérivées  d'ordre  p  de  ses  deux  membres.  Nous  trouvons,  après 
quelques  réductions  simples,  l'égalité 

j  p{n  -  ■>./'  —  0*if  .n<  -r) 
KJf  (a?)  =         +|  >/>  +  2  -+-  (n  —  4p  —  3  ).r  |  K;/- ,  (  a?) 

—  -2  1./-  —  .r1  lIv/'V    (x). 

Remplaçons  maintenant  .r  par  i,  nous  trouvons  finalement 
j   p{n-ip-iWl  :  (i) 


K,/'  (  i  )  = 


(  H-(n  —  '/'  —  i  )K;/L,(  i 


Cette  nouvelle  égalité  nous  permettrait  de  calculer  de  proche 
en  proche,  pour  a?=  i,  les  valeurs  numériques  des  dérivées  suc- 
cessives de  qos  polynômes  horizontaux.  Nous  pourrions  chercher 
à  en  déduire  l'expression  générale  de  k^"(i)  en  fonction  de  //  et 
de  /'.  Nmis  nous  bornerons  à  en  tirer  l'expression  particulière  de 
K^i  i)  et  (•■Ile  de  K.«(i). 

1 120 .  Pour  calculer  K.'(i),  remplaçons  />  par  i  dans  la  for- 
mule (  I  11)  i  qui  nous  don  ne  k  \f  (  i  >.   Nous  ol  il  en  on  s 

K;,,,      (/j    -  3)K'„    ,(i)      («        ;>lv,"  ,m). 
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Il  est  évident  que  R^,(i)  n'est  autre  chose  que  la  valeur,  poui 
a?  =  i5  du  polynôme  R„_,(#).  Cette  valeur,  comme  on  l'a  vu 
(118),  est  égale  à  (/i  —  a)î  Donc  notre  nouvelle  formule  se  ré- 
duit à 

k;,(i)  =  (n  —  3)K^_1(i)-i-(n  —  3)(/i  —  a)!; 

et  c'est  de  là  que  nous  allons   tirer  K'„(i)  en  fonction  de  n. 

121.  Considérons  pour  cela  cette  formule  de  récurrence  (120) 
entre  R'„(i)  et  R'w_,(i).  Par  son  aspect  même,  elle  nous  conduit 
à  essayer  si,  en  y  mettant,  à  la  place  de  K^(i),  le  produit  par 
(n  —  i)!  d'un  polynôme  du  premier  degré  en  /?,  on  n'y  satisfe- 
rait point. 

On  arrive,  par  cette  voie,  à  l'expression 

Ki(i)=  — j— (n  — i)!, 

qui  répond  à  la  question  toutes  les  fois  que  n  est  égal  ou  supé- 
rieur à  3. 

122.  Pour  obtenir,  en  fonction  de  n,  l'expression  de  R^(i), 
revenons  à  la  formule  (119)  qui  nous  donne  R^'(i);  et,  dans 
cette  formule,  remplaçons  p  par  i.  Nous  trouvons 


Or 
Donc 


K£(i)  =  (»  —  5  )K;;_,(d  -f-a(n  —  5)k;,_,(d. 


K;;(i)  =  (n  —  5)K;_t(i)-4-  »(«  —  5)^-=-^  (n  —  i)\ 


Et  c'est  de  cette  dernière  égalité  que  nous  nous  proposons  de 
tirer  K ^ ( i )  en  fonction  de  /?. 

123.  Considérons  pour  cela  celle  formule  (122)  de  récurrence 
entre  R^(i)  et  R^_,(i).  Par  son  aspecl  même,  elle  nous  conduit 
à  essayer  si,  en  y  mettant  à  la  place  deR*  (i)  le  produit  par  (n  —  i)! 
d'un  polvnôme  du  second  degré  en  /?,  on  n'y  satisferait  point. 

On  arrive,  par  cette  voie,  à  l'expression 

(n  —  5  )  (  5  n  —  18  ) 

K;.(l)=  2 7T ("—i)!, 

|3 
XXIII.  I    ! 
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qui  répond  à  la  question  el  qui  est  vraie  toutes  les  lins  que  n  est 
égal  «  »  ii  supérieur  à  ■>. 

I\.  —   Somme  et  valeub   moyenne   des  nombres  de  séquences. 

\"1\.   Considérons  les  deux  égalités 

K»(i)  =  («  —  i)! 
K^(i)=  '^~  «  »-■>•' 

dont  la  première  est  pour  ainsi  dire  évidente,  et  dont  la  seconde  a 
été  établie  (121)  précédemment. 

Si  nous  en  écrivons  les  premiers  membres  sous  forme  déve- 
loppée, elles  deviennent 

Q»,ï-»-  Q«>*-+-Q«,6-t-Q«,8+---  +  Q«,ïv=  (n  —  i)\ 
Q«,4-t-2Q*MH-  3Q„,8+-  .  ..-f-(v  —  i)Q«,»==  "-y^(«  — i)!; 

el  si  nous  ajoutons  ces  deux  dernières  relations  membres  à 
membres,  après  les  avoir  multipliées  l'une  et  l'autre  par  2,  nous 
ii  ouvons 

»Q»,2-»-  4  Q»,4  +  6Q«,6-t-  ...  -H  2vQ„)2v  =  __.(n_  i)! 

125.  Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  égalité  n'est  évi- 
demment autre  chose  que  le  nombre  total  des  séquences  que  pré- 
sente le  système  complet  des  permutations  circulaires  des  n  pre- 
miers nombres,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  nombres  des 
séquences  contenues  dans  toutes  ces  permutations.  De  là  ce 
théorème  : 

Dans  le  système  complet  des  permutations  circulaires  des 
n  premiers  nombres,  si  Von  désigne  par  l„  la  somme  des 
nombres  de  séquences  de  toutes  les  permutations,  on  a,  pour 
tonte  valeur  de  n  supérieure  éi  •>. 

/„-    j-(«      i)! 

126.  Le  nombre  moyen  des  séquences  que  présente  chaque 
permutation  circulaire  des  //  premiers  nombres  est  le  quotient  du 
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nombre  total  I  „  des  séquences  de  ces  permutations  circulaires  par 
le  nombre  (n —  i)!  de  ces  permutations  circulaires  elles-mêmes. 

Donc 

Si  l'on  désigne  par  />>„  le  nombre  moyen  des  séquences  que 
présente  chaque  permuta  lion  circulaire  des  n  premiers  nom- 
bres,  on  a,  pour  toute  calcul-  de  n  supérieure  à  2, 

>  n 

'»  n.  —  -5-  ' 

> 

127.  Divisant  par  n  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité, 
nous  trouvons  l'égalité  nouvelle 


de  là  ce  théorème  : 

Dans  les  permutations  circulaires,  pour  toute  valeur  de  n 
supérieure  à  2,  le  rapport  du  nombre  moyen  des  séquences 
d'une  permutation  au  nombre  des  éléments  de  cette  permuta- 

twn  est  toujours  égal  a  — 

Dans  les  permutations  rectilignes,  ce  même  rapport,  lorsque  n 

croît  indéfiniment,  tend  vers  la  limite  '-;   mais,  lorsque  //  est  fini. 

sa  valeur  dépend  de  n.  Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
nous  donne  donc  un  nouvel  exemple  dune  propriété  asympto- 
tique  des  permutations  rectilignes  transformée  en  une  propriété 
habituelle  des  permutations  circulaires. 

Ce  théorème,  d'ailleurs,  nous  semble  fort  remarquable.  Nous 
l'avions  obtenu  il  y  a  déjà  longtemps;  nous  l'avons  donné  pour  la 
première  fois  au  mois  d'avril  i8o,3,  dans  l'une  des  séances  (') 
du  Congrès  des  Sociétés  savantes. 

\.  —   Somme  et   valeur    moyewwe  des  carrés  des   nombres 
de  séqukxces. 

128.    Supposons   formé   le  Tableau  complet  des  permutations 

circulaires  des  n  premiers  nombres;  et  au-dessous  de  chacune  de 
ces    permutations    écrivons    le   carré    du    nombre    des   séquences 

(')  Voir  le  Journal  officiel  du  6  avril  >■ 
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qu'elle  renferme.  Nous  écrivons  ainsi  autant  de  carrés  qu'il  y  a  de 
permutations;  et  nous  nous  proposons  de  calculer,  d'abord  la 
somme  de  tous  ces  carrés,  ensuite  leur  valeur  moyenne. 

129.  Pour  y  arriver,  écrivons,  sous  forme  développée  et  en  y 
remplaçant  x  par  i,  le  polynôme  Kw(x)  et  ses  deux  premières 
dérivées.  Nous  avons 

Q»,*-4-Q»,*-t-     Q«,g+      Q*,8-*-----+-  Q«,2v- 

Q»,t-H    aQn,6-+-     3,  Q«,8 -+-...-+-  (v  —  i).Q»,svj 

«  •  2 Q»,6  +  2 . 3  Q„,8  -h. . . -+-  (v  —  a) (v  —  i)Q«,i>. 

Ajoutons  maintenant  ces  trois  développements,  en  multipliant 
le  premier  par  4»  le  deuxième  par  12,  le  troisième  par  4,  et  en 
tenant  compte  de  l'identité  évidente 

4  +  i-2(/  —  i)  +  4(/  —  a)(/—  i)  =  (a/)*. 

Nous  trouvons  comme  total 

22Q,*,2-h42Q«,*-i-6îQ„j6H-...-<-(2v)*Q„,8v, 

c'est-à-dire  la  somme  même  des  carrés  des  nombres  de  séquences. 

130.  Cette  somme  est  donc  égale  à 

4k„(i)-H  i-2k;,(u-i-4K;;(i). 

Or.  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  les  expressions 

k„(i),   k;<i),   k;;(i) 

onl  pour  valeurs  respectives,  en  fonction  de  n, 

n  —  3,  .        <«  — 5)(5/i  — 18), 

(n  —  1)!,      — - — {/*  —  i)î,      ^- '(n  —  1)!. 

.1  43 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  somme  trouvée,  et  en  effectuant 
les  calculs,  nous  arrivons  au  résultat  suivant  : 

Dans  le  système  complet  des  permutations  circulaires  des 
n  premiers  nombres,  si  l'on  désigne  par  l.„  la  somme  des  carrés 
drs  nombres  de  séquences  de  toutes  ces  permutations,   ou  <i. 

pour  toute  râleur  de  11  supérieure  à    \, 

1  //  (  "1  n    ;    2  1 

L„  - -tu  —  1;! 

1  ' 
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131.  Pour  avoir  la  valeur  moyenne  des  carrés  des  nombres  de 
séquences,  nous  divisons  la  somme  Ln  de  ces  carrés  par  leur 
nombre  (/?  —  i)!  Nous  voyons  alors  que  : 

Si  l'on  désigne  par  M„  la  valeur  moyenne  des  carrés  des 
nombres  de  séquences,  on  a,  pour  toute  râleur  de  n  supé- 
rieure à  4, 

_  \  n  (3»+  2 ) 

132.  Cherchons  le  rapport  de  cette  valeur  moyenne  M„  du 
carré  du  nombre  des  séquences  d'une  permutation  circulaire  au 
carré  n2  du  nombre  des  éléments  de  cette  permutation.  Nous  trou- 
vons, pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  4- 

Mn  _  4(5/1  +  2) 
n"  i  ">  a 

et  nous  arrivons  immédiatement  à  ce  théorème  : 

Lorsque  n  croît  indéfiniment ,  le  rapport  de  la  valeur 
moyenne  du  carré  du  nombre  des  séquences  d 'une  permutation 
circulaire  au  carré  du  nombre  des  éléments  de  celte   même 

permutation  tend  vers  la  limite  -• 

'  9 

133.  Ce  dernier  résultat  est  le  même  que  pour  les  permuta- 
lions  rectilignes.  Il  semble  très  curieux,  si  l'on  remarque  que  - 
est  le  carré  de  ^- 

134.  D'ailleurs,  c'est  dans  le  Chapitre  que  nous  finissons  que  se 
manifeste  surtout  l'appauvrissement  dont  nous  avons  parlé  en 
commençant  (4)  et  qui  résulte  de  ce  que  les  permutations  circu- 
laires ont  toutes  un  nombre  pair  de  séquences. 

CHAPITRE  Vf. 
ENSEMBLE  DU  TRIANGLE. 

I.  —   Série  génératrice  de  tout  le  triajn<;le. 

135.  Prenons  la  suite  indéfinie  des  polynômes  horizontaux 

Ks(a?),     M»),     lv.'  '  '•     K  '  '  ■ 
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et  ajoutons  ces  polynômes,  dans  l'ordre  même  où  ils  se  succèdent, 
après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  les  termes  du  déve- 
loppement <le  ,'\  c'est-à-dire  par  les  (acteurs 


y  y*  yZ 

''     7T'    T\'     3T'     '•" 
Nous  formons  ainsi  la  série 

K  , |  .,. ,  +  ^.  K3(x)  +  £Î  K4  (*)-+-  ^  K,i  a?)  -h  . . .; 

et  eetle  série,  entière  et  à  deux  variables,  est  la  série  que  nous 
allons  étudier. 

136.  Celte  série  se  rapporte  au  triangle  entier  des  séquences 
des  permutations  circulaires.  Chaque  nombre,  en  effet,  de  ce 
triangle  figure  comme  facteur  dans  l'un  des  termes  de  cette  série. 

I!  est  facile  de  trouver  le  terme  de  la  série  où  figure  le  nombre 
Q„  ,  du  triangle.  Ce  terme  appartient  évidemment  au  produit 

c'esl  le  terme 

O      „     rG—  1  V     - 

in  -•>.;!     '"-aX       y        ■ 

où  la  lettre  t  désigne  la  moitié  de  s. 

Nous  sommes  donc  fondé  à  nommer  cette  série  la  série  genr- 
ratrice  du  triangle  tout  entier.  C'est  ainsi  que  nous  la  nomme- 
rons  dorénavant . 

\?û .  D'après  ce  que  nous  savons  sur  les  polynômes  horizon- 
taux, nous  voyons  immédiatement  ce  que  devient  celte  série  gé- 
nératrice, lorsqu'on  \  remplace  successivement  x  par  o  et  par  i. 

Lorsqu'on  \  remplace  x  par  o,  chaque  polynôme  horizontal 
k„    /  i  se  réduit  à  son  premier  terme,  c'est-à-dire  à  2"   !.  La  série 

i|e\  ienl 

>'  1  -'  1  ; 

I  -+•  -,  2  -+-  J—.  22  -t-  •—  ■x'K  ■+-...; 
1  !  ■ .  6  ! 

«•Ile  se  réduit,  par  conséquent,  au  développement  de  r-'1. 

Lorsqu'on  \  remplace  x  par  1,  le  polynôme  k„i./  >  se  réduit, 
quel  que  3oil  /' ,  a  la  somme  de  tous  ses  coefficients,  c  est-à-dire  à 
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n  —  i)! ,  el  la  série  considérée  se  réduil  à  la  suite 
i  +  iy  -+  Jr2  —  \y2-*---  •• 
dont  nous  nous  occuperons  bientôt. 

H.    —    Fonction    GÉNÉRATRICE    DE    TOUT    LE    TRIANGLE. 

138.  Considérons  la  série  génératrice  du  triangle,  et  rempla- 
çons-y  à  la  fois  x  par  i .  et  y  par  i  .  Puisque,  quel  que  soit  n. 

K„(  i)  =  (/i  — i)!, 

cette  série  se  réduit  à  la  suite 

i  —  Î  +  3  +  4  +  .... 

qui  est  évidemment  divergente.    Ainsi,  la   série  génératrice   esl 
divergente,  lorsque  x  et  r  sont  tous  les  deux  égaux  à  1  unité. 

139.  Dans  celte  même  série  général rice,  remplaçons  par  i  la 
variable  x  seulement.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  série  devient 

Or,  dans  cette  nouvelle  série,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  limite  y.  Donc  cette  nou- 
velle série  est  convergente  toute-,  les  fois  que  la  valeur  absolue 
de  y  est  inférieure  à  l'unité. 

Il  est,  d'ailleurs,  facile  de  voir  que.  pour  toutes  ces  valeurs  de  j', 
on  a  identiquement 

i  —  ?.  y  —  3  v-  —  (y3 -+- ...  = ,  • 

(l—  y)* 

1 40.  Ainsi,  notre  série  génératrice  est  convergente  lorsque  .r 
est  égal  à  i .  et  que  y,  en  valeur  absolue,  esl  inférieur  à  ce  nombre. 
Il  s'ensuit  immédiatement  ce  théorème  : 

La  série  génératrice  du  triangle  des  séquences  des  permu- 
tations circulaires  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
et  de  y  dont  1rs  modules  sont  l'un  et  Vautre  inférieurs  à 
V  unité. 

On    peu!    même  (aire   remarquer  «pie.   pour  toutes  ces  valeurs 
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de  ./  et  de  r.  la  série  génératrice  esl,non  pas  .simplement  comcr- 
gente,  mais,  suivant  l'expression  consacrée,  absolument  conver- 
ge 


sente. 


\\\.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  xetj 
soient  réels,  et  que  leurs  valeurs  absolues  soient  toutes  les  deux 
inférieures  à  L'unité. 

La  série  génératrice  sera  donc  toujours  convergente.  Sa  somme 
sera  donc  toujours  une  fonction  réelle  bien  déterminée  des  va- 
riables x  et  y.  Nous  désignerons  cette  fonction  par  %(x,y)  ou, 
plus  simplement,  par  ;,  et  nous  l'appellerons  la  fonction  généra- 
trice du  triangle  des  séquences  des  permutations  circulaires. 

142.  Nous  pouvons  maintenant  exprimer  le  nombre  Q//,2<y  à 
l'aide  de  la  fonction  génératrice  £. 

D'après  ce  qui  précède  (136).  en  effet,  le  terme  de  cette  fonc- 
tion où  figure  Q«,2«7  est  le  terme 


>■ 


Prenons  la  dérivée  de  ce  terme  ? —  i  fois  par  rapport  à  .r,  et 
n  —  2  fois  par  rapport  à  y.  Nous  trouvons  pour  résultat  final 
(7 —  i)l  Q/i,2ff-  Orj  ce  résultat  n'est  autre  chose  que  celui  qu'on 
obtient  en  prenant  la  dérivée  de  la  fonction  génératrice  a  —  i  fois 
par  rapport  à  .r.  puis  n  —  a  fois  par  rapport  à  y,  et  en  remplaçant 
finalement  chacune  de  ces  variables  par  zéro.  Nous  avons  donc 


<.>„.M  = 


^«-t-ff-3  t 


(<r  —  i)  !  \  âx°- 
I  elle  est  l'expression  cherchée. 


ru—  o  fc  \ 


III.  —   Equation    lus  dérivées  partielles. 

1  1-3.  Pour  obtenir  l'équation  <n/.r  dérivées  partielles  a  la- 
quelle satisfait  la  fonction  génératrice  c,(x,y),  nous  partirons  de 
l'équation  aux  différences  mêlées  que  nous  avons  trouvée  dans 
n "irt-  cinquième  Chapitre  (115),  el  qui  relie  entre  eu \  deux  poly- 
nômes   horizontaux    consécutifs    quelci  nques.    Nous    l'écrirons 

ainsi  : 

K       - 1\     i       n      ;  -  /  k,   |  ,    x  ./■  —  /■-  ik;,  ,. 
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I  \  ï.   Nous  lirons   immédiatement  de  celte  relation   les   n  —  2 
égalités  suivantes  : 


K3  =  2K2, 

Kv    =2l\:J 

-+- 

i./K:i 

-+-  i( x  —  x-  )Kj, 

K5  =  2Kt 

■+- 

IxK^ 

-H  i{x  —  x2  )K',t, 

K6  =  2  Ks 

■4- 

3.rK5 

■+■  2{x  —  x2)K'-o, 

K„=  2K,,.,  -t-(n  —  3  )^K„_t-f-  i(x —  x-)K'll_x . 
Multiplions-les,  la  première  par  1,  la  deuxième  par-=4>  la  troi- 

y2  *i/*3  1/"  —  3 

sième  par  — ,  >  la  quatrième  par  ^-r>  •  •  •  >  la  dernière  par  — -—7  ; 

r       2  !  l  '3!  l       (n  —  3)1 

puis  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  les  nouvelles 

égalités  ainsi  obtenues. 

Pour  effectuer  cette  addition,  nous  avons  à  considérer  quatre 

colonnes  :   une  fournie  par  les  premiers  membres;  trois  fournies 

par  les  seconds.  Nous  allons  calculer  successivement  les   totaux 

de  ces  différentes  colonnes. 

145.  Considérons  la  colonne  formée  par  les  premiers  membres 
des  équations  ajoutées.  Son  total  T  est  évidemment 

y  y-  yfi — 3 

K3  -h  *-  K4  -+-  «-r  Ks  -t- . . .  +  ~ 5-.  K„. 

ï  !  2  !  (  n  —  3  )  ! 

Il  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  partielle,  par  rapport  à  y,  de  la 
suite  limitée 

K2  -+-  4  K3  +■  ^  K4  -f-  Z-  K5  +  . . .+  -2. k». 

ï  !  i  !  3  :  i  n  —  2  )  ! 

Celte  suite  limitée,  à  son  tour,  n'est  que  la  somme  des  n —  i 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  du  triangle.  Si  donc  nous 
désignons  celte  somme  par  £„_,,  nous  avons  l'identité 

qui   nous  donne,  sous   une  forme  simple,  le  total  des  premiers 
membres  de  nos  équations. 

146.  Considérons  la  colonne  formée  par  les  premiers  termes 
de  lous  les   seconds  membres.   Son   total  T,   est  évidemment  le 


i,ft-3 
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double  île  la  suile  limitée 

K,       ~  W.       '  ,  K;  +  3jK6  +  . . .-+■  (/;'_3),  K».f. 

('.rite  suit»1  limitée  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  n —  2 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  du  triangle.  Si  donc  nous 
désignons  cette  somme  par  ;/,_2,  nous  avons  l'identité 

qui  nous  donne  le  total  de  la  première  des  colonnes  formées  par 
les  seconds  membres. 

1  i7.  Considérons  la  colonne  formée  par  les  deuxièmes  termes 
de  tous  les  seconds  membres.  Son  total  T2  est  évidemment  le 
produit  par  xy  du  polynôme 

y  i/2  yii  —  \ 

Ks-f-  7jK*-+-^ï  K«-*-  •  •  •  +  (n_4)!  K"-»- 

Ce  polynôme  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  partielle,  par  rap- 
port ày,  de  la  suite  limitée 

y  yl  y -S  y  II  — 'A 

K,  +  ■-  K3  -4-^  K4  -H^Kb  -+-  . . .  -+■      J  K_,. 

1  !  2 .  S  :  (  n  —  3  )  ! 

Cette  suite  limitée,  à  son  tour,  n'est  que  la  somme  des  n —  2 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  £.  Si  donc  nous  désignons 
cette  somme  par  £„_2>  nous  avons  l'identité 

(pu  nous  fait  connaître  le  total  de  la  deuxième  des  colonnes  for- 
mées  par  les  seconds  membres. 

148.  Considérons  enfin  la  colonne  formée  par  les  derniers 
termes  de  tous  les  seconds  membres.  Sou  total  T:1  est  évidemment 
le  produit  pai  2  1 x  —  a?2)  du  polynôme 

y  yl  1/**  1'"      •* 

?.K>     ..>'■     fr»  +  -+(^=ÏJI,ti- 
Ce  polynôme   n'est   autre  chose  que   la  dérivée  partielle,   par 
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rapport  à  ,r,  de  la  suite  limitée 

Y    r  y%  y%  yti—3 

Kj  H r  K:j  -+-  "— r  K;  -1-  —  K5-K  .  .  .  -+-   — : 5-7  K„_  1 . 

1  !  a  !  3  !  (  n  —  3  )  ! 

Or,  nous  avons  rencontré  déjà  (147)  cette  suite  limitée.  Nous 
l'avons  désignée  alors  par  ç„_o.  Nous  avons  donc  l'identité 

T,=*a<*-*i)& 


qui  nous  fait  connaître  le  total  de  notre  quatrième  et  dernière  co- 
lonne. 

149.   En   se   reportant  aux  équations  ajoutées  précédemment 
(144),  on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

T  =  T,+  T\+T3. 

Remplaçons  ces  quatre  totaux  par  les  valeurs  que  nous  leur 
avons  trouvées,  nous  obtenons  l'équation 

-~ —  =  2fB_2-4-  xy  ~ h  1{X  —  X-) r 

Oy  J      Oy  dx 

Cette  équation  a  lieu  quels  que  soient  n,  x  ely.  Supposons  x 
et  y  réels,  et  leurs  valeurs  absolues  toutes  deux  inférieures  à 
l'unité.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment  (141). 
lorsque  n  croît  indéfiniment,  ç„^2  tend  vers  la  fonction  généra- 
trice H:  les  expressions  \"-—  et  ~-^  tendent  chacune  vers  la  dé- 
1  oy  oy 

rivée  partielle  -1  ;  l'expression  ■  ,"~2  tend  enfin  vers  -r-«  A  la  li- 
mite donc  l'équation  précédente  devient 

dy  Vf  dx 

ou  bien 

et  celte  égalité  exprime  que  la  fonction  génératrice  ;(./.r)  du 
triangle  entier  des  séquences  esl  l'une  des  fonctions,  en  nombre 
infini,  qui  satisfont  à  l'équation 

laquelle  esl  une  équation  aux  dérivées  partielles. 


ISO 


IV.  —   Intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 

PARTIELLES. 

K)0.  L'équalion  aux  dérivées  partielles  que  nous  venons  d'ob- 
tenir (149)  est,  à  la  fois,  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
Comme  on  le  sait  depuis  La  grange,  il  suffit,  pour  en  former  l'in- 
tégrale générale,  de  calculer  deux  solutions  du  système 

dx  dy       _  rfZ 


a(a?a  —  x)        i  —  xy       i'. 

qui   est  un   système  d'équations  différentielles   ordinaires,    puis 
d'écrire  que  ces  deux  solutions  sont  fonctions  l'une  de  l'autre. 

loi.   Considérons  d'abord  l'équalion 
dx  dy 


i{x~  —  x  )        i  —  xy 

C'est  une  équation  différentielle  ordinaire,  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré,  qui  peut  s'écrire 

dy 

2(ar2  —  x)  -~  -+-  xy  —  i  =  o. 

En  l'intégrant  par  le  procédé  habituel,  on  trouve 

y\ 


L -—  yyj\  —  x  =  X, 


X  désignant  une  constante  arbitraire. 

152.    Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

dx      _  d& 

x1 —  x         S 

dont  l'intégration  se  réduit  évidemment  à  une  quadrature. 
En  effectuant  celte  quadrature,  on  arrive  à  ce  résultat 

\x  désignant  encore  une  fonction  arbitraire. 

I  •••'».    Pour   former  l'intégrale    générale   de   l'équation  aui  dé- 
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rivées  partielles  (149),  il  nous  suffit  à  présent  de  poser 

ix  =  8(1), 

0  étant  une  fonction  arbitraire,  puis  de  remplacer,  dans  celle 
égalité,  les  constantes  jj.,  ),  par  les  expressions  en  x,  enj  et  en  E, 
auxquelles  elles  sont  égales.  En  opérant  ainsi,  nous  arrivons  à 
l'équation 

qui  est  l'intégrale  générale  cherchée. 

Comme  on  peut  le  vérifier  aisément,  elle  reproduit,  par  l'élimi- 
nation de  la  fonction  arbitraire,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
(149)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

V.  —   Fonction  génératrice  %(x,y). 

154.  L'expression  de  S  que  nous  venons  de  former  (153)  est 
l'intégrale  générale  de  notre  équation  aux  dérivées  partielles.  Ren- 
fermant en  elle  une  fonction  arbitraire©,  elle  peut  donner  pourZ 
une  infinité  de  fonctions  différentes.  Nous  allons  chercher,  parmi 
ces  fonctions  en  nombre  infini,  celle  qui  est  précisément  la  fonc- 
tion génératrice  q(x,y)  du  triangle  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires. 

155.  Désignons  par  H  l'expression  de  0  qui  correspond  à  cette 
fonction  génératrice  £.  Nous  avons 

}■  l  —  x  n   / i     H-y7!  —  x  / 

$=— T^ï — jV— 

Or,  cette  fonction  génératrice  ;,  lorsqu'on  v  remplace  y  par  <>. 
se  réduit  à  Qa,2i  c'est-à-dire  à  i . 

Remplaçons  ainsi  y  par  o  dans  celte  dernière  relation.  Nous 
trouvons 


\/  X 


et,  par  conséquent, 

i-tYT 


0     L 


yx 

toutes  les  fois,  d'ailleurs,  (pie  x  est  réel,  et,  en  valeur  absolue, 

inférieur  à  lu  ni  té. 
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156.    Pour  obtenir  l'expression  même  Je  celle  fonction  parti- 
culière 8,  posons 

yfx 

Nous  avons  immédiatement 

i  -+-  y7 1  —  x  =  \J x .  e", 
d'où  il  suil 

i  —  /i  —  x  =  y  ,r .  e~  ¥1 
et,  par  conséquent, 

Portant  ces  résultais  dans  L'équation  précédente  (155),   nous 
trouvons,  toutes  réductions  faites, 

8(p)  = 


Telle  est  l'expression  de  la  fonction  particulière  Ô(p). 

157.    Considérons  cette  fonction   particulière  0(c)  et  rempla- 
çons-y la  variable  v  par  l'expression 


-hyi  — 


i  -1-  y  i  —  a  / 

L — Ji/i-^. 

\/x 

Nous  trouvons,  par  un  calcul  sans  grandes  difficultés,  que  celle 
fonction  particulière  prend  la  valeur  9,  donnée  par  l'égalité 

|.r(i+  \/i  —  x)'  e"-y ^ï^ 
"i  — 


[{i+s/i—xY  —  xe^^-xY 
C'est  cette  valeur  que  nous  allons  utiliser. 

158.    Remarquons  pour  cela  que  la   fonction  génératrice  ç  est 
donné»'  (  155)  par  la  formule 


:     !=2e,i 


el  remplaçons,  dans  cette  formule,  0,   par  L'expression  que  is 

venons  d'obtenir.  Nous  trouvons,  après  quelques  réductions, 

i  ,   t.  x  ) (,  .+.  ^ITj-y  eiyST^ 
[(,_y>,_  #)*   ;   .,.r->.>v7=7]î 
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Telle  est  la  fonction  génératrice  du  triangle  entier  des 
séquences  des  permutations  circulaires. 

VL  —   Quelques  vérifications. 

1o9.  Sous  la  forme  où  nous  venons  de  la  donner  (lo8),  la  fonc- 
tion génératrice  du  triangle  se  prêle  assez  mal  aux  vérifications 
que  nous  voulons  faire.  En  particulier,  pour  a?  =  i,  son  numéra- 
teur et  son  dénominateur  s'annulent  à  la  fois  :  elle  devient  en 
apparence  indéterminée. 

160.  On  peut  éviter  cet  inconvénient  en  prenant  l'expression 
de  la  fonction  ç  et  v  remplaçant,  au  dénominateur,  e2->V~'  par 
son  développement.  On  s'aperçoit  aussitôt  que  le  produit  4('  —  x) 
se  trouve  en  facteur  aux  deux  termes  de  la  fonction  Ç.  En  suppri- 
mant ce  facteur  commun,  on  supprime  la  cause  de  l'indétermina- 
tion dont  nous  avons  parlé,  et  l'on  trouve 

(i-t-y7!  —  xY-e'-y^^^ 


iy)/i  —  x       jr2u-.n 
-+-  y  j  —  x  —  xy    ' 


c'est-à-dire  une  nouvelle  expression  de  la  fonction  génératrice 
£(#,y),  préférable  de  beaucoup  à  celle  (lo8)  que  nous  avons 
donnée  plus  haut. 

161.  Dans  cette  expression,  remplaçons  y  par  o,  laissant  x 
quelconque.  Nous  trouvons 

;..r,  O)  =  I. 

11  en  devait  être  ainsi,  puisque,  d'après  sa  définition  même, 
lorsque  y  s'annule,  la  fonction  ;  se  réduit  à  son  premier  terme, 
c'est-à-dire  à  K2,  qui  est  égal  à  î. 

C'est  d'ailleurs  sur  la  connaissance  de  cette  valeur  de  £(#,  o) 
que  nous  nous  sommes  appuyé  (155)  pour  particulariser  la  fonc- 
tion arbitraire  8. 

Iliï2.  I  )ans  la  même  expression  (  160  |  de  ;.  remplaçons  x  par  o, 

s;iiis  toucher  à  r.  Nous  trouvons 
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résultat  que  nous  axions  obtenu  précédemment  (137),  en  le  tirant 
de  la  définition  même  de  la  série  génératrice  du  triangle. 

163.  Sans  toucher  à  y,  remplaçons  encore,  dans  la  fonction 
génératrice  du  triangle,  x  par  i.Nous  trouvons  immédiatement 

:<..r>  =  n-jK)-2, 
résultat  qui  nous  était  (139)  déjà  connu. 

llii.  Les  vérifications  qui  précèdent  sont  les  plus  simples  pos- 
sibles. On  en  pourrait  évidemment  effectuer  une  infinité  d'autres. 

En  particulier,  on  pourrait  considérer  les  dérivées  partielles 
successives,  par  rapport  à  x,  de  la  fonction  génératrice  £,  et  voir 
ce  que  ces  dérivées  deviennent  lorsqu'on  y  remplace  x  par  o.  On 
obtiendrait  ainsi  des  fonctions  de  y  :  ce  seraient  les  sommes  de 
séries,  entières  en  y,  dans  chacune  desquelles  les  différents  termes 
contiendraient,  comme  facteurs,  les  nombres  composant  l'une 
des  colonnes  du  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires. 

En  particulier  aussi,  on  pourrait  calculer  les  dérivées  successives, 
par  rapport  à  r,  de  cette  même  fonction  H,  puis  remplacer,  dans 
ces  dérivées,  y  par  o  :  on  devrait  trouver  finalement  pour  résultats 
les  polynômes  horizontaux  k2,  K3,  K4,  .... 

Au  reste,  ces  différentes  vérifications,  dont  nous  avons  effectué 
les  premières,  seraient  de  plus  en  plus  laborieuses,  et  elles  ne 
présenteraient  qu'un  très  faible  intérêt. 

1(k>.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  études  que  nous  venons  de  faire  sur 
les  permutations  circulaires  rappellent  entièrement  celles  que 
nous  avons  faites  autrefois  sur  les  permutations  reclilignes.  Les 
trois  derniers  Chapitres  du  présent  travail  sont,  pour  ainsi  parler, 
la  reproduction,  sous  forme  réduite,  dans  le  même  ordre  et  parfois 
dans  l( •>>  mêmes  termes,  des  in>i>  Chapitres  composant  notre  Mé- 
moire Sur  le  triangle  des  séquences  <lcs  permutations  recli- 
lienes. 
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NOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS   TRAITÉE  PAR  D'ALEMBERT 
DANS  L'ENCYCLOPÉDIE; 

Par     M.      (i.      M  \  i ■  ]•  i  n  . 


Le  but  de  la  présente  Note  est  très  modeste  :  il  consiste  à  rec- 
tifier des  erreurs  commises,  sans  doute  par  inadvertance,  par 
d'Alembert  dans  un  des  exemples  de  calcul  des  probabilités  qu'il 
traite  dans  V Encyclopédie.  Ce  genre  d'erreurs  est  d'ailleurs  si 
aisé  à  rencontrer  cpie  Lacroix  a  soin,  dans  son  Traité  élémen- 
taire, d'en  prévenir  le  lecteur  pour  l'empêcher  d'v  tomber. 

J'ai  eu  l'occasion  de  reproduire,  dans  mes  Questions  d'Algèbre, 
un  des  exemples  de  d'Alembert.  Celui  dont  je  vais  parler,  quoiqu'un 
peu  moins  simple,  se  résoudra  sans  difficulté,  pouvant  être  ra- 
mené aux  trois  problèmes  suivants. 


1  REM  IF. Il    PROBLEME. 

I.  On  a  sept  urnes.  A.  B,  C,  D,  E,  F,  G,  renfermant  chacune 
une  boule  blanche,  et  respectivement  7,  6,  5,  4,  3,  2,  1  boules 
noires.  On  prend  une  boule  successivement  dans  chacune  d'elles  : 
trouver  la  probabilité  de  n'avoir  que  des  boules  blanches. 

11  y  a  une  chance  sur  8  de  tirer  de  la  première  urne  une  boule 
blanche,  une  chance  sur  7  de  la  tirer  de  la  deuxième,  ....  Ces 
événements  devant  tous  être  concomitants,  la  probabilité  cher- 
chée est 

1         1         I         F         1         1         1 
-tX-X-XtX-tX-X-- 

8765432 

Autrement.  —  Il  y  a  8!  cas  en  tout;  ces  cas  sont  égale- 
ment possibles  et  il  y  a  un  seul  cas  favorable.  La  probabilité  est 

1 
s":  ' 

Généralement.  —   Pour  n  urnes,  la  probabilité  e>i 


xxiii.  i3 
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II.   Menus  conditions.  —   De   L'une  tics  urnes,  considérée  au 

hasard,  on  tire  une  boule:  probabilité  pour  qu'elle  soit  blanche. 

La  probabilité  pour  qu'on  mette  la  main  dans  la  première  urne 

est  -;   la  probabilité  qu'il  sorte  une  boule  blanche  de  cette  urne 

étant  ;»  la  probabilité  du  concours  de  ces  deux  événements  est 

-•-•  Pour  la  seconde,  c'est ,  et  ainsi  de  suite.  La  probabilité 

78  '77  v 

loi  aie  est  donc 

1  / 1        1        1        1        1        r 

-(  — 1 1 ; —  -i 1 — 

:\s       7       (i       5       4       3 

Généralement.  —  Pour  n  urnes,  on  a  de  même 

1      / 1  1  1 


il  —  1   \  n         n  —  1  2 


111.  Mêmes  conditions.  —  On  tire  une  boule  de  chaque  urne  : 
probabilité  d'en  avoir  au  moins  une  blanche. 

Il  y  a  en  tout  8!  cas  possibles,  une  seule  chance  de  n'avoir  que 
des  boules  noires,  8!  —  1  chances,  par  suite,  d'en  avoir  au  moins 
une  blanche. 

La  probabilité  cherchée  est 


8! 
Généralement.  —    Pour  n  urnes,  la  probabilité  esl 


Deuxième  problèm  i  . 

I.  On   prend   les  urnes  A  et  B,  on  tire  une  boule  de  chacune: 

probabilité  pour  que  les  deux  boules  soient  blanches. 

C'est 

1       1 

sx-7 

II.  ]fémes  conditions.  —  On  tire  une  boule  d'une  i\c^  unies: 
probabilité  pour  qu'elle  soit  blanche. 

C'esl 

1  /i 


•A»  +  7 
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I.  On  prend  maintenant  tous  les  groupes  de  deux  urnes,  AB, 
AC,  AD,  AE,  AF,  AG,  BG,  . . . ,  FG.  De  chacune  des  deux  urnes 
d'un  seul  groupe  on  tire  une  boule  :  probabilité  pour  qu'elles 
soient  toutes  les  deux  blanches. 

Il  y  a 

7. fi 

1  +  2  +  3  +  ^  +  5+6=  - —  =  '2i  groupes. 

La  probabilité  d'en  choisir  un,  AB  par  exemple,  est  — •  Cela  posé, 
il  y  a  une  probabilité  ^  de  tirer  une  boule  blanche  de  A,  une  pro- 
babilité -  de  tirer  une  boule   blanche  de  B,   une  probabilité  - — 

7  '  8-7 

que  ces  deux  événements  arrivent  ensemble.  Ainsi,  la  probabilité 
de  réussir,  dans  ce  cas,  est 

i  i 

77  x  sT 

Si  l'on  joint  les  différentes  probabilités  des  2  1  parties  de  l'événe- 
ment considéré,  il  vient 

T      /      1  I  I  I 

77  \ 8T7  "^  8~6  *  '  87a  ^"  •  '  -"^  37^ 

En  généra/.  —  Pour  un  nombre  n  de  boules,  la  probabilité  est 

2       r    *  1  1  1 

(n  —  i  )  (  »  —  2)  |_ » ( n  —  1  )        n(n  —  2  )  n .  >.  3 . 1 J 

II.  Mêmes  conditions.  —  \)e  l'une  seulement  des  deux  urnes 
d'un  seul  des  groupes  on  tire  une  boule  :  probabilité  pour  qu'elle 
soit  blanche. 

Il  y  a  une  chance  sur  vingt  et  une  de  choisir  par  exemple  le 

premier  groupe.  Ensuite,  il  y  a  une  chance  sur  deux  de  prendre 

dans  ce  groupe  l'urne  A,  une  chance  sur  deux  aussi  de  prendre 

l'urne  B.  Par  suite,  la  probabilité  de  prendre  la  bille  blanche  est, 

dans  A, 

1    1 

2*8' 
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dans  H. 


dans  le  groupe, 


i    i 


a\«  +  7) 


Gela  donne,  pour  probabilité  de  réussite  dans  cette  première 
expérience, 

ïiXî(s--;)' 


«•1 

,  en 

tout, 

i 

—  X 

ItCir 

0- 

-({- 
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= 
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jEV?  général.  —   Pour  /?  boules,  la  probabilité  est 


Voici  maintenant  la  question  de  d'Alembert  :  les  indications  a, 
(3,  Y,  o  ont  été  placées  pour  faciliter  le  langage. 

«  Pierre  tient  huit  cartes  dans  ses  mains,  qui  sont  :  un  as,  un 
deux,  un  trois,  un  quatre,  un  cinq,  un  six,  un  sept  et  un  huit, 
qu'il  a  mêlées  :  Paul  parie  que,  les  tirant  l'une  après  l'autre,  il  les 
devinera  à  mesure  qu'il  les  tirera.  On  demande  combien  Pierre 
doit  parier  contre  un  que  Paul  ne  réussira  pas  dans  son  entre- 
prise? » 

«  Par  l'énoncé  de  la  question,  on  suppose  que  Paul  parie  de 
lirer  toutes  les  cartes  rime  après  l'autre,  sans  les  remettre  dans  le 
jeu  après  les  avoir  tirées,  et  sans  manquer  une  seule  l'ois  à  deviner 
juste  la  carte  qu'il  tirera.  » 

(a)  «  Dans  ce  cas,  l'espérance  de  Paul  au  premier  coup  est  ri 
au  second-;  d'où  il  s'ensuit  que  son  espérance  pour  les  deux 
premiers  coups  est  -  x  -;  et,  en   effet,  il  esl  aisé  de  voir  que  le 

premier  coup  ayanl  huil  cas  possibles,  el  le  second  sept,  la  com- 
binaison  des  deux  aura   ^>       7  coups,  dont  il  n'y  en  a  qu  un  seul 
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qui    lasse  gagner  Pierre,  celui   où    il  devinera  juste  deux  fois  de 
suite.  Par  la  même  raison,  l'espérance  de  Pierre  pour  trois  coups 

sera  ^  x  -  x  ]■.;  pour  quatre.  -  H u  7  -+-  tî  et,  pour  sept  (car 

87b1  J  8760  *  1X 

il   n'v   en   peut  avoir  huit,   attendu   qu'après   sepl    tirages    il   ne 

reste  plus   de  cartes   à   tirer,   et    il    n'y  a   plus   de  jeu),  elle  sera 

-  X  -  X  ...  X  -;  donc  l'enjeu   de   Pierre  sera  à   celui  de  Paul 

87  2  •' 

comme  8  x  7  X  ...  x  2  —  1  est  à  1 .  c'est-à-dire  comme  56  X  720  —  1 
est  à  1 ,  ou  comme  4°  3 1  g  est  à   1 .   » 

(fi)  «  Si  Paul  parioit  d'amener  ou  de  deviner  juste  à  un  des 
sept  coups  seulement,  son  espérance  seroit  -  -f-  -  +  ■••  H — »  et 

par    conséquent    l'enjeu    de    Pierre    à     celui    de    Paul,    comme 

11  1   .  1         1  1 

8  +  Z +  •••  +  -  «  1  -  ^  ~  z  -•••--   >' 

(y)    «   Si  Paul  parioit  d'amener  juste  dans   les  deux  premiers 

coups  seulement,  son  espérance  seroit  --+-->  et  le  rapport  des  en- 

,    .    ,     1         1    .             1          1 
jeux  celui  de  x  H —  ai  — » 

07  "7 

(0)  «  S'il  parioit  d'amener  juste  dans  deux  coups  quelconques, 
son  espérance  seroit 

1        1        1        1  1        1        1        1 

-X--4--X--f-...—  -X--t--X-;-t-... 
87X1.  S  -2  7  <> 

Il  II  ... 

-f--X-  —  ...-*--  X  t  5    ...    »      (') 
7         2  b         5 

D'Alembert  entend  évidemment  qu'après  chaque  ('preuve  on 
connaît  la  carte  enlevée,  et  que,  par  suite,  on  doit  s  abstenir  de 
nommer  celle-ci  aux  épreuves  suivantes.  Autrement  dit,  à  chaque 
épreuve  on  connaît  exactement  la  nature  des  caries  qui  composent 
le  paquet  sur  lequel  on  opère. 

Cela  posé,  le  cas  (a)  correspond  au  premier  Problème,  I.  Le 
raisonnement  est  exact. 

Dans  le  cas  (fi)-,  l'espérance  indiquée  pour  Paul  est  supérieure 


(')  D'Alembert,  Encyclopédie,  t.  I,  p.  306-807 
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à  L'unité,  ce  qui  csl  absurde.  D'Alemberl  veut-il  dire  qu'on  fait 
pi  épreuves  successivement?  Alors  c'est  le  premier  Pro- 
blème, III.  On  peut  aussi  supposer  que  Paul  choisisse,  parmi  les 
sepl  épreuves,  celle  sur  laquelle  il  se  propose  de  deviner  juste,  et 
alors  c'est  le  premier  Problème,  II.  11  semble  bien  que  d'Alem- 
berl  se   soit   placé  dans  cette  dernière  hypothèse,  en  omettant  le 

facteur  -• 

I  tans  le  cas  (y),  sui\  ant  que  Paul  \  eu!  amener  juste  dans  chacun 
des  deux  coups  ou  dans  un  des  deux  seulement,  on  se  trouve 
dans  les  hypothèses  1  ou  II  du  deuxième  Problème.  Sans  doute 

dans  l'hypothèse  II,  et  le  facteur  -  a  été  oublié. 

Enfin,  dans  le  cas  (o),  Paul  paric-t-il  d'amener  juste  dans  les 
deux  coups  quelconques  ou  dans  un  seul  de  ces  deux  coups.  On 
est,  suivant  l'hypothèse,  dans  les  parties  I  ou  II  du  troisième  Pro- 
blème.  A  examiner  le  résultat  de  d'Alembert,  il  semblerait  que  ce 
géomètre,  ayant  perdu  de  vue  le  cas  (y),  se  soit  placé  celte  fois 

dans  l'hvpothèse  I,  et  qif  il  ait  omis  le  facteur  — • 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU   5    JUIN    1893. 

PRÉSIDENCE    DK   M.    GOURSAT. 

Communications  : 

M.  Fleurj  :  Sur  la  considéra/ion  de  i infini  dans  V Analyse. 
M.  Carvàllo  :  Démonstration  du  théorème  de  Coriolis. 
\l.    lîall'v  :   Sur  la  définition  du  genre  des  courbes  algé- 
briques planes. 

M.  Laisàni  communique  les  observations  suivantes  : 

A  propos  des  asymptotes  et  des  cercles  de  courbure. 

\n  sii|ri  dune  récente  Communication  que  j'ai  faite  à  la  So- 
i  iété,  el  qui  esl  intitulée    Vote  relative  aux  asymptotes  et  aua. 


—  m  - 

cercles  de  courbure  ('),  M.  Emile  Bore]  me  fait  remarquer  que 
la  propriété  signalée  peut  se  déduire  de  propositions  plus  géné- 
rales relatives  à  l'ordre  de  contact  des  courbes  aux  points  fonda- 
mentaux d'une  transformation  Cremona.  Il  ajoute  qu'il  s'est  servi 
de  cette  transformation  dans  sa  copie  du  concours  général,  en 
i  889,  pour  construire  l'asymptote  d'une  courbe,  et  que  cette  copie 
a  été  imprimée  chez  Delalain,  dans  un  Recueil  de  compositions 
couronnées  aux  concours  généraux. 

Bien  que  notre  jeune  et  éminent  Collègue  me  déclare  qu'il 
n'élève  à  ce  sujet  aucune  réclamation  de  priorité,  je  tiens  à  faire 
connaître  à  la  Société  les  renseignements  qu'il  me  communique, 
d'autant  plus  que  cela  ne  pourra  qu'attirer  davantage  l'attention 
sur  une  question  fort  intéressante  au  point  de  vue  de  l'enseigne- 
ment. 

M.  Maupin  adresse  la  Note  suivante  : 

Note  relative  à  un  passage  d'Albert  Girard. 

Due  la  théorie  des  fractions  continues  soit  due  à  lord  Brouncker, 
ou  bien,  comme  l'affirme  Libri,  à  Cataldi,  il  semble  bien  qu'Al- 
bert Girard  en  ait  eu  une  idée  fort  nette,  ainsi  qu'il  appert  du 
passage  suivant  (2),  relatif  à  la  série  de  Fibonacci  : 

<(  Puis  que  je  suis  entré  en  la  matière  des  nombres  rationaux 
j'adjousteray  encor  deux  ou  trois  particularitez  non  encor  par  cy 
devant  practiquées,  comme  d'expliequer  les  radicaux  extrêmement 
près,  par  certains  nombres  à  ce  plus  aptes  et  idoines  que  les 
autres,  tellement  que  si  l'on  entreprenoit  les  mesmes  choses  par 
des  autres  nombres  ce  ne  seroit  sans  grandement  augmenter  le 
nombre  des  charactères  ;  et  pour- exemple  soit  proposé  d'explie- 
quer par  des  rationaux  la  raison  des  segmens  de  la  ligne  coupée 
en  la  moyenne  et  extrême  raison,  soit  faicte  une  telle  progression 
o,  1,  1,  2,  3,  5,  8,    10,  21,  etc.,  dont  chasque   nombre   soit  égal 


(')  Page  95  du  présent  Volume. 

(2)  Voyez  à  ce  sujet  les  Œuvres  mathématiques  de  Simon  Siivin  de  Bruges, 
OÙ  sont  insérées  les  Mémoires  mathématiques  ésquelles  s'est  exercé  le  Très  haut 

et   Très  illustre  Prince    Maurice  de  Nassau,  prince   d'Aurenge Le  tout 

reveu,  corrigé  et  augmenté  par  Vlbert  GmARD  Samieiois,    Mathématicien.  In 
folio  de  678  p.,  Leyde,  i634.  —  I-''  passage  cité  est  à  la  page  169. 
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aux  deux  precedens,  alors  deux  nombres  pris  immédiatement 
denotteronl  la  mesme  raison,  comme  5  à  8  ou  8  à  i3,  el  tant  plus 
-rands,  tant  plus  près,  comme  ces  deux  5g  {79986  et  96234  i55, 
tellement  que  [3,  i3,  '.  1  constituent  assez  précisément  un  triangle 
isosceles  ayant  l'angle  du  pentagone.  » 

Je  ferai  remarquer  seulement  que,  si  l'on  considère  un  triangle 
isoscèle  dont  l'angle  au  sommet  vaille  1080,  le  rapport  du  côté  à  la 
base  est  égal  à 

/  5  —  1  _       1 


,  ,  . 1    •  •  1      2      5        o       13 

dont  les  réduites  successives  sont  i,->   ->   s>    -7'   — »   ■••jcequi 

;    8     i3    ai  * 

vérifie  l'assertion  d'Albert  Girard. 

Les  nombres  5g  î;"»  986  et  96  234  '55  sont  inexacts  et  doivent 
être  remplacés  par  63  2  [5  986  et  102  334  '55.  Est-il  bien  invrai- 
semblable de  supposer  cpie  cette  erreur  viendrait  de  ce  que,  con- 
sidérant la  suite  1,  2,  3,  5,  8,  i3,  21,  ....  Albert  Girard  aurait 
écrit,  comme  vingt-cinquième  ternie,  le  nombre  1  1 1  3y3  pour 
121  3y3?  Cette  omission  d'une  unité  du  cinquième  ordre  donne- 
rait, au  bout  de  treize  opérations  subséquentes,  une  nouvelle 
erreur  de  '.>--  unités  du  même  ordre,  et  au  bout  de  quatorze  opé- 
rations nue  cireur  de  610  unités.  Or  on  a  bien 

t    0  324  —  J9Ï7  =  3;;. 
/   ni  a33  —  g6a3   =     6 m. 


SÉANCE    DU    19   JUIN    1895. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BIOCHB. 

<  ' ommunications  : 


M.  Selivanoff  :  Etude  élémentaire  des  polynômes  de  JBer- 
noulli. 

M .  d  <  tcagne  :  Sur  un  problème  proposé  un  dernier  concours 
de  l'Ecole  Polytechnique. 
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SEANCE    DU   3   JUILLET    1895. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    TOUCHE. 

Communications  : 

M.  SelivanofF  :  Sur  les  fractions  continues  périodiques. 
M.  Demoulin  adresse  une  Note  Sur  un  théorème  de  Ribaucour 
et  sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  spirales. 

M.  Picard  transmet  la  Note  suivante  : 

Sur  les  fonctions  à  espaces  lacunaires; 
Par  M.  G.  d'Arone. 

En     modifiant    convenablement    la     fonction     connue    0(^r), 
M.  Freedholm  a  pu  construire  la  transcendante 

F(a?)  =  V  ««a?»'  \a\<\, 

qui,  pour  des  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre  que  l'unité, 
représente  une  fonction  uniforme  et  continue  ainsi  que  toutes  ses 
dérivées  dans  un  cercle  de  rayon  un,  contour  inclus. 

La  représentation  conforme  nous  permet  d'affirmer  le  même 
fait  pour  la  transcendante 


où  a,  est  l'affîxe  d'un  point  quelconque  du  plan,  pour  tous  les 
points  du  plan  extérieurs  au  cercle  de  centre  a,  et  de  rayon  égal  à 
l'unité. 

Désignons  alors  par  a,,  a2,  a3  les  affixes  de  trois  points  du 
plan  tels  que  les  circonférences  de  rayon  égal  à  l'unité  se  cou- 
pent deux  à  deux;  il  est  évident  que  la  fonction 

R  =  0  S  =  1 

existera  dans  l'espace  compris  en  dehors  de  ces  trois  circonfé- 
rences. 

XXIII.  \\ 
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(  >i .  par  trois  des  six  points  d'intersection  des  trois  circonfé- 
rences convenablement  choisis,  traçons  une  circonférence;  soit  a 
l'affixe  du  centre  el  r  le  rayon  :  il  est  évidenl  que  la  l'onction 


V^    \"1  a"s  ar 

^■~j£d£i[  (x  —  as)ni  ~~~  {x  — a)-"*] 


|a,|<i 


Il  II    .*  1 


existera  comme  la  fonction  de  Freedliolm  clans  le  triangle  curvi- 
ligne susdit. 

Exemple  1.  —  Suivant  M.  Appell,  appelons  4-1,4-;,  —  1 ,  —  i 
les  affixes  de  quatre  points  placés  sur  les  axes  rectangulaires, 
que    nous    prendrons   comme   centres,    et    ayant   choisi    comme 

rayon  -— >  nous  obtiendrons  un  quadrilatère  curviligne. 

Ensuite,  de  l'origine  comme  centre  et  avec  le  même  rayon,  dé- 
crivons une  autre  circonférence;  il  est  évident  que  la  fonction 

jad  l{.r -h  })"'■        (x  —  l)"s         {■'■—  i  \"':         (.r-Jr-i)"'-         .r'"\ 
n  =0 

existera  seulement  dans  le  susdit  quadrilatère. 

Exemple  II.  —  Soient  4- 1 ,  —  1  les  affixes  de  deux  points 
placés  sur  l'axe  des  x,  que  nous  prendrons  comme  centres  et, 
choisissant  comme  rayon  l'unité,  nous  obtiendrons  deux  circonfé- 
rences tangentes  à  l'origine  des  coordonnées.  De  ce  point  comme 
centre  et  avec  un  rayon  égal  à  deux,  on  décrit  une  circonférence. 

Dans  l'espace  compris  entre  la  circonférence  de  rayon  deux  et 
les  deux  premières  circonférences,  la  fonction 

À*  \  (  x  +  1  )" "        (  x  —  1  )" -        .r-"5  J 


n      n 


esl   uniforme  el    continue;   dan-   tout   autre  espace  elle   n'a   pa: 
d'existence. 


Election 
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SÉANCE    DU    1"  JUILLET    18ÏKJ. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BIOCHfi. 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  N.  Delaunay. 
présenté  par  MM.  Carvallo  et  Kaffv . 

Communications  : 

M.  Ilaffv  :  Sur  les  lignes  de  plus  grande  pente . 

M.  Paul  Adam  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  déformation  des  surfaces  avec  conservation  des  lignes 
de  courbure. 

Dans  son  Mémoire  bien  connu  sur  la  déformation  des  sur- 
faces ('  ),  O.  Bonnet  s'est  occupé  des  surfaces  applicables  les  unes 
sur  les  autres  avec  conservation  des  lignes  de  courbure.  Il  a  éta- 
bli que  la  détermination  de  ces  surfaces  dépend  de  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d*Q       <r-()         .      „ 
(i)  — -  —  — —  =  sin20. 

v  ;  dv*        du* 

Aune  fonction  6(m,  c)  satisfaisant  à  cette  équation  correspond 
un  couple  de  surfaces  répondant  à  la  question. 

Si  l'on  suppose  que  0  ne  dépende  que  de  u,  par  exemple,  on 
obtient  les  surfaces  moulures  de  Monge  (O.  Bonnet  arrive  à  ces 
surfaces  par  une  autre  voie);  une  surface  moulure  de  Monge  est, 
en  effet,  susceptible  de  se  déformer  d'une  manière  continue  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure. 

On  peut  former  l'équation  (i)  d'une  manière  très  simple. 

Supposant  les  surfaces  cherchées  rapportées  à  Jeurs  lignes  de 
courbure,  considérons  les  formules  de  Codazzi;  il  faut  y  supposer 
les  rotations  p  et  c/t  égales  à  zéro,  et  le  problème  revient  à  trouver 
deux  systèmes  de  solutions 

pu      q,      r,     /-,. 
p't,      q'.       /',      /'!, 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  \l.ll'  Cahier. 


des  trois  équations 


—  19« 


=  —  qru 


du 


dq 


On  doit  donc  avoir 


et,  en  in t écran l. 


Or        0rt 
Tv-Ju-—™1' 

'      du  du 

0(i  ,  dq' 

«  oV  =  *  -Jï  ' 
p'l  =  P\  +  v, 

9&  =  ?i  +  U. 

Mais,  en  particularisant  les  variables  u  et  r.  on  peut  supposer 
les  fonctions  V  et  U  égales  à  —  2,  et  écrire 

(  P'\  =  P\  —  ''■' 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  remarquant 
que,  d'après  la  dernière  des  équations  (2), 

on  trouve 

(4)  p\+q*  =  *. 

Ainsi/?,,  g,  r  et  ;-,  doivent  satisfaire  aux  équations  (2)  et  (4): 
ensuite  le  système  (3)  définit/? ',  et  q' . 
Posons  alors 

px  =  y/â  sinO, 
q  =  \Ji  cosO. 

La  relation  (4)  est  vérifiée  d'elle-même;  les  deux  premières 

équations  (2)  donnent 

d% 
''i  =  dji' 

od 
r  =* —, 
ov 

et  la  dernière  d<\  ienl 

— =  -m  a  ), 

•  h--  Ou* 


ce  qui  est  bien  I  équation  de  Bonnet. 
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M.  Bioche,  au  nom  du  Conseil  de  la  Société,  présente  le  rap- 
port suivant  : 

Rapport  sur  un  projet  de  Congrès  mathématiques  internationaux. 

Il  a  été  question  depuis  quelque  temps,  dans  les  correspon- 
dances échangées  entre  les  mathématiciens  de  divers  pays,  d'un 
projet  de  congrès  mathématiques  internationaux.  Les  lecteurs  de 
Y  Intermédiaire  des  mathématiciens  ont  trouvé,  dans  les  numé- 
ros de  juillet  et   décembre  1894,  des  renseignements  à  ce  sujet. 

Les  promoteurs  du  projet  ont  reçu  des  adhésions  nombreuses 
et  plusieurs  sociétés,  en  particulier  l'Association  française  pour 
l'avancement  des  Sciences,  la  DeutscheMathematikerVereinigung, 
la  Société  mathématique  de  New- York,  la  Société  philomalhique 
de  Paris  ont  émis  des  vœux  favorables. 

Le  Conseil  de  la  Société  mathématique  de  France,  saisi  de  la 
question  par  M.  Laisant,  a  décidé  de  proposer  à  la  Société  de 
suivre  cet  exemple. 

Le  projet  d'organisation  n'est  pas  définitivement  arrêté;  mais 
les  principes  en  sont  bien  établis  et  il  est  facile  de  se  rendre  compte 
qu'il  est  réalisable. 

Voici  le  programme  que  traçait  M.  le  professeur  Wassilieff,  de 
l'Université  de  Kazan  :  «  Point  de  petites  communications  qui 
traitent  des  détails  de  la  Science,  et  bien  souvent  n'intéressent 
que  le  rapporteur,  mais  de  grands  rapports  sur  les  progrès  et 
l'état  de  différentes  parties  de  notre  Science  dans  le  siècle  qui  va 
se  terminer.  Je  vous  rappelle  les  beaux  rapports  de  MM.  Chasles 
et  Bertrand  pour  l'Exposition  de  186-.  » 

Les  Congrès  mathématiques  internationaux  auraient  donc  pour 
objet  de  donner  une  périodicité  régulière  à  des  rapports  tels  que 
ceux  cités  par  M.  Wassilieff,  celui  de  M.  Gino  Loria  sur  le  déve- 
loppement de  la  Géométrie,  et  divers  autres.  Ces  rapports  pro- 
voqueraient des  discussions  particiilièrement  intéressantes,  en 
fournissant  l'occasion  de  faire  ressortir  des  idées  générales  et  de 
signaler  les  desiderata  de  la  Science.  On  aurait  ainsi  un  inventaire 
raisonné  et  périodique  des  progrès  des  Mathématiques,  qui  com- 
pléterait le  Répertoire  bibliographique.  Il  a  semblé  au  Conseil 
que  la   Société   mathématique,   après  avoir  prêté  son  concours  à 
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l'organisation  du  Répertoire,  oe  pouvait  manquer  d'aider  aussi 
h  celle  des  congrès  internationaux. 

Les  Congrès  se  suivraient  avec  des  intervalles  de  quelques 
années.  L'idée  des  promoteurs  de  ces  Congrès  serait  d'en  provo- 
quer un  en  189-  pour  fixer  l'organisation  définitive;  on  a  proposé 
pour  siège  de  ce  congrès  Genève  ou  Bàle;  en  tous  cas,  il  est  pro- 
bable que  la  ville  choisie  serait  une  ville  de  pays  neutre  aussi 
centrale  que  possible.  Le  second  congrès  se  tiendrait  à  Paris  à 
l'occasion  de  l'Exposition  de  1900. 

Ce  court  exposé  permettra,  je  pense,  aux  membres  de  la  So- 
ciété de  se  rendre  compte  de  l'intérêt  des  Congrès  mathématiques 
internationaux  et  des  conditions  de  leur  réalisation  ;  il  pourra 
justifier  ainsi  la  proposition  que  je  fais  au  nom  du  Conseil 
d' adhérer  aux  principes  de  cette  organisation  et  d'y  prendre 
une  part  active. 

Les  conclusions  de  ce  rapport  sont  mises  aux  voix  et  adoptées 

à  l'unanimité. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  RIBAUCOUR 
ET  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DES  SURFACES  SPIRALES; 

Par  AL  A.  Demoulin. 


I.  Une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  la  théorie  de  la 
correspondance  par  orthogonalité  des  éléments  a  été  énoncée  par 
Ribaucourà  la  page  a3o  <!<■  son  Etude  des  élassoïdes  ou  surfaces 
à  courbure  moyenne  nulle  (').  Voici  en  quoi  elle  consiste  : 

Soient  deux  surfaces  (M)  et  (M()  qui  se  correspondent  par 
orthogonalité  des  éléments;  si,  par  les  points  de  (M,  ).  on  mène 
des  droites  I)  parallèles  aux  normales  de  1  M  ),  elles  forment 


(')  Mémoire»   couronnés  <■/    Mémoires   des   savants   étrangers   publiés  pai 
>   \<  mil  nie  royale  de  Belgique,  in  \,  t.  \l.l\  :  1881, 
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une    caugruence    (D)  qui  jouit    des   propriétés   suivantes 
i°  elle  admet  la  surface  (Mt  )  comme  surface  moyenne  ;  ■>."  les 
plans  focaux   de    D    sont  perpendiculaires    aux    tangentes 
asymplotiqucs  de  (M)  en  M. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée  par  l'emploi  des 
formules  de  Codazzi  ;  nous  allons  en  faire  connaître  une  aulre, 
pins  élémentaire,  fondée  sur  une  méthode  que  nous  avons  propo- 
sée, il  y  a  deux  ans  (  '  ),  pour  la  détermination  des  surfaces  (M ,  ) 
qui  correspondent  à  une  surface  donnée  (M),  par  orlhogonalilé 
des  éléments.  Nous  rappellerons  d'abord  brièvement  cette  mé- 
thode. 

2.  Supposons  que  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d  un 
point  quelconque  M  de  (M)  soient  exprimées  au  moyen  de  deux 
paramètres  uelv;  appelons  xt,yt ,  zt  les  coordonnées  du  point 
correspondant  M, .  On  a,  par  hypothèse, 

V  dx  dxi  =  dx  dx\  -f-  dy  dy\  -+■  dz  dz\  =  o 
ou 

,    ,   n  dx  dx{  .      .     I  ç\  dx  dxx         n  dx  dxx  .  ,  ,   n   dx  dxt 

du3  V ~  -f-  du  dv      V —  V  -r —      -f-  dv"-  V  -. j-   =  o 

O  du    du  \  ij  du    dv  kj  dv    du   I  \J  dv     dv 

On  tire  de  là,  du  et  dv  étant  arbitraires, 

/  n  dx  àxt 

\  -~  — -  =  o, 
l  O  du   du 

/  C  i>x  '~)'r>      Q  l->x  ^Xx 

j   O  dît.  ~dv    """  U  dv    dû 
I  Ç1  dx  dXi  _ 

\  kJ  dv  ~àv 

Pour  intégrer  ce  système  de  trois  équations  simultanées  aux 
inconnues  x{,y{,  zt,  posons 


dx 
Xi  —  =  K. 
dv 


S 

s 


dx 
h  —  =  H. 

du 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  dit   >;  nuir-   t8()î. 


200  — 


Différentiant  ces  égalités  successivement  par  rapport  à  u  et  à  c, 
et  tenant  compte  des  relations  (i),  nous  aurons 


(3) 


ô-  X 

OH 

~  dû' 

dsa? 

x  /OU 

Ou  Ov 

~~  ï\~dv 

0*x 

Ov1 

dK 

UK  \ 


Si  l'on  élimine  entre  les  équations  (2)  et  (3)  les  inconnues  xKl 
Vi,  :t,  on  obtiendra  deux  équations  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  fonctions  H  et  K.  Ces  fonctions  une  fois  connues,  trois  des 
équations  (a)  et  (3)  nous  donneront  x,,  j',,  zf. 

3.  Cela  rappelé,  observons  que  la  perpendiculaire  D,  abaissée 
du  point  M,  sur  le  plan  langent  en  M,  peut  être  représentée  par 
les  équations 

Ox 


Sxi=H' 

s 


X^  =  K. 


Prenons  pour  u  et  v  les  paramètres  des  asymptotiques  de  (M); 
/•.r.  ;  vérifient  alors  deux  équations  de  la  forme 

à*  B          d8        ,  <)<)           d*  8         .  à%        ,,  à<\ 
— ;  =  a  1 1-  t>  —  5         —  =  a '-  0     -  ; 

<ii/-  r)u  Ov  Ov-  du  Ov 

il  en  résulte 

—  =  ail  -+-  b  k,         —  =oH  +  fi  K. 

Je  dis  que  les  équations  (/j)  el  (5)  représentent  les  plans  fo- 
eaux  de  la  droite  D.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que 
chacun  de  ces  plans  louche  son  enveloppe  en  un  point  de  I).  Or 
le  point  de  contact  du  plan  (4)  avec  son  enveloppe  est  à  l'inter- 
section des  trois  plans 


O      du  O      du*        du  O 


da        ..  ti  ..  d*x       OU  m        à*x   __   ''Il 

<iu  dv        Ov 


Hr.ni  les  deux  premiers  passenl  par  D.  On  démontrera  de  même 

que  lo  second  plan  focal  de  D  est   représenté  par   l'équation     5 
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Mais  les  plans  (4)  et  (  5)  sonl  respectivement  perpendiculaires  aux 

..        .  ■  I  dx    Oy    dz\     „  I  dx    dy    dz\    ,  . 

directions  asymptotiques     — >  —  >  —     et  (  —»  -~- >  —  I;  la  seconde 

•>      l  l  \àu     Ou     du)         \0v      Ov     Ov } 

partie  du  théorème  de  Ribaucour  est  donc  démontrée. 

4.  On  peut  déduire  de  là,  par  la  Géométrie,  que  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  (D)  et  les  lignes  asymptotiques  de  la 
surface  (Al)  se  correspondent.  Néanmoins,  nous  croyons  qu'il  ne 
sera  pas  sans  intérêt  d'établir  ce  théorème  par  l'Analyse. 

Reprenons  les  équations  de  la  droite  D 


O      du 


S 


dx 


K. 


Celte  droite  engendrera  un  élément  de  développable  si  les  équa- 
tions ci-dessus  sont  compatibles  avec  celles  que  l'on  obtient  en  les 
différentiant  totalement  par  rapport  à  u  et  à  c,  savoir  : 


d-x 
0~î?- 


\J       \  du  ov 


à*-x     .  \        dU    ,         d\\    , 

du  h dv      =  -r—  dit  H — — -  dv , 

Ou  ov       )        Ou  Ov 

,  0-x     ,  \        dK    ,         dK    , 

du  -s-    - —    dv      =  — •  du  h — —  'Iv. 
dv-  I        Ou  Ov 


Éliminons  X,  Y,  Z  entre  ces  quatre  équations  ;  nous  obtiendrons 
l'équation  différentielle  des  développables  de  lacongruence 


0-  X 

0~uJ 

d-x 

du  -4-  - — - 
Ou  Ov 

dv 

01x     ,          d-x    , 

—  du  h dv 

ouov               Ov- 

dx 

oTi 

O.r 
0~V 

d\y 
0u% 

du -h  — -j- 
ou  dv 

dv 

■      V  du  +  —  dv 
Ou  dv             dv* 

'Il 

du 

Oy 
Ov 

d*z 
dû* 

du  dv 

dv 

O^z              d*z 
du  dv              Ov1 

dz 

Ou 

Oz 
dv 

OH 

Ou 

dv 

dv 

oK     ,         dK     , 
—    du  -h  —  dv 
Ou                ov 

II 

K 

A  cause  du  choix  des  paramètres   u  et  r,  celte  équation  se  ré- 
duit à 


ilu  dv 


d*x 

d*x 

dx 

dx 

du  dv 

ou  dv 

du 

dv 

0\v 

0\y 

ày 

Oy 

du  Ov 

Ou  dv 

du 

Ov 

d*z 

d*z 

du  Ov 

Oz 
du 

Oz 

du  dv 

Ov 

oll 
dv 

dK 
du 

II 

K 
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L<  *  nHlicirni  de  d '//  dv  n  <\si  pas  nul,  si  les  lignes  asymplo  tiques 
de  la  surface  (M)  forment  deux  familles  distinctes;  les  dévelop- 
pantes de  la  congruenec  (D)  sont  donc  définies  par  les  équations 
//  =  const.,  v  =  const.,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

5.  Il  nous  reste  à  établir  la  première  partie  du  théorème  de 
liibaucour.  Soient  (X,.  \,,  Z,  )  et  (X2,  \  >-,  Zg)  les  coordonnées 
des  points  focaux  de  D.  Jl  suit  des  considérations  du  n°  3  (pie 
l'on  a 


\, 


d*x 


OU 


du  dv        dv 


0\\ 


C  K,  *£  =  II.         Ç  X,  £  =  K,  C  X    ' 

O     -  du  O     '  dv  O     ~  du  ov       du 

De  ces  équations  et  des  équations 

O     '  d«  O     '  dp  O  t)«  de        2  \  dv       du  / 


on  déduit  les  suivantes 


D  /X.-t-Xs 
X. 


-*H    ,7-     =  °' 


S(-- 


dv 
du  dv 


lesquelles  donnent,  si  l'on  observe  que  le  déterminant 
n'est  pas  nul, 


d-x    àx  dx 


du  dv  du  dv 


V,  +  Y, 


=y\-. 


z,  -t-  z. 


Ces  égalités  expriment  que  (Mi)  est   la   surface  moyenne  de  la 
congruence  (  I  )  l. 

(>.  Je  ne  sortirai  pas  de  la  théorie  de  la  correspondance  par  or- 
thogonalité  des  éléments  en  démontrant  le  théorème  suivant,  qui 
caractérise  les  surfaces  spirales  : 


Soit  i  M  i  une  sur/ace  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires 
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<)./•,  <))',  0,3.  Projetons  un  point  quelconque  M  de  (M)  sur  le 

plan  xOy  en  l\  et  appelons  V  un  point  situe  dans  le  plan 
xOy  et  tel  que  le  triangle  POP'  soit  rectangle  en  O  et  de  simi- 
litude constante.  Cela  posé,  si  la  droite  MP'  est  tangente  en  M 
à  la  surface  (M),  celle-ci  sera  une  surface  spirale. 

Soient  (.r,y,  z-)  les  coordonnées  du  point  M;  celles  du  point  P 
seront  ( —  mj,  mx,  o),  ni  désignant  une  constante,  et  la  propriété 
supposée  à  la  surface  (M)  se  traduira  par  l'équation 


dz  ,  dz 

—  (  x  —  my)-h  —  (y-t-  mx)  =  z. 

i)x  à  y 


La  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  nous  apprend  que  la  surface  (M)  est  le  lieu  d'une 
série  simplement  infinie  de  courbes  satisfaisant  aux  équations 
différentielles 

dx  dy 

r  —  my       y  -t-  m  x 

Or  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  définissent  les 
génératrices  des  surfaces  spirales  {voir  G,  Dakbocx,  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  surfaces,  t.  I,  p.  108).  La  surface  (M)  esl 
donc  bien  une  surface  spirale. 

On  sait  que  la  surface  (M)  elle  plan  xOy  se  correspondent 
par  orthogonalité  des  éléments,  M  et  P'  étant  des  points  corres- 
pondants. Il  suit  de  là  et  d'un  théorème  que  j'ai  démontré  ail- 
leurs (')  que  la  surface  (M)  est  applicable  sur  une  surface  spirale  ; 
mais,  en  vertu  du  théorème  ci-dessus,  la  surface  (M)  est  une  spi- 
rale; ce  théorème  permet  donc  de  distinguer  les  spirales  parmi  les 
surfaces  qui  sont  applicables  sur  des  spirales. 


(')  Comjitcs  rendus  de  /'Académie  des  Sciences,  séance  du   ia  février  189^. 
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THÉORÈME  SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES  DE  TRANSLATION; 
Par  M.   Paul  Adam. 

Dans  un  récent  article  Su/-  la  déformation  des  surfaces  ('), 
j'ai  été  amené  à  considérer  les  deux  surfaces  suivantes  : 

!X  =  2  M2 -h  C-. 
y  —  —  2«f» 
C   =xhu. 


(vi  /    Vj  =  »2—  1Vi 


i   .' i  =  —  '2   !  ybi-h'iu3  du, 

i    Yi  =  111  —  •>(•-. 

I   «i  =  a  /  \/«- —  3  c-  r/r, 


qui  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  et  dont  la  première  est  un 
paraboloïde  elliptique. 

La  forme  des  équations  ci-dessus  montre  que  ces  deux  surfaces 
sont  engendrées  par  la  translation  plane  d'une  courbe  plane 
(u)  ou  (e)  invariable  de  forme  et  de  grandeur,  et  que,  pour 
chacune  d'elles,  les  deux  systèmes  de  courbes  génératrices  (//) 
et  (c)  sont  dans  des  plans  rectangulaires. 

Je  vais  démontrer  que,  d'une  manière  générale  : 

Pour  <(  u' uni 'surface  (S),  engendrée  par  la  translation  plane 
d'une  courbe  plane  invariable  de  forme  et  de  grandeur,  puisse 
se  déformer  en  conservant  ce  mode  de  génération,  avec  cor- 
respondance des  deux  systèmes  de  courbes  génératrices  (u) 
et  (v)  sur  (S)  et  sur  sa  transformée  (S,),  il  faut  et  il  suffit  que 
ers  deux  systèmes  de  courbes  soient  dans  des  plans  rectangu- 
laires. 

Supposons  en  effet  que  ces  courbes  génératrices  soient 

""  Pour  •  s  I,  les  courbes  («'),  dans  les  plans  parallèles  ;'i  ./•<  )  r. 
•  i  les  courbes  i  u  i,  dans  des  plans  parallèles  entre  eus  <'t  à  ()./•; 

(■)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  dt  France,  t.  Wlli.  |>.  106 
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■a"  Pour  (S,),  les  courbes  («),  dans  des  plans  parallèles  à  x  Oy, 
et  les  courbes  (v),  dans  des  plans  parallèles  entre  eux  et  à  Ox. 

Les  équations  de  (S)  et  de  (S,)  pourront  s'écrire 

a7  =  U0-f-V0j  a?t=Ut4-V1, 

^  =  U+mc,         _yi  =  Va — /»[//. 
^  =  v,  :-t  =  ». 

11  s'agit  de  démontrer  que,  si  (S)  et  (S,)  sont  applicables  l'une 
sur  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

I   U'02-+-U'*        =  U? -+- mf -+-  i, 

(3)  V'0s-l-/n2-hi  =  N7-+-V',2. 

(  u'0  v;  +  m  u'=  i ";  v;  +  «i  v; . 

les  constantes  m  et  m,  sont  nulles. 

La  troisième  des  équations  (3),  différentiée  par  rapport  à  u 
puis  à  e,  donne 

u;v;;  =  u'iV';. 

En  laissant  de  côté  les  hypothèses  W"{}  =  o,  U,  =  o,  qui  donnent 
des  cylindres,  on  a  donc 

u;  _  v;  _ 

tj„  —  Y"  ~  a' 

u  1  *  0 

a  désignant  une  constante,  et  en  intégrant 

t  U0=  ffUi-f-  bu. 

(4)  jv.-aV.  +  c* 

Ces  expressions,  substituées  dans  la  dernière  équation  (3),  four- 
nissent 

(  5  )  cU',  —  #«U'  =  bV0  —  /»i  Vô  =  jf, 

#  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  l'on  suppose  m  ^é  o,  il  est  facile  de  voir  qu'il  faut  aussi  faire 
m{yéo  pour  éviter  que  les  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  soient  des 
cylindres.  On  peut  alors  tirer  de  (\)  et  (5)  les  expressions  de  l  ,',, 
U',  Y',,  Vo  en  fonction  de  \J\  et  de  V0,  et  en  les  portanl  dans  les 


—  ~im  — 
<U'u\  premières  équations  |  •  >  i.  on  trouve 

a  \  :, 


<•**•>■- (*V) 


Si  ou  laisse  de  côté  les  cylindres,  ces  relations  doivent  avoir  lieu 
identiquement;  de  là  les  six  équations 

es  1,1 

a'1  h =  i.  «2  H r  =  i, 

///-  ///j 

,        cf>  bg 

un —  —  =  o,  ac  —  —   =  o, 

m1  m\ 

o-2  r.-2 

/>-  —  —a  =  iii'\  --  i.         r-  -+-  -5—  —  /n2+  i. 

On  en  déduit  sans  peine 

/»-  =  m8,         A2  =  c2, 
puis 

g*  =  a-iri*  =  /n2(  m-  —  //-  )  =  m2  (  m'1  —  b'1)  -f-  m-, 

et,  par  conséquent, 

m  =  mj  =  o. 

Réciproquement,  si  l'on   suppose  m  =  />?,  =  o,  les  équations 
de  (S)  et  de  (S,)  sont,  aux  notations  près, 

x  —  t  - ■-  V,        a?i  =  Ui  -f-  \  ,. 
r  =  u.  J'i  =  tî2. 

et,  pour  que  ces  deux   surfaces  s'appliquent  l'une  sur  l'autre,  il 
suffit  de  prendre 

U,  =  aU,  l       -   /V(i  —  a2)U'*-t-i  rf«, 

v.-j,    v,=y^/(,  i)v+»*. 

Quand  A  i,  (S,)  coïnciSe  avec  (S);  si  a  décroît  de  i  à  zéro 
ou  «nui  de  i  .i  x.  (Si)  pari  <!<•  (S)  et  se  déforme  d'une  manière 
continue  -ans  que  les  courbas  génératrices  (m)  el  (r)  cessent 
d  être  planes  <i  dans  des  plans  rectangulaires. 
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Par  exemple,  si  (S)  est  le  paraboloïde 


(6) 


■i/i       ■/.// 
y  =  ". 


les  équations  de  (S,)  seront 


(7) 


II-         I      v- 


y\=  1 1/  n  —  <i2)  — ,  -+-I  du, 

Les  surfaces  (i)  et  (2)  sont  un  cas  particulier  des  surfaces  (6) 

En  ce  qui  concerne  celles-ci,  si  o<[  «  <0  ,  (Sf)  s'applique  sur  une 
zone  du  paraboloïde  comprise  entre  deux  plans  parallèles  à  xOy 
et  d'autant  plus  large  que  a  est  plus  voisin  de  1.  Les  courbes  (c) 
tracées  sur  (S()  sont  de  forme  parabolique;  les  courbes  («)  sont 
au    contraire   limitées  {Jig.  1  et  2);    (S()   est  engendrée  par  (c) 

Fie.   1  et  2. 


s'appuyant  sur  (m),  ou  inversement.  Si  le  paraboloïde  est  ellip- 
tique, les  courbes  (u)  et  (c)  tournent  leurs  concavités  dans  le 
même  sens  par  rapport  à  l'axe  Ox;  s'il  est  hyperbolique,  leurs 
concavités  sont  tournées  en  sens  contraires. 

Si  a,  qui  était  inférieur  à  1,  dépasse  l'unité,  les  courbes  (»•) 
prennent  la  forme  des  courbes  («z)  et  inversement,  et  (S4)  s'ap- 
plique sur  une  zone  du  paraboloïde  comprise  entre  deux  plans 
parallèle^  à  xOz. 
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Considérons  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  une  valeur  a,  de  <i 
comprise  entre  o  et  i.  et  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  la  va- 
leur de  a  :  (St)  et  (S/)  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  dans 
une  région  limitée  par  un  quadrilatère  curviligne  ABCD  (fig.  3), 


Fis.   ». 


(S,)  A 


is;i 


avec  correspondance  des  deux  systèmes  de   courbes  génératrices 
(  u)  et  (v).  11  est  facile  devoir  que  les  (c)  de  (S,)  sont  semblables 

aux  (u)  de  (S',)  avec  rapport  de  similitude  —■>  et  que  les  (u)  de 

(S,)  sont  semblables  aux  (c)  de  (S',)  avec  rapport  de  similitude 
: M  <7 


On  a  donc  là  l'exemple  d'un  réseau  composé,  clans  chaque 
famille,  de  courbes  égales,  susceptible  de  se  déformer  de  façon 
que  les  courbes  de  la  première  famille  deviennent  semblables 
aux  courbes  de  la  seconde  avec  un  certa'in  rapport  de  simili- 
an  ) '<■  /.-,  et  les  courbes  de  la  seconde  semblables  aux  courbes  de 

lapremière  avec  rapport  de  similitude  ■?• 

Les  équations  (^)  constituent  une  solution,  avec  une  constante 
arbitraire  <•/,  de  la  déformation  «lu  paraboloïde.  Il  est  facile  de 
trouver  des  surfaces  formanl  une  intégrale  complète  de  ce  pro- 
blème, •■!  même  une  intégrale  contenant  sept  constantes  arbi- 
tra in 


—  20!)  — 

Supposons  en  effet  que  (S,),  au  lieu  d'être  une  surface  engen- 
drée par  la  translation  plane  d'une  courbe  plane,  soit  engendrée 
par  la  translation  quelconque  d'une  courbe  quelconque;  ses  équa- 
tions seront  de  la  forme 

(  x,=  U  +V, 
in,  }*»=UiHr.Vti 

et  elle  sera  applicable  sur  le  paraboloïdè  (6)  si  l'on  a 
!         —  ^'UT+U'.V'.+UiV' 

(9)  ^+i  =  U'2+U'12+U'2*J 

\    v'1 

La  première  de  ces  équations  est  vérifiée  si  Ton  prend 


(io) 


a,  b,  c,  g  étant  quatre  constantes  arbitraires;  si  l'on  tire  U,,  U2, 
V,,  V2  de  ces  quatre  relations  et  qu'on  les  porte  dans  les  deux 
dernières  relations  (9),  on  obtient  U  et  V  par  des  quadratures; 
les  formules  (10)  donnent  ensuite  U,,  U2,  V,,  V2,  et  le  système  (8) 
définit  alors  une  surface  dépendant  de  quatre  constantes  arbi- 
traires et  applicable  sur  le  paraboloïdè. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  opérer,  suivant  une  remarque  faite  par 
Bour  ('),  une  rotation  des  axes  autour  de  l'origine  pour  intro- 
duire dans  les  équations  de  cette  surface  trois  nouvelles  constantes 
arbitraires. 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXIX'  Cahier. 


XXIII. 


u. 

= 

(1  II  - 

h 

■>p 

bV, 

u2 

= 

eu'1 

1- 

ip 

fU, 

t>2 

29 

= 

"  S  1 

rV,, 

V 

= 

—  A  Y, 

-^v2, 

-21(1 


SUR  LE  PROBLÈME  DE  LA  ROTATION  D'UN  CORPS 
AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE; 

Par  M.  G.  Kour. 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe, 
dans  le  cas  de  forces  autres  que  la  pesanteur,  a  été  très  peu  étu- 
dié. Il  n'v  a  que  le  cas  signalé  par  M.  Darboux,  dans  une  Note  de 
la  Mécanique  de  Despeyrous,  où  l'on  ait  réussi  à  intégrer  les 
équations  du  mouvement.  Dans  ce  cas,  l'ellipsoïde  central  est  de 
révolution  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces  de  révolution 
dont  l'axe  passe  par  le  point  fixe.  Quand  l'ellipsoïde  central  n'est 
pas  de  révolution,  on  ne  peut  pas,  en  général,  intégrer  les  équa- 
tions de  mouvement,  mais  on  en  connaît  trois  intégrales,  sa\oii  : 
l'intégrale  des  forces  vives,  celle  des  aires  et  l'intégrale  particu- 
lière des  cosinus  directeurs.  M.  F.  de  Brun  (  '  )  a  trouvé  une  forme 
spéciale  de  la  fonction  de  force  qui  permet  d'obtenir  encore  une 
intégrale,  mais  il  n'a  pas  remarqué  qu'on  peut  alors  achever  l'in- 
tégration. Je  me  propose  ici  d'indiquer  la  méthode  à  suivre,  moins 
parce  que  le  problème  présente  en  lui-même  beaucoup  d'intérêt, 
que  parce  qu'elle  est  aussi  applicable  au  problème  beaucoup  plus 
important  où  la  force  agissante  est  la  pesanteur. 

Soient  0£,  O'fi,  O^  trois  axes  rectangulaires  fixes,  dont  l'origine 
est  au  point  fixe.  Dans  le  cas  considéré  par  M.  de  Brun,  la  fonc- 
tion de  force  a  la  forme 

\kZ?  -!-?(£*  +  7)8-1-  Ç«). 

Soient  Ox,  Or,  Os  les  axes  mobiles  et  y,  y',  y"  les  cosinus 
directeurs  de  l'axe  de  :;  les  équations  d'Eu  1er  seront,  en  em- 
ployant les  notations  usuelles, 

B  ±jr   (C-A)(77,-*Y"Y). 
C  g=   {k-B)(pq-krf). 


('  ,    [cadémie  des  Sciences  de  Stockholm,  septembre  i*<|i. 
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Ces  équations,  jointes  aux  trois  suivantes 

d-i       ,  ,,  f/"'       ,,  d'f 

r//         '  '    1  dt         '  '         '  dt         >  '         '  ' 

déterminent  les  six  inconnues  p,  <j,  r,  v,  y7,  y". 
Le  principe  des  forces  vive-  donne  l'intégrale 

et  celui  des  aires  donne 

V'V  +  Bçy'-+-  Cry"  =  kt. 
On  a,  de  plus, 


Enfin,  M.  de  Brun  a  trouvé  une  quatrième  intégrale,  savoir 

A2/?2  -f-  B2?2  -+-  CJr>  -  /, ■(  BGy2  -  CAY'S  ■+-  AB7"2)  =  /.,. 

Nous  verrons  qu'avec  ces  quatre  intégrales  on  peut  ramener  le 
problème  à  des  quadratures. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  met  les  équations  différentielles 
sous  la  forme 

— —  =  Xv (  /'1,  .'•.,,  .'■;.  ./■; .  .'■„.  .rG),  v  =  1,  2 (')  , 

on  aura 

V  =  G 
v=  1 

Le  système  proposé  admet,  par  conséquent,  le  multiplicateur 
M  ==  const.  =  1 .  Ainsi,  nous  pouvons  obtenir  une  cinquième  inté- 
grale en  employant  le  principe  du  dernier  multiplicateur;  et,  en 
exprimant  avec  ces  cinq  intégrales  cinq  de  nos  variables  en  fonc- 
tion d'une  seule,  nous  aurons  enfin  le  temps  par  une  quadrature. 
Mais  la  cinquième  intégrale  n'étant  pas  très  simple,  il  est  mieux 
de  procéder  autrement.  Introduisons,  au  lieu  de/),  q,  r,  y5  v',  v', 
les  variables  canoniques 

dT  OT  .         dT 

où  0,  a  et  <b  sont  les  angles  d'Euler  et  T  la  demi-force  vive;  on 
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aura 


p  =  <{/  sin  cp  sin  0  -t-  8'  coscp,  y  =  sinç  sin  8, 
(j  =  <</ cos?  sin  6  —  6'  sin  cp,  y'  —  coscp  sinO, 
/•  =  a'  -h  t}*'  cos  0  ;  y"  =  cos  0  ; 


ou,  en  fonction  de  9,,  cp,,  y,. 


^  =  h  I  slH  ^'  _  ?1  cos6)  ~~  6l  sin  9J  ' 


/   =  C 


Avec  les  nouvelles  variables,  nos  intégrales  deviennent 

Ht=  ~\  tj^^i  —  ?i  cos0)  +  6!  coscp 

i   fcosc»  T2         r 

+  B[^t(^-^COs6)-6,S,n9J    +  C?f 
-+-  À-  [A  sin2cp  sin28  -+-  B  cos2cp  sin26  +  G  cos28]  =  ku 
H,  =  ty,  =  k,. 

H3  =      -: — -  (<Li  —  ©i  cos8)  -+-  04  coso 
L  sin  8     '  '  '  J 

[cos cp  "I  2 

-^— I(<L,  —  o,  cos8)  — 8,  sincp      -+-  cp2 
sin  U  ' 

—  Â[BCsin2cpsin28-t-  GA  cos2cp  sin28  -+-  ABcos28]=  kB. 

Nous  observons  d'abord  que  la  variable  <l  n'entre  pas  explicite- 
ment. Formons  les  parenthèses  de  Poisson 

[H,,  II,],     [H„H,],     [H„Hi]. 

On  voit  tout  de  suite  que  la  première  et  la  troisième  sont  nulles. 
Quant  à  la  seconde,  elle  doit  cire  nulle,  parce  qu'elle  est  la  con- 
diiinii  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (II.,  =  /,;t)  soil  une  inté- 
grale de  notre   système.  Les  trois  parenthèses  de  Poisson  étant 

■     I    1  fi  !  'AV        'AN 

nulles,  si  i s  remplaçons  les  variables  'V  »,  et  ip,  par  -^->  -^ 
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et-T-p,  les  Irois  équations  aux  dérivées  partielles 


H    ^W 

Hi  yw 

àW 

H,  = 

H     (dW 

d\y 

dW 

df 

'     ~^7 

0.       «p  )==*!, 

0,    »)  -  /-, 

sont  compatibles,  et  la  solution  commune  sera 

où  l'on  a  remplacé  8, ,  cp, ,  <l{  par  leurs  valeurs  en  8  et  <p  données  par 
les  équations  (3).  L'expression 

6i  c?0  -f-  ©]  r/o  -i-  ^i  «ty 

est  bien  une  différentielle  exacte.  Les  équations  (3)  renferment 
trois  constantes  arbitraires,  de  sorte  que  W  est  une  solution  com- 
plète de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Hamilton  et  de  Jacobi, 
et  l'on  aura  la  solution  générale  de  notre  système  en  difleren- 
tiant  W  par  rapport  aux  constantes  Â,,  k2,  A:!. 

L'équation  H2  =  k2  nous  donne  'i>,  =  k2,  de  sorte  qu'il  vient 


W   =  #2  4»  +    f  (0l  Cft  +   Cp,  C?Cp). 


En  substituant  la  valeur  •!>,  =  k2  dans  les  intégrales  H,  =  k{, 
H3  =  Â'3,  nous  aurons  deux  équations  du  second  degré  en  8,  et  -},, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cosO,  sin8, 
coscp  et  sincp.  Eliminons  cp,;  nous  aurons  une  équation  du  qua- 
trième degré  en  8,  et  pour  cp,  une  fonction  rationnelle  de  8,, 
cos8,  sin8,  coscs  et  sinca.  Posons 


0  ?  Q 

tang  -  =  /-.         tang  L  =  y,         <h 


nous  auron 
et  enfin 

(4) 


L'intégrale  qui  entre  dans  l'expression  de  W  est  une  intégrale 
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de  différentielle  loiale  appartenant  à  la  surface  /{jc, y,  z)  =  o. 
Formons  maintenant,  d'après  Jacobi,  les  intégrales  de  noire  sys- 
tème canonique;  on  aura 

o\\              .,                  (      dkt      .           dki      , 
tt-=Ï+  k\  =  2     1    \   —a  dx  h l—  d\ 

I  àkx  J       \l+  x-  î  -+- j--    ■ 

1  r  /    Oz  ô\\ 

'    ' A\  , ,        ,  f    I      dkt      .  àk%      . 

/. .,  =  ii  -t-  i     f     \  :  dx  H ■  dy 


dkt 
dF. 


/;,= 


L'équation  f(x,y,  z)  =  o.  comme  la  fonction   rationnelle   1», 
renferme  /. , ,  k%  et  /,:!;  on  aura  donc 


àf        0/    Oz 
dki  +  àz   ûT^0' 

OR 

0\\    0/        OR     0/ 
/  OR  \        OH    Oz         oFx   0z~  dûs    dkt 
~  '  dki  J  ^   Oz    dki  ~                   àf 

~dz 

et  les  formules  analogues.  Les  dérivées  partielles  de  z  et  de  R, 
par  rapport  à  /.•,,  /.o,  />:i,  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de 
x,y,  z. 

Par  conséquent,  nous  pouvons  écrire  le  système  (5)  de  la  façon 
suivante  : 

(   i  +k'l=  f  [Pt(x,y,x)dx-     Qi(T,y,z)dy], 

(6)  k'i=J[Pi(x,ytz)dx-+-Qi{x,yiz)dy]< 

f   *-*'»-  f  \l'-<(-r,y,z)dx^l},ix.y.z)dv\. 
f(x,y,z)  =  o, 

les  I*  el  les  Q  étant  des  fonctions  rationnelles. 

La  solution  générale  de  mis  équations  de  mouvement  esl  ainsi 
obtenue  ;'<  l'aide  de  trois  intégrales  de  différentielles  totales  atta- 
chées à  la  surface  algébrique  f\.r,y,z)~o.  Il  me  semble  que 
c'esl  la  première  fois  que  ces  intégrales,  introduites  dans  la 
science  par  M.  Picard,  9e  sont  présentées  dans  l'étude  d'un  pro- 
blème de  Vïécanique. 
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Passons  maintenant  au  problème,  beaucoup  pins  important,  oîi 
la  force  agissante  est  la  pesanteur.  Avec  les  mêmes  notations,  les 
équations  d'Euler  sont 

(  A  )  A  &  =  (  B  -  C  )  qr  +  M  g(yrf-  zu-;  ), 

(B )  B  ^  =  (G-  A) />/•  -  M *<  soï  -  ./•„-;"  ), 

(C)  G  ^  =  (A  - B)pq -+-  M^(a?oï'  -  jKuï  ), 

où  M  est  la  masse  dn  corps  et.r0,  y0>  ^o  les  coordonnées  dn  centre 
de  gravité.  Les  trois  antres  équations  sont  les  mêmes  qu'aupara- 
vant. On  connaît  les  intégrales 

11,  =  A/)2  _4_  Br/2  +  Ci-1  —  2M^(a?oY  -hjv,''  +  -..-;")  =  /.  i. 
H2  =  A/>y'  -t-  I>  </7'  -+-  Cry"  =  /.2, 


Dans  un  Mémoire,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  au  con- 
cours dn  prix  Bordin  pour  l'année  1 894 7  M-  R-  Liouville  a  donné 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  d'une 
antre  intégrale  algébrique  Hx  —  k^.  Cette  intégrale  une  fois  ob- 
tenue, nous  pouvons  achever  l'intégration  en  employant  la  même 
méthode  que  je  viens  d'exposer. 

En  effet,  après  avoir  introduit  les  angles  d'Euler  et  les  variables 
canoniques  0,,  tpn  <!>|,  nous  aurons  les  trois  intégrales 

Hl  =  *„        Ha  =  ^  =  kt,        H3  =  *3, 

qui  sont,  évidemment,  telles  que  les  expressions 

[H„  H2],         [Ht,  H,],        [H2,  H3] 

sont  identiquement  nulles.  Alors,  il  n'y  a  qu'à  répéter  le  même 
raisonnement  que  ci-dessus  et  nous  aurons  la  solution  générale 
sous  la  forme  (6),  c'est-à-dire  à  l'aide  de  trois  intégrales  de  diffé- 
rentielles totales  attachées  à  une  surface  algébrique.  On  aura  ainsi 
la  solution  du  problème  de  la  rotation  d'un  corps  grave  suspendu 
à  un  point  fixe,  dans  le  cas  où  il  est  possible  d'obtenir  la  solution 
sous  une  forme  finie. 
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SUR  UN  SYSTÈME  DE  COORDONNÉES  TÉTRAÉDRIQUES; 
Par  M.  \  .  Schlegel. 

M.  d'Ocagne  a  étudié  (')  un  système  de  coordonnées  létraé- 
driques  ponctuelles  ou  planes,  très  remarquable  par  le  fait  que 
l'on  en  déduit  quatre  systèmes  connus,  deux  à  deux  réciproques, 
en  rejetant  à  l'infini  le  point  fondamental  O  ou  le  plan  fonda- 
mental ABC  du  tétraèdre  OABC.  Il  s'agit  des  coordonnées  carté- 
siennes et  plùckeriennes  dune  part,  des  coordonnées  ponctuelles 
et  tangentielles  d'autre  part. 

Dans  ce  qui  suit  nous  allons  déduire  ce  système  intéressant 
d'une  méthode  employée  par  Grassmann,  pour  représenter  un 
point  P  ou  un  plan  -  à  l'aide  d'un  tétraèdre  OABC. 

1.  Soient  a.  'j.  y,  o  des  nombres  quelconques  réels;  on  a,  sui- 
vant cette  méthode, 

(i)  et  <+-  p  -+-  y  -+■  8)  P  —  «A-+-pB  -+-  yC  -4-  SQ. 

Soit  a  le  point  d'intersection  du  plan  PBC  et  de  l'arèle  OA,  sa- 
voir le  point  qu'on  peut  déduire  également  des  points  O  et  A  ou 
des  points  P,  B,  C.  Ce  point  a  est  représenté  doublement  par 
l'équation 

(•2)  a  \  +  &0  =(a-t-  p~f-Y+-S)P—  3B  —  VC 

dérivée  de  (i).  Donc  on  peut  poser 

(3)  (i  +  o)a  =  aA-oO, 

d'où  l'on  tire,  par  des  calculs  bien  connus, 

0  —  a        a  0  —  6        3  O  —  c        Y 

Pour  trouver  lea  deux  dernières  formules  el  le  sens  de  b  et  r,  il 
(•)   Vouv.    Innalei  <i<    Mat  hem  .  série   ■•  (    \l    p.  -><■ 
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suffit  de  permuter  circulairement,  dans  ce  qui  précède,  les  trois 
premières  lettres  des  deux  alphabets.  Ajoutons  que  la  différence 
de  deux  points  représente  leur  distance  en  longueur  et  direction. 
Enfin,  si  l'on  pose 

/-n  x         a     y  s        s 

(j)  a=x'         3  =  fr         Y==-7'         rj='' 

les  équations  (4)  se  changent  en 

.   O  — a  O  —  b  O  —  c 

(6)  X  —  A    r-  ,  Y  =  \X g-  Z  =  V    ^  • 

«  —  A  ^        '    6  —  B  c  —  G 

Ce  sont  les  formules  (i)  de  M.  d'Ocagne,  déterminant  les  coor- 
données tétraédriques  ponctuelles  du  point  P. 

2.  Soient  a',  (3',  y',  o'  des  nombres  quelconques  réels;  on  a, 
suivant  la  même  méthode, 

(7)  («'+  p'_|_Y'-+-8')ir=  a'(OBC)^-  P'(OCA)-!-y'(OAB)-i-o'(BAC). 

Il  faut  se  rappeler  que  le  produit  extérieur  (écrit  entre  cro- 
chets) de  deux  points  représente  le  segment  de  droite  compris 
entre  eux,  le  produit  de  trois  points  le  double  de  l'aire  du  triangle 
formé  par  eux,  le  produit  de  quatre  points  le  sextuple  du  volume 
du  tétraèdre  formé  par  eux.  S'il  ne  s'agit  pas  de  grandeur,  mais 
seulement  de  situation  et  direction,  on  peut  remplacer  le  segment 
de  droite  par  la  droite  entière  et  le  triangle  par  son  plan. 

Soit  a'  le  point  d'intersection  du  plan  -  et  de  l'arête  OA.  Alors, 
pour  représenter  a'  à  l'aide  de  7C  et  OA,  nous  posons 

(8)  (OBCA)=i, 

ce  qui  donne  à  la  multiplication  extérieure  le  caractère  spécial 
de  multiplication  régressive.  En  omettant  un  facteur  numérique, 
qui  sera  ajouté  plus  tard,  on  a 

(9)  a'==[w(OA)], 

ou,  en  avant  égard  à  l'équation  (-), 

a'      »'[(OBC)(OA)]      S'[(BAC)(OA)]. 
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En  appliquant  les  lois  de  la  multiplication  extérieure,  savoir 

\(aù)r\  =  i  abc),         (ah)  =—  (ba), 

on  trouve 

o'=  — a'f(OBCA)0]-ho'[(OBCA)A], 

ou,  à  cause  de  la  relation  |  8  I, 

(10)  n      —  a'O  -+-  S'A. 

Les  autres  produits  tirant  leur  origine  de  (())  s'évanouissent  en 
vertu  de  la  loi  (ad)  =  o. 

En  égalant,  comme  il  faut,  les  sommes  de  facteurs  des  deux 
membres,  on  écrira,  au  lieu  de  (10), 

(in  i  o' — ol' )  a' =  o  \ —  a'O; 

d'où  l'on  tire 

_  a  — A  _  a'  _  bj—  B  _  £  c  —  C  _  y' 

O  -  a'  ~  8'  '  Ô~b'  ~  8'  '  ~  O-c'  ~~  8'  ' 

Enfin,  si  l'on  pose 

(i3)  k'  =  .Xu,        P'=  (i.f,        y'=v«'3        8'=  i, 

les  équations  (12)  se  changent  en 

1    a'— A                        1    //-"B  1   r  —  C 

(14)     a  =  —  r-  ;,  p  = -,  w  = 


a   O  —  a'  <x  O  —  b'  v   0  —  c' 

Ce  sont  là  précisément  les  formules  (2)  de  M.  d'Ocagne,  déter- 
minant les  coordonnées  tétraédriques  planes  (tangentielles)  du 
plan  -. 

3.    Pour  que   le   point    V  soit    situé  dans  le  plan  tc,  il  faut  que 
Ion  ait 

(i5)  (nP)  =  o, 

ou,  à  cause  des  relations  (1  )  <i  (-), 

«a'(OBCA)-+-  pp'i  OCAB)      yï'1  OABC)      S8'(  BACO)  -=0, 

les  autres  produits  s'évanouissanl  en  vertu  de  la  loi  (cta)  =  o. 
Les   produits  restants  sont   é^au\   entre  eux   <'n    vertu  de  la  loi 
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(ab)  =  —  (l,a)i  parce  qu'ils  se  réduisent  à  la  même  forme  par 
un  nombre  pair  de  changements  de  facteurs  juxtaposés.  Donc  il 
reste 

aa'-f-  P^'-<-  YY'.-H  38' =  O, 
ou,  en  substituanl  les  valeurs  (5)  et  (i3), 
(i(3)  ii  .r  -f-  cy  -+-  w  -3  -f-  i  =  o, 

ce  qui  est  l'équation  (6)  de  M.  d'Ocagne. 


MÉMOIRE  SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 
Par   M.    Paul  Adam. 

Soient  (s-),  (<rt)  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  Les 
principaux  points  de  ce  Mémoire  sont  les  suivants  : 

Je  considèi^e  la  surface  (S),  lieu  du  milieu  de  la  corde  joignant 
deux  points  correspondants  de  (?)  et  de  (o"i),  et  la  surface  (S,), 
lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  parallèle  à  cette  corde  et  égal  à  sa 
moitié. 

Je  forme  d'abord  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  (S,)  quand 
(S)  est  donnée. 

Cette  équation  est  beaucoup  plus  simple  que  l'équation  des  sur- 
faces applicables  sur  une  surface  donnée;  or  (S)  et  (S,)  étant  con- 
nues, (oj  et  (t,)  le  sont  également,  car  celles-ci  ont,  par  rapport 
aux  deux  premières,  la  même  définition  que  (S)  et  (St)  par  rap- 
port à  (<r)  et  (o"i).  Par  conséquent  : 

La  détermination  des  couples  de  surfaces  applicables  tels 
que  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  joignant  deux  points  corres- 
pondants soit  une  sur/ace  donnée  dépend  d'une  équation 
beaucoup  plus  simple  que  la  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée. 

J'établis,  entre  les  rayons  de  courbure  de  (S)  et  (S(),  une  rela- 
tion que  l'on  peut  regarder  comme  l'analogue  de  la  relation  de 
Gauss  pour  les  surfaces  (a-)  et  (t,)  el  j'en  déduis  plusieurs  théo- 
rèmes, parmi  lesquels  ceux-ci  : 
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Tandis  que  (<r)  et  (a-,)  sont  toujours  toutes  deux  convexes  ou 
toutes  deux  à  courbures  opposées  aux  points  correspondants, 
(S)  et  (S,)  sont  l'une  convexe  et  Vautre  à  courbures  opposées 
ou  toutes  deux  à  courbures  opposées,  mais  jamais  toutes  deux 
convexes. 

Si  les  extrémités  m  et  m{  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante sont  les  points  correspondants  de  deux  surfaces  (a-),  (a-,) 
applicables  l'une  su/-  l'autre,  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  la  surface  (S),  lieu  du  milieu  de  mmK 
[surface  qui  est  toujours  à  courbures  opposées)  est  égal  à 
l'inverse  du  rapport  des  carrés  des  distances  du  point  m,  ou 
du  point  m ,.  aux  directions  principales  de  cette  surface  (S). 

Je  m'occupe  ensuite  des  couples  (<r),  (<r ,) pour  lesquels  (S)  est 
un  cylindre.  J'établis  que,  dans  ce  cas  : 

(<t)  est  une  surface  réglée  quelconque  et  (<t()  la  surface  ré- 
glée symétrique,  par  rapport  à  une  droite  quelconque,  de  la 
surface  réglée  applicable  sur  (t)  avec  parallélisme  des  géné- 
ratrices. 

J'entre  dans  quelques  considérations  intéressantes  relativement 
à  ces  couples  (o-),  (a-,)  et  à  la  surface  (S,)  correspondante. 

Je  détermine  enfin  tous  les  couples  (t),  (a-,)  pour  lesquels  (S) 
est  une  quadrique. 

Lorsque  (S)  est  une  quadrique  dénuée  de  centre,  je  démontre 
que,  parmi  les  couples  (o1),  (a-,)  correspondants,  se  trouvent  la 
surface  minima  d'Enneper  et  son  adjointe  : 

La  surface  minima  d'Enneper  et  son  adjointe  peuvent  être 
or ie n  1res  de  manière  que  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  joi- 
gnant (leur  points  correspondants  soit  un  paraboloïde  hyper- 
bolique équilatère. 

Le  cas  où  (S)  esl  une  quadrique  à  centre  se  ramène  très  sim- 
plement ;'i  la  recherche  des  couples  de  surfaces  applicables  avec 
Invariabilité  de  la  distance  des  point-  correspondants,  couples 
i'i udiés  par  I! ibaucour. 
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Equation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  (S,). 

Soient,  en  coordonnées  rectangulaires,  x,  y,  s;  #,,  yt,  z,;  X, 
Y,  Z;   X,,  Y,,  Z,  les  coordonnées  respectives  des  surfaces  (t), 

(*i),  (S),  (Si)- 
On  a 

[  a  =  X-+Xi,        xx  =  X  —  Xi, 

(0  !r  =  Y-b.Y„        ri=Y-Y„ 

Si  l'on  prend  X  et  Y  comme  variables  indépendantes,  les  con- 
ditions pour  que  (a-)  et  (s,)  s'appliquent  l'une  sur  l'autre  sont 

dX  +  dX  dX  ~"  °' 
dY,        dZ  dZ, 

dXt        dYt        dZ  dZt        dZ  dZ,  _ 

dY~  +  ~dX  ^  dX  dY  ^ÔY  dX  ~°' 

11  est  facile  d'éliminer  les  deux  fonctions  X,  et  Y,  entre  ces 

trois  équations. 

d2  X 
En  égalant  d'abord  les  deux  expressions  de      "  *   tirées  de  la 

première  et  de  la  troisième,  on  trouve 

(3)  "5X2"  +  dX7?  dY  +  dY  ~dXJ  ~  °' 

La  seconde  des  équations  (2)  différentiée  ensuite  par  rapport 
à  X  donne 

d^Y,  d»Z    dZ,        dZ    d*Z, 


(4) 


dX  dY       dX  OY   dY        d\    0\  û\ 


J3  y 

Il  n'y  a  plus  qu'à  égaler  les  deux  expressions  de  tirées  des 

équations  (3)  et  (4)   pour  obtenir  l'équation   suivante  entre  les 
fonctions  Z  et  Z, , 


(5)  ^\r2     ,)Y2  2 


d*Z  d«Z!  d«Z      d*Zt         d*Z  d*Z, 


=  o. 


dX*    dY*  dXdY  dXdY        dY»   dX* 

Si  la  surface  (S)  est  donnée,  la  fonction  Zl  X,  Y)  est  connue, 


el  l'équation  (5) définit  la  fonction  Z,(\,  Y);  les  équations  (3)  et 
(4)  donnent  ensuite  les  deux  dérivées  de  -  '-;  on  obtient  par  suite 
-r=£-  par  deux  quadratures  :  l'équation  (4)  exprime  alors  que  cette 
valeur  de  ■—  et  que  L'expression   de  — ~  tirée  de  la  seconde   des 

équations  (a)  sont  les  dérivées  d'une  même  fonction  Y,  :  d'où  Y, 
par  deux  nouvelles  quadratures;  enfin,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3),  la  première  et  la  dernière  des  équations  (a)  font  con- 
naître pour  -~  et  —y  Jes  deux  dérivées  d'une  même  fonction  X,, 

laquelle  se  calcule  par  deux  dernières  quadratures. 

En  résumé,  V équation  (5)  est  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  surface  (£,)  quand  (£)  est  donnée,  et,  en  suppo- 
sant que  la  fonction  (Zt)  ait  été  déterminée,  six  quadratures 
définissent,  au  moyen  des  relations  (i),  les  coordonnées  des 
deux  surfaces  (y)  et  (t,)  applicables  l'une  sur  l'autre . 


Relation  entre  les  iîayoxs  de  courbure  prtncjpai  x 
des  df.vx  surfaces  (-)  et  (-()  aux  points  correspondants. 

Appelons  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  de  la  fonction  Z(X,  Y),  el 
1', .   Qt,  K, ,  Si ,  T,  les  dérivées  de  la  fonction  Z(  (\,,  Y,  ). 
Les  équations  (2)  s'écrivent 

r)Y,  dZt 

dXt        «V,        _dZ,        .ait 


Joignons-v  les  identités 


dx  -  Fi  "Sx ,  +  Qi  n 
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En  combinant  ces  cinq  équations,  on  les  remplace  par  celles-ci 

dXt  _  dZj  dY,  _  i-f-  PP,  dZ, 

dX   ~  dX'  dX   =         (v),        OX  ' 

dXt       i-t-QQt  dZt  dXt  rdZ{ 


(6) 


La  dernière  se  décompose  en  deux. 

Première  hypothèse  : 

i+  PPi  -4-  QQt  =  o. 

Les  normales  aux  deux  surfaces  (S),  (2j)  aux  points  correspon- 
dants sont  alors  rectangulaires.  C'est  là  un  cas  très  particulier, 
dont  l'examen  est  facile,  et  qui  conduit  au  résultat  suivant  (je  me 
borne  à  l'énoncer  en  raison  de  son  peu  d'intérêt)  : 

Pour  que  les  deux  surfaces  (ï)  et  (S,)  aient  leurs  normales 
rectangulaires  aux  points  correspondants,  il  faut  et  il  suffit 
que  (?)  et  (t,)  soient  deux  cylindres  parallèles  quelconques 
regardés  comme  applicables  l'un  sur  l'autre  génératrice  par 
génératrice.  (S)  et  (S,)  sont  alors  deux  cylindres  parallèles  à 


(  '  )  Si  l'on  coupe  les  quatre  cylindres  (a),  (a,),(-),  (  ï,  )  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  leurs  génératrices  et  si  (y),  (y,),  (F),  (F,)  sont  les  sections  droites 
obtenues,  on  peut  donc  dire  : 

Soient  (y)  et  (y,)  deux  courbes  planes  se  correspondant  point  m  par  point  ;»,, 
(F)  le  lieu  du  milieu  M  de  la  corde  mm0  (F,)  le  lieu  de  l'extrémité  M,  du  vec- 
teur parallèle  à  la  corde  mni^  et  égal  à  sa  moitié;  pour  que  tes  normales  au.v 
courbes  (T),  (F,)  aux  points  correspondants  soient  rectangulaires,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  arcs  correspondants  de  (y)  et  de  (y,)  soient  égaux. 

En  particulier,  si  (F,)  est  un  cercle  dont  les  vecteurs  sont  issus  du  centre,  (y) 
et  (y,)  constituent  les  lieux  des  points  ni  et  m,  obtenus  en  prenant  sur  les  tan- 
gentes à  (T),  à  partir  et  de  chaque  côté  du  point  M  de  contact  deux  longueurs 
égales  et  constantes;  ainsi  : 

Étant  donnée  une  courbe  quelconque  (  F  ),  les  lieux  (  y  )  et  (  y,  )  des  point*  m 
et  ml  obtenus  en  prenant  sur  les  tangentes  à  (F),  à  partir  et  de  chaque  côté 
du  point  M  de  contact,  deux  longueurs  constantes  égales  à  I.  sont  tels  que 
deux  cordes  égales  à  il  et  s' appuyant  chacune  sur  (y)  et  sur  (y,)  laissent 
entre  leurs  extrémités  correspondantes  des  arcs  égaux. 
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Seconde  hypothèse  : 

On  a  alors,  en  écrivant  à  nouveau  les  quatre  premières  équa- 
tions (6), 

dYt  _  r-t-PP,  dZ, 

dX   ~~Th        ^ 

^1  _  _  n  ^?_L 
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Si  l'on  écrit  que 

d    t)X,  _     <>    dX,  j*_  0\t  _     à    dY, 

dY  <*X  ~~  dX  d Y  *  d\  ~d\  ~~  Jx  ~ô\' 

on  obtient,  en  tenant  compte  des  équations  (  j),  une  seule  et  même 
équation  qui  est  la  suivante 

(«".Q.o+w.+QQOarar 

(8)  +[PQ,(n-QQ1)R1-(n-PP,+  QQ,+  2PP1QQ1)S, 

(  +QP.(.H-PPl)T.]§.g-a 

Differentiant  ensuite  la  dernière  des  équations  (7)  par  rapport 
à  \  et  à  Y,  on  obtient  les  deux  équations 

I  +[_PQ1S1  +  (I-f-PP1)T1l^^=o) 

(9) 


P?^  +  I>Ql^+t(lH_QQl)Rl_Qr,Sl]^^ 
-+-[Oh-QQi)S,-QP1T1]  (J^J 


En  résolvant  les  trois  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  aux  trois 
dérivées  secondes  «!<•  /,  relativement  à  \  el  Y,  on  trouve  l'équa- 
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tion  (8)  elle-même  el  les  deux  ci-après 


10) 


'  PïQi(n-PPi  +  QQi)^7 


dZ, 


Pi(i+  PP.  +  QQ,  )  |-  PQ,  K,  +  (!■+-  PP,  >S,  ]  (  -^ 
[-PQJ(n-QQi)Ri 
-f-(i-+-PP1)(i-PP1+QQl)QiS1-H(i  +  PP1)2PiTl]^  ( 

d-Z, 


dZ,   uZt 


PiQïd  +  PP.-QQi 


dY* 


/dZ,\'2 


■+- Qi (i  -+-  PPi  +  QQ.  >  [(n-  QQi)S, -  QPjT, ]  (^ ) 
h-[(i  +  QQi)2QiRi 


dZt  oZx 


(i  +  QQ1)(n-PP,-QQi)P,S1-QPÎ(n-PP1)T1]^^  =  o 


Si  l'on  porte  enfin  les  trois  dérivées  secondes  deZt  par  rapport 
à  X  et  à  \  définies  par  les  équations  (8)  et  (io)  dans  l'équa- 
tion (5),  on  arrive,  entre  les  dérivées  de  Z  par  rapport  à  X  et  Y  el 
celles  de  Z(  par  rapport  à  X(  et  ^  , ,  à  la  relation  suivante  qui  ne 
contient  plus  que  les  dérivées  premières  de  Z,  par  rapport  à  X 
et  Y 


P.KJQ.(i  +  PPi^QQ.)[(i  +  QQ.)S,-QP.Tj(^y 

+  [(i  +  QQi)*QiRi 

-Kï-*-QQi)(h-PPi-QQi)PiSi-QP?(i-+-pPi)T,] 

-aP1QiS[PQ1(i-+-QQl)R, 


dZA  dZ,  I 
dX  77V-  \ 


(i  +  PPi-«-QQi-+-aPP,QQ,)S,-f-QP1(n-PP1)T,] 

dZ,\« 


dZ,  dZ, 
dX  ~àY 

QiT j  P,(n-  PP,  +  QQ, )  [-  PQ.  Ri  +  (i -t-  PPi)S, ][—,'' 

4-[-PQï(i  +  QQi)R. 

4.(n-PP1)(i-PPi+QQi)Q,Si-+-(i-i-PP1)«P1T1]^  ^J=  o. 

dX    0\    ) 


Celte  équation  étant  homogène  par  rapport  aux  dérivées  pre- 
mières de  Z(  relativement  à  X  et  Y,  on  peut,  en  vertu  de  la  der- 
nière des  équations  (-),  y  remplacer  ces  dérivées  respectivement 
parQ,  et  —  P, .  On  obtient  alors,  toutes  réductions  laites,  l'équa- 
tion symétrique  suivante  entre  les  dérivées  I',  Q,  R,  S,  T  de  Z 
par  rapport  à  X  et  ^  el  les  dérivées  I',,  <),,  M,,  S,.  T,  de  Z,  par 
xxiii.  i(i 


III) 


-  -2-2G  — 

rapport  à  \ ,  <'i  V  ( 

i  ,,'|;  —  •. LP(  >S   -   ptT)i  Qï  R,-  aPjQtSt-H  PfT,  ) 
+  a(QR  — PS)(Q,Rt-  Pi  S,  i 
-+-a(QS  -PT)(Q,Si-p!Ti) 

-t-  RRj-+-  >.SS,-4-TT,  =  o, 

Cette  équation  a  élé  établie  indépendamment  du  choix  des 
axes  de  coordonnées.  On  peut  donc  pour  en  dégager  la  significa- 
tion géométrique,  adopter  des  axes  particuliers  :  prenons  alors 
pour  axes  des  X  et  i\e>  \  Les  tangentes  ]MX,  MY  aux  lignes  de 
courbure  de  la  surface  (ï).  el  pour  axe  des  Z  la  normale  :\1Z  à 
celle  surface;  cela  revient  à  l'aire 

p  =  O  =  S  =  o, 
et  l'équation  [\  i    se  réduit  à 
(12)  RR,+  TT,  =  Ô    (i). 

Appelons  0  et  o'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S]  au 
point  M,  estimés  positivement  suivant  MZ.  On  a 


03) 


R  = 


T  = 


Soient  M,X,.  M  ,\  1  les  directions  principales,  et  M,  A,,  M,  A',  les 
directions  asymptoliques  de  (Si)  au  point  M,  qui  correspond  au 
point  M.  Si  Ton  considère  les  cosinus  définis  par  le  Tableau  sui- 
vant 


MX 

\\\ 

M,\, 

2 

? 

U,\, 

7.' 

P' 

Mi  ^1 

*i 

Pi 

M,  \, 

■x\ 

Pi 

1  '  ;  Il  n'était  pas    nécessaire,  pour  obtenir  ce  résultat,  déformer  l'équation  (m): 


-  ni  - 

les  deux  rapports  —  et  -,'-  sont  les  racines  de  l'équation 

R,af  +  2S1a1[31-hT1pf  =  o. 
On  a  en  conséquence 

Mais  si  0,  est  l'angle  X,M,A,,  on  a 

a,  =  a  cosOj  H-  a'  sin  0,,         a',  =  a  cosôj —  a'  sin  6j, 

p,  =  Pcos0,+  P'sinO,,  P',  =  pcosO,—  P'sin.6,, 

ce  qui  transforme  la  relation  (i 4)  en 

R,   _   8*rnt»0,—  p»« 


(i5) 


T,         a*  cot*0,  —  a'* 


Enfin,  en  appelant  pt  et  p'(  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  (S()  au  point  M,,  on  sait  que,  en  grandeur  et  en  signe, 

(iG)  cot*e,  =—  Êi. 

Pi 

Eu  égard  aux  relations  (i3),  (i5)  et  (16),  l'équation  (12)  se 
transforme,  en  définitive,  en  la  suivante  : 

P  Pi 

(17)  _£.=    _ » 

P  «»    ?!  +  «'* 

P' 

ou  bien 

(18)  a*p?1-f-a'2pp'1+  p«p'pi4-p'«p'pi  =  o. 

C'est  la  relation  cherchée  entre  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux des  deux  surfaces  (S)  et  (Si). 

r  1         •  /      O  \  P  °  1  / 

lia  relation  (10)  montre  que  -,  et  '—  ne  peuvent  pas  être  tous 

P        Pi 
deux  positifs. 

De  là  ce  théorème  : 

Tandis  que  les  deux  surfaces  (o-)  et  (o-,),  applicables  l'une 
sur  l'autre,  sont  toujours  toutes  deux  convexes  ou  toutes  deux 
à  courbures  opposées  aux  points  correspondants,  les  deux  sur- 
an  pouvait  faire  tout  de  suite  P  =  Q  =  S  —  o  dans  les  équations  (S  )  et  (9);  niais 
l'équation  (11),  en  raison  de  sa  symétrie,  sert  de  vérification  au  calcul. 
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faces  f-!  et  I  S4)  son^  V une  convexe  et  V  autre  à  courbures  oppo- 
sées ou  toutes  deux  à  courbures  opposées,  mais  jamais  toutes 
deux  convexes. 

Supposons  que  l'une  des  deux  surfaces  (S),  (S,),  par  exemple 
(S),  soit  une  développable;  en  supposant  que  la  direction  princi- 
pale MX  soit  celle  de  la  génératrice,  on  a 

p  =  oc 

et  l'équation  (18)  se  réduit  à 

(19)  a2  pi  -f-  a'2p'(  =  o. 

La  surface  (Si)  est  donc  toujours  à  courbures  opposées. 

Menons,  dans  le  plan  tangent  \,M,Yt  à  (Sj),  la  parallèle  M,  G, 

à    la    projection    de    la    génératrice    MX    sur  ce  plan,   et  soit  A 

l'angle  X,M,G|  ;  on  a 

-  =  tant;  A, 
a 

el  par  suite,  en  vertu  des  relations  (16)  et  (19), 

_  El  =  tang'Ov  =  col2  8,, 

Pi 

À  =  -±  0,. 
•2 

Par  conséquent  : 

Quand  V une  des  sur/aces  (S),  (S,)  est  une  développable, 
(S)  par  exemple,  Vautre  (2,)  est  toujours  à  courbures  oppo- 
sées; la  projection  de  la  génératrice  de  la  première  (2)  sur  le 
plan  tangent  à  la  seconde  (S,)  fait,  avec  l'une  quelconque  des 
directions  principales  de  celte  dernière  surface,  un  angle  aigu 
égal  aux  angles  aigus  de  la  seconde  direction  principale 
de  (2t  )  avec  les  directions  asj  mptoliques  de  cette  même  surface. 

Supposons  maintenant  que  (2,)  soit  une  sphère,  c'est-à-dire 
que  1  1)  et  (  7, )  soient  applicables  l'une  sur  Vautre  avec  inva- 
riabilité de  la  distance  des  points  correspondants  m  et  m,  ('). 

<  >n  ;i  alors 

pi=  p'u 


f'i  Le  <-.i->  où  c'est  (-)  <|"'  csl  unc  sphère  se  ramène  à  ce  cas-là  en  rempla- 
çant (af)  par  sa  symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 


22!)  

el  la  relation  (18)  devient 

pi  -s-^-i-i)  —  p'i  v-  y-)  -  o. 

En  appelant  ;j.  et  ;j.'  les  angles  de  la  normale  à  la  sphère  -,  . 
ou  de  la  corde  /uni,,  qui  lui  est  parallèle,  avec  les  directions  prin- 
cipale- MX  <•!  M\    de  (S),  on  a 


y.'2  —  a'-  =  -in2  ;j.. 

et, 

par 

suite. 

:  -in-  'jl  —  p'  sinsu'  = 

o, 

ou  bien,  en  appelant  o  et  8'  les  dislances  du  point  m  de  (7),  ou 
du  point  m,  de  (7),  aux  directions  principales  MX  et  MY  de  (S), 
et  en  prenant  p  et  p'  en  valeur  absolue 

De  là  ce  théorème    : 

Si  les  extrémités  m  et  mK  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante sont  les  points  correspondants  de  deux  surfaces  (a),  (s-,) 
applicables  l'une  sur  l'autre,  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure de  la  surface  (S),  lieu  du  milieu  de  mm.  (surface  qui  est 
toujours  à  courbures  opposées)  est  égal  à  l'inverse  du  rapport 
des  carrés  des  distances  du  point  m.  ou  du  point  m{,  aux  di- 
rections principales  de  cette  surface  (S). 


GlS    OU    l'uHE    DES    SURFACES    (S),     (-1)    EST     DM     PLAN. 

Dans  ce  cas,  on  arrive  très  facilement  aux  théorèmes  suivants  : 

Pour  que  la  surface  (S)  soit  un  plan,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  surfaces  (7),  (s-,),  applicables  l'une  sur  l'autre, 
soient  égales. 

Pour  que  la  surface  (S,  )  soit  un  plan,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  surfaces  (7),  (7,)  soient  symétriques  par  rapport  à  un 
point. 

Ces  théorèmes  sont  très  utiles  quand  on  a  besoin  de  s'assurer 
que  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  L'autre  ne  sont  ni  égales, 
ni  symétriques. 
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Cas  ou  l'une  des  surfaces  (S),   (Si)  est  un  cylindre. 

Supposons  que  la  surface  (S)  soit  le  cylindre 

(•20)  Z  =  F(X), 

parallèle  à  Taxe  des  Y  ('). 

Si  l'on  porte  l'expression  ci-dessus  de  Z  dans  l'équation  (5),  on 

obtient 

d*Z, 

^T  =  °' 
ce  qui  exige  que 

Z,  =  Y/(X)  +  cp(X). 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  ensuite 

*Y,  d'Y, 

?t  =  —  F  /' 


dX*  ■"         dXdY         ' 

et,  conséquemment, 

On  tire  maintenant  de  la  seconde  des  équations  (2) 

dY, 

=  0, 


ce  qui,  rapproché  de  la  valeur  ci-dessus  de  —, ^->  conduit  à 

Enfin,  d'après  la  première  et  la  dernière  des  équations (2),  on  a 

el .  en  intégrant, 

X,  =  —  Y  f  F'/  rfX  —  A"' tp'  rfX. 

En  résumé,  la  surlace  (-1)  est  définie  par 

/  X1  =  -Yjr,F7'rfX-y*F'<p'rfX) 
j  Y,  =  -  fd\  fv/,1 


"rfX, 


Z,=  YF  +  o, 


(■)  Le  cas  où  (S,)  serait  un  cylindre  se  ramène  au  cas  dans  lequel  (~)  esl  cy 
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expressions  qui  sont  linéaires  par  rapport  à  ^  ,  et,  d'après  les  re- 
lations (i),  les  surfaces  (a-)  et  (t,)  ont  pour  équations 


(i->.) 


i  x,  xi  =  rp  Y  Çv'f  d\  +  X+  /V<p'  dX, 

)  y,  y\  =  v  +  fdx  fwfdx, 


±Y/+F±o, 


les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  (?)  et  les  signes  inférieurs 
à  (t,);  ces  équations  sont  également  linéaires  par  rapport  à  Y. 

On  lit  immédiatement  sur  les  équations  I  2  \)  et  (22)  les  résul- 
tats ci -a  près  : 

(7)  est  une  surface  réglée  ;  (7,  )  est  la  surface  réglée  symé- 
trique par  rapport  éi  l'axe  des  Y,  c'est-à-dire  éi  la  direction 
des  génératrices  du  cylindre  (S),  de  la  surface  réglée  appli- 
cable sur  (a-)  avec  parallélisme  des  génératrices  correspon- 
dantes. (£,)  est  une  surface  réglée  admettant  un  plan  direc- 
teur perpendiculaire  aux  génératrices  de  (S).  Les  génératrices 
se  correspondent  sur  les  quatre  surfaces  (a-),   (a-,),  (S)  et  (S,). 

(7)  est  la  surface  réglée  la  plus  générale.  En  eflet,  les  équa- 
tions (22)  montrent  que  le  cône  directeur  dépend  de  deux  seule- 
ment, F  et  y",  des  trois  fonctions  arbitraires  F,  f  et  co;  d'autre 
part,  si  l'on  calcule  le  paramètre  de  distribution  ra  de  (<r),  on 
trouve 

ce  paramètre  ne  dépend  donc  également  que  de  F  et  de  /';  on 
peut,  en  conséquence,  se  donner  arbitrairement  le  cône  directeur 
et  le  paramètre  de  distribution  de  (7)  et  la  surface  dépend  encore 
d'une  fonction  arbitraire  œ,  comme  cela  a  lieu  quand  elle  est  la 
plus  générale  possible. 

Etant  données  deux  surfaces  réglées  applicables  l'une  sur  l'autre 
avec  parallélisme  des  génératrices,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la 
symétrique  de  Tune  d'elles  par  rapport  à  une  direction  quelconque 

lindrique  en  remplaçant  (cr,)  par  sa  symétrique  par  rapport  ;'i  l'origine  des  coor- 
données. En  général,  cl  11  reste,  celte  opération  permet  de  ramener  le  cas  où  (EJ 
est  une  surface  donnée  quelconque  .m  cas  "ù  c'est  (1)  <|iii  est  cette  surface. 


(a3) 


forme  avec  l'autre  un  couple  pour  lequel  la  surface  (S)  esl  un  cy- 
lindre. 

Mais  le  calcul  précédent  inoutre  que  c'est  là  le  seul  couple  pour 
lequel  (-)  soit  un  cylindre.  Ce  même  calcul  donne  d'ailleurs  une 
forme  simple  pour  les  équations  du  couple  le  plus  général  de  sur- 
faces réglées  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  parallélisme  des 
génératrices;  ce  sont  les  équations  (22)  où  l'on  changerait  le  signe 
des  expressions  de  .r,  et  de  z{,  c'est-à-dire 

=  _Y  /V/VX±X-/V<p'JX, 

z,    «'i  =  Y/±F+(p, 

en  désignant  par  sb\  et  z\  les  valeurs  de  x\  et  de  zK  changées  de 
signe,  et  en  affectant  comme  précédemment  les  signes  supérieurs 
à(».   _ 

Il  existe  des  relations  intéressantes  entre  la  surface  (S|)  et  les 
surfaces  (a)  et  (<7,)  définies  par  les  équations  (21)  et  (22). 

En  premier  lieu,  le  calcul  montre  que  la  ligne  de  striction  est, 
sur  chacune  de  ces  trois  surfaces,  définie  par  la  même  relation 

V.'-i;        ■ 

Par  conséquent  les  lignes  de  striction  se  correspondent  sur 
les  trois  surfaces  (7),  (t,)  et  (S,)  (elles  devaient  nécessairement 
se  correspondre  sur  (a-)  et  (<?\)  qui  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre). 

Si  l'on  calcule  ensuite  le  paramètre  de  distribution  ra,  de  (S,), 
on  trouve 

c-=M/,+  (/F/'''x)T 

expression  qui,  rapprochée  de  La  valeur  obtenue  ci-dessus  pourra, 
conduit  à   la  relal  ion 


m 


■/»+(/fv«/ 


or,  si  j3  <•>!  l'angle  de  la  génératrice  de  (a-)  ou  de  (a-|)avec  l'axe 
des  Y,  ■  '  -1- 1  dir<    avec  les  génératrices  de  (-).,   les  équations  (22) 
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de  (a-)  et  de  (a-()  donnent 
cos*  ^  = 


on  a  donc 


ra  1  ■     »  Q  . 

—  =  sm*p 

TTT 

on  peut  donc,  en  remarquant  que  [ïi  est  le  demi-angle  des  généra- 
trices de  (a)  et  de  (s-,),  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  surfaces  réglées  (<r),  (7,),  applicables  l  une  sur 
Vautre  avec  parallélisme  des  génératrices,  sont  disposées  de 
telle  sorte  que  le  lieu  (S)  du  milieu  de  la  corde  joignant  deux 
points  correspondants  soit  un  cylindre,  le  lieu  (ï|)  de  l  extré- 
mité du  vecteur  parallèle  éi  cette  corde  et  égal  à  sa  moitié 
est  une  surface  réglée  à  plan  directeur;  le  rapport  des  para- 
mètres de  distribution  de  (ï,)  et  de  (<r)  ou  de  (t,)  est  égal  au 
carré  du  sinus  du  demi-angle  des  génératrices  de  (a-)  et 
de  (a-,  ). 

Supposons,  en  particulier,  que  (S)  soit  un  cylindre  parabo- 
lique 


c'est-à-dire  que 


z  =  2  x*. 

•2 


F(X)=  -X*. 


Dans  ce  cas,  il  est  facile  de  faire  disparaître  les  intégrales  des 
équations  (a3)  ;  il  suffit  de  remplacer  y  et  o  par  une  dérivée 
seconde  f"  et  une  dérivée  première  ce'  et  d'employer  l'intégration 
par  parties;  on  obtient 

x,  x\  =aY(/'—  X/")  ±  X -+- a(  <p  —  X»'), 


a 


Il  suffit  alors  de  prendre  pour  f  et  co  deux  fonctions  algé- 
briques quelconques  pour  obtenir  deux  surfaces  réglées  aisé' 
briques  applicables  avec  parallélisme  des  génératrices. 

Celte   remarque  n'est  pas  .sans  intérêt,   car,  étant  donnée  nue 


—  -m  — 

surface  réglée  algébrique,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  la  sur- 
face réglée  applicable  sur  celle-ci  avec  parallélisme  des  généra- 
trices soit  elle-même  algébrique;  par  exemple,  si  la  première 
surface  est  un  hjperboloïde  de  révolution,  on  sait  que  la  seconde 
est  un  hélicoïde  réglé,  c'est-à-dire   une  surface  transcendante 

Cas  ou  la  surface  (S)  est  i -\e  qu&drique  béjxuée  de  centre. 

L'équation   de  la  surface  (S)  peut  alors  s'écrire 

(a4)  Z  =  />r2\2 —  /ï2\-, 

m  et  n  désignant  deux  constantes  réelles  ou  purement  imagi- 
naires. 

En  portant  d'abord  l'expression  (>-4)  de  Z  dans  l'équation  (5), 
on   voit  que  la  fonction  Z,(X,  Y)  doit  satisfaire  à  l'équation 

,  <r-Zi  d»z, 

il  en  résulte  pour  Z,  l'expression 

Zi  =  f'(mX  -+-  n\)  -+-  o'(mX  —  "Y), 

f  et  es  étant  deux  fonctions  arbitraires  et  j\  tp'  désignant  les 
dérivées  de  ces  fonctions  par  rapport  à  leurs  arguments  respec- 
tifs. 

Les  équations  (3)   et   (4)  donnent  ensuite 

— -— -  =  —  \>.  m-  n  (  /'"  —  z>"  )  —  2  m  -  /;  -  Y  (  f" -f-  o"  ) , 

et,  par  intégration, 

—  a  m  n  -  \  |  /'"  -+-  o"  )  —  i  m  n  \  j" —  o'  i, 

en  négligeanl  une  constante  que  l'on  peut  supposer  contenue 
dans  f  OU  dans  cp'. 

On  lire  maintenant  de  la  seconde  des  équations  (2) 

'IV    »«»y,(/'-ç"). 
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dY, 


expression   qui,   rapprochée  de  la  valeur  ci-dessus  Je  — --■>    con- 
duit à 

Y,  =  2/i«Y(/'-Mp')— 2/l(/-  o). 

Enfin,   d'après    la  première   et  la  dernière  des  équations  (2), 
on  a 

-^ -5=  —  a  m'  «  X  (  /"-  /  )  -  a  m«  |  /  -  . 

et,  en  intégrant, 

X 1  =  —  2  /» 2  X  (  J"  —  ';'i-  2  m  i  f  —  z  . 
La  surface  (2|)  est,  en  définitive,  représentée  par  les  équations 


(25) 


j  Xt=      2/n(/+o)  — 2ynîX(/'H-<p'  . 
,   Y,  =-2/1  (/-?)  +  «>  Y(/'-     - 
[Z,=      /+<?', 


et,  en  vertu   des  relations  (1),    les  surfaces  (7)  et  (a-,)  ont  pour 
équations 


(26) 


r.  /,  =  ±2  /»  (/"  —  cp)  qp  2  «l*X  (  /"  -+-©')  -4-  X, 
7,  j-!  =  =  îffl  (/—  <p)±an»  Y(/'+o')  -  Y, 
5,  z,  =  ±(/'-?')-  m»X*— n*Y», 


les   signes   supérieurs  se  rapportant  à  (<r)  et    les  signes  inférieurs 
Pour  faire  une  application  des  équations  (26),  prenons 


f  =      i  ( mX  +  ni 


puis 


=  — :  (  m  X  —  »  1 

ii 


/h2  =  «"-  =  —  ■ 
/a 


Les  surfaces  (S)  cl  (St),  qui  ont  en  général  les  équations  (24) 
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i  '.  uni  ici  pour  équations 


Z=  -1(X«-.Y«), 
X,='— X«Y+5î 


Y,  =  XY*-  — 


z,  =  J=  XV. 

va 


On  voit  que  (  S)  est  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère. 

Donnons  maintenant  au  système  d'axes  0\,  OY  une  rotation 

autour  de  l'origine,  dans  le  plan  \0\  ,  à  laide  des  formules  de 

transformation 

X  =  X'  eus  a  —  Y'  sin  2, 

Y  =  X'  sin  a  -+-  Y'  cos  st, 
et  prenons  pour  a  l'un  des  angles  définis  par 

T 

cos  2  a  =  —  sin  2  a  =  —  • 

y/2 

On  trouve  que  les  deux  surfaces  (S)  et  (£()  nul  pour  équation, 
avec  les  nouvelles  coordonnées  X',  V,  Z  et  \',,  V,,  Zt,  en  sup- 
primant les  accents 

Z  = hXY , 

2  2 

/  \:i 


Y,=  —  X*Y 


X*  Y., 

Z,=  -  —  +XY+  -^ 

2  2 


Pour  obtenir  les  équations  de  (t)  et  de  (?{),  il  suffit  d'appli- 
quer les  relations  (î)  à  ces  nouvelles  coordonnées,  car  le  chan- 
gement d'axes  n'a  pas  modifié  les  relations  géométriques  qui 
existent  entre  les  quatre  surfaces  (?),  (c,),  (2),  (St);  on  trouve 
ainsi,  en  continuant  de  désigner  par  ./,  )\  c,  .r, ,  y, ,  ;;,  les  coor- 
données  de  Or)  et  (t,)  après  le  changement  d'axes 

j  =  X-XYî+-,  xx  =  X  -t-  \Y , 

V'i  V 

y-ï  _X*Y+T,          »,-  Ï  +  X«Y-T 

>\Y  ,      X»— Y». 


—  ïM  — 

On  reconnaît  en  (7,)  la  surface  mi  ni  ma  d'Enneper  rapportée 

à  ses  lignes  de  courbure. 

Quant  à  (7),  si  l'on  calcule  pour  cette  surface  les  six  rotations 
p,  q,  /•,  pt1  y,,  /■,  considérées  par  Codaz/.i, /?,  q,  r  se  rapportant 
au  déplacement  le  long  de  la  courbe  1  =3  const.,  et  p{,  qX}  r,  au 
déplacement  le  long  de  la  courbe  X  =  const.,  on  trouve 

Pl=q  =  0. 

Cela  veut  dire  que,  sur  (7),  X  et  Y  sont  les  paramètres  des 
lignes  asvmptotiques  ;  ainsi  les  lignes  as\mptoliqucs  de  (7)  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  de  (7,)  et  sont  par  suite  rec- 
tangulaires ;  il  suit  de  là  que  (7)  est  la  surface  minima  adjointe 
à  fa  su/face  cV Enneper. 

Si  l'on  désigne  par  c,  c\  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  (7)  et  par  ct,  c\ ,  c'\  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  (?i),  ces  normales  étant  dirigées  de  manière  à  former  avec  les 
tangentes  aux  courbes  X  =  const.  et  Y  =  const.  deux  trièdres 
de  même  signe  attachés  aux  deux  surfaces,  on  trouve 


c 

= 

-  >.  X 

1  + 

X*-h 

Y* 

c' 

= 

2Y 

I  -+- 

x*+ 

Y2 

r." 

I  

X2  — 

Y* 

—  •>. 

Y 

1  + 

V 

r- 

Y  2 

—  2 

\ 

1  — 

X* 

■+- 

Y  â 

1  — 

X2 

— 

Y  i 

i-HX2-t-Ys  •       n-X*-+-Y* 

expressions  qui  montrent  que  les  normales  aux  deux  surfaces 
deviennent  parallèles  et  de  même  sens  si  l'on  donne  à  (7) 
une  rotation  positive  de  yo°  autour  de  Oz. 
En  résumé  : 

La  surface  minima  <V Enneper  et  son  adjointe  peuvent  être 
disposées  de  manière  que  le  lieu  des  milieu. r  des  cordes  joi- 
gnant les  points  correspondants  soit  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique cquilatère. 

C.VS    Ol     LA    SURFACE    (S)    EST    VIVE    QUADRJQUE     \    CENTRE. 

L'équation  de  la  surface  (ï)  peut  s'écrire,  dans  ce  cas, 
X2       Y»       f-         _ 

(/-  l>-  c- 

a,  />,  c  étant  réels  on  purement  imaginaires. 


—  238  — 


Supposons  calculées  les  coordonnées  de  la  surface  correspon- 
dante (-1):  les  coordonnées  des  deux  surfaces  (c)  et  (g-,)  appli- 
cables lune  sur  l'autre  ont,  comme  nous  le  savons,  pour  coor- 
données 


I 

< 
1 

X 

=  x  +  x,. 

a"i  =  X  —  X,, 

(38) 

y 

=r.YH-Xt, 

^i  =  Y-Y,, 

( 

z 

=  Z.-hZm 

^j  =  Z  —  Zi- 

l'osons 

["'"' 

aX|  =  X'j, 

6*9) 

6Yt  =  Y,'„ 

cZj  =  Z', . 

.r'  =  X'-l-X',, 

X  j  —  A           \  ]  , 

y=Y'+rn 

y,  =  Y'-v,. 

z'=Z'-hZ\, 

z\  =  Z'-Z\, 

Ainsi  qu'on  le  voit  tout  de  suite,  les  deux  surfaces  (a-')  el  (Vt), 
de  coordonnées 


(3o) 


sont  aussi  applicables  l'une  sur  l'autre.  Or,  pour  celles  ci,  les 
deux  surfaces  jouant  le  rôle  de  (S)  el  de  (Sf),  surfaces  que  nous 
désignerons  par  (ï;)  et  (S',),  ont  pour  coordonnées  respectives 
X',  Y',  71  et  X'(,Y'(,Z',,  et  (Z')  satisfait  à  l'équation 

X's-hY;*-+-Z'»—  1  =  0, 

c'est-à-dire  que  (2')  est  une  sphère;. 

\insi,  à  tout  couple  (s-),  (7,  )  de  surfaces  applicables  tel  que 
(S)  soit  une  quadrique  à  centre,  correspond  un  couple  (a')  (a',) 
tel  une  (-')  soit  une  sphère. 

La  réciproque  est  vraie  ei  se  démontre  en  remontant  des  équa- 
tions (3o]  aux  équations  (28)  à  l'aide  de  la  transformation  (20). 

Or,  >i  Le  couple  (o-'),  (7',)  est  tel  que  (S')  soit  une  sphère,  le 
couple  composé  de  (V)  el  de  la  surface  (t.,)  symétrique  de  (t'() 
par  rapport   à  l'origine  esl   tel  que  la  corde  joignant  les  points 
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correspondants  ail  une  longueur  constante.  Par  conséquent,  la 
recherche  des  couples  (<r),  (?,  )  de  surfaces  applicables  tels  que 
la  surface  (S)  soit  une  quadrique  à  centre  se  ramène  à  la 
recherche  des  couples  de  surfaces  (V),  (Y.,)  applicables  avec 
invariabilité  de  la  distance  des  points  correspondants. 

Ces  couples  (a-'),  (a\,)  ont  été  étudiés  par  Ribaucour. 

Récemment,  M.  Caronnet  a  donné  un  moyen  simple  et  élégant 
de    calculer    leurs    coordonnées    que  j'appelle  x' ',  y',    z'  et  x',, 

En  se  reportant  au  travail  de  M.  Caronnet,  dans  lequel  il  faut 
faire  1=  2,  puisque  la  transformation  (29)  rend  égale  à  2  la  lon- 
gueur constante  des  cordes  joignant  les  points  correspondants 
de  (a-')  et  de  (V,),  on  voit  que  les  coordonnées  de  ces  deux  sur- 
faces sont,  avec  nos  notations,  définies  par  les  relations 

x,  y,  z'  =  x1,,  y,,  z;  -+-x',  y,  zr, 

./• ., .  y ., ,   s2  —  X  , ,    1  , ,  Z  |  —  X  ,    1  ,  Z  , 
en  prenant 

(3,)         r-i±l,      v  =  ,-^4,      z-=i--i? 

I-t-  «p  l-i-ap  1  -+-  a[3 

et,  pour  Kj,   Y'1}   Z',,  les  racines  des  trois  équations 


(3a)     (2) 


(  1  -  p«  )  \;  + 1(  n- ■§«)  y;  _ ,  p  z  ,  =  4  b, 

( 1  —  a2  )  X',  — 1(  1  +  a2  )  Y',  —  2  a  Z',  =  4  A , 
(a-t-p)  X'j+iX»  — P)  Y't+(i— «P)Z,I 

=  2(A{J  +  Ba)-  (i  +  ap.)(A'-r-B'), 


A  est  une  fonction  arbitraire  de  a,  et  R  une  fonction  arbitraire 
de  B. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXI,  p.  i34. 
('*)  Je  signale  ici  une  erreur  d'impression  au  commencement  de  l'équation  (.">') 
du  travail  de  M.  Caronnet  :  il  faut  lire 

—  (a  +  p)x-i-  .... 
Je  remplace  d'ailleurs,  dans  ce  travail,    \    par   '1  V.  et  M  par  \  It. 


—  2U)  — 
En  résolvant  le  système  (32)  par  rapporta  X',,  Y',,  /', .  on  trouve 

->.(A  —  B)  —  I  i  +  3  h'  A'-f-  IV) 

.               ..,.,  V        15)  —  (a-3)|  A'+IV) 
(33)  {  Y,=  i- 


z\  = 


i  -i-  *p 

2 f  A  3  +  Ba)  +  (i^  «3)(  A'-h-  B') 

i  -+-  «a  _ 


Des  expressions  (3î)  et  (33)',  et  des  relations  (29),  on  déduit 
aisément  X,  Y,  Z,  X|,Y1 ,  Z, ,  et  ces  valeurs  portées  dans  les  équa- 
tions (->.8)  donnent  enfin,  pour  les  équations  des  couples  (<r),  (^i) 
applicables  de  manière  que  (-)  soit  une  quadrique  à  centre, 


a(a4-p)±  -  [a(A-t-B)  — (o-t-p)(A'  4-B')] 


a?,  .r, 


&(s-3)±I[,.(A-B)-(a-3)(A'+B')J 
c(i  — a3)  —  I  [2(AB-4-Ba;-+-(f  — a8)(A'-t-B')] 


i  +  ap 
les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  (7),  et  les  signes  inférieurs 

Pour  que  (<r)  et  (7,)  soient  des  surfaces  réelles,  il  faut  : 

i°  Si  (S)  est  un  ellipsoïde,  c'est-à-dire  si  r/,  6,  c  sont  réels, 
que  a  et  ,j,  A  et  B  soient  imaginaires  conjugués  ; 

2"  Si  (-)  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  c'est-à-dire  si  a  etc 
sont  réels  et  b  purement  imaginaire,  que  a,  (j,    \,  B  soient  réels  ; 

3"  Enfin,  si  (2)  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  c'esl-à-dire 
sic  est  réel  et  «•/,  h  purement  imaginaires,  que  a  et —  [j,  A  et  —  lï 
soient  imaginaires  conjugués. 

Si  l'on  fail  <i  =  b  =  c  =  -  dans  les  équations  (34),  et  si   l'on 

change  les  signes  de  £j,  yt,  zt)  ces  équations  définissent,  sous  une 
forme  fessez  simple,  les  couples  «le  surfaces  applicables,  tels  que 
la  corde  joignanl  les  pointa  correspondants  ^oit  constante  el 
égale  â  l. 
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COMPTES  RENDUS   DES  SÉANCES. 

SÉANCE  DU  (i  NOVEMBRE  189b. 

PRÉSIDENCE    RE    M.    (;OIRSAT. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  la  nouvelle  méthode  de  M.  Vazquez  Prado, 
pour  l'extraction  des  racines  des  nombres  entiers. 

M.  Poincaré  fait  quelques  observations  sur  ce  sujet. 

M.  Adam  :  Sur  un  problème  de  déformation. 

M.  Laisant  transmet  deux  Notes,  l'une  de  M.  Lémeray  Sur  les 
fonctions  itératives,  l'autre  de  M.  Delannoj  Sur  une  question 
de  probabilités  traitée  par  cl ' Alembert. 


SÉANCE    DU    20    NOVEMBRE    1894. 

PRÉSIDENCE    DK    M.    COURSAT. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Duporcq, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Lemoine  ;  M.  Beudon,  présenté  par 
MM.  Picard  et  Goursat. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  M.  I  azquez 
Prada,  à  la  recherche  des  racines  des  équations  numériques. 

M.  Rafïj  :  Sur  les  surfaces  mini  ma  et  leurs  adjointes. 

M.  Goursat  :  Remarque  sur  la  construction  d'une  courbe 
algébrique  aux  environs  d'un  point. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


NOTE  SUR  UNE  CONSTRUCTION  APPROCHÉE  DU  DÉVELOPPEMENT 
DE  LA  CIRCONFÉRENCE  ET  REMARQUES  DIVERSES; 

Par  M.   E.   Lemoine. 


M.  Bioche,  à  la  séance  du  6  mars  1896,  a  montré  que  l'on  pou- 
vait,  avec  une  erreur  inférieure  aux  erreurs  généralement  appré- 
ciables dans  un  tracé  graphique,  trouver  soit  la  longueur  d'une 
circonférence  de  rayon  donné,  soit  le  rayon  d'une  circonférence 
de  longueur  donnée,  en  remarquant  que  y/3  +  y/2  et  y/3 —  y/a 
étaient   respectivement  des  valeurs   approchées   de   rc  et   de  -> 

parce  que  cela  exprime  que  la  longueur  approchée  de  la  demi- 
circonférence  peut  s'obtenir  en  ajoutant  le  coté  du  carré  inscrit 
au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  veut  avoir  le  rayon  d'une  circonférence 
dont  la  demi-longueur  est  connue,  il  suffit  de  prendre  la  diffé- 
rence du  côté  du  triangle  équilatéral  et  du  côté  du  carré  inscrit 
dans  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  la  longueur  donnée  de  la 
demi-circonférence  dont  on  cherche  le  rayon.  En  effet,  puisque 
l'on  a  approximativement 

y/3  +  y/â  =  it  el    que  (  y/3     -  y/2  )  (  y/3  -+-  y/2)  =  I , 

on  a  approximativement  y/3  —  y/'-4  =-(')• 

Comme  y/3  =  1 ,78206 ....  que  y/2  =  1 ,  \i\>.  1  . . . ,  oh  a 

V  2    -h  y/3  —  3,  1  (626.  ...  1C=  3,l4l59.  .  ., 

La  différence  étant  0,00467.,.,  on  obtient  la  longueur  de  la 


C)  Notons  ici  ui yen  mnémonique  assez  curieux,  qui  m'a  été  indiqué  autre- 
fois, de  retenir  le  nombre  -  avec  7  décimales  ;  ce  muni  lue  est  0.3183098  ...  el  on 
L'énonce  ainsi  :  Les  3  journées  de  t83o  el  le  renversement  de  89. 
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demi-circonférence  à  moins  d'un  |  centième  près  de  la   valeur  du 
rayon,  par  excès.  On  a 


o,3i83o.  .  . ,         y/3  —  y/2  =  o,3  1  784 ...  ; 


la  différence  est  o,ooo46.  .  . . 

On  a  donc  le  rayon  à  moins  de  -  millième  près,  par  défaut,  de 
la  longueur  de  la  demi-circonférence. 

Ces  constatations  faites,  il  m'a  semblé  utile  d'évaluer,  par  la 
Géomélrographie,  le  symbole  de  ces  constructions. 

i°   Une   circonférence   étant    tracée,  construire  sa  demi-lon- 
gueur. 

La  construction  de  M.  Bioche  étant  d'ajouter  les  cotés  du 
triangle  équilatéral  et  du  carré  inscrit  il  s'agit  de  l'exécuter 
le  plus  simplement  possible;  voici  ce  que  je  trouve  pour 
cela  : 

Je  mets  la  pointe  du  compas  (jîg-  1)  en  un  point  quelconque  B 

Fig.  1. 


de  la  circonférence  donnée  de  centre  O Op.  :  (C2), 

je  prends  BO  et  je  trace  B(BO)  qui  coupe  O(BO)  en  C  et  D 

Op.  :(C,+C3), 
je  trace  C(BO)  qui  coupe  B(BO)en  P..      Op.  i(CiH-C3), 

je  trace  PO Op.  :  (aR,  -+-R,) 

qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  K  entre  O  et  I*. 

\    parlir   de   ce   moment  je   peux  opérer  de  i\cu\  façons  (a)  et 
( />)  également  simples. 


—  -n  t  — 

(a).  Je  trace  KO Op.  :  (aR,  +  Ra), 

je  trace  D (DC) Op.  :  (2 C,  +  C 

qui  coupe  KD  eu  I  dans  le  sens  KD  et  en  V . 

Kl  =  KD  +  CD  =  y  7.  -h  y/o,       est  la  demi-circonférence. 

Op.  :  (4R,  +2R2-h4C,  -+-C2  +  3C3). 

Simplicité  :  14:  exactitude:  9;  2  droites,  3  cercles. 

(b).  Je  prends  CD  {fig.  2) Op.  :  (2C,  ), 


Fig.  .. 

;j 


01 

!  ;.-'7D 

J*' 

je  trace  K(CD) Op.  :  (C,  -f-  C3), 

qui  coupe  KP  en  E  dans  le  sens  KO:  la  pointe  étant  en  K, 

je  prends  KD Op.  :  (Ct  ), 

et  je  trace  K(KD) Op.  :  (C3), 

qui  coupe  PO  en  J  dans  le  sens  OP  et  en  J'  : 

EJ  =  KE  +  KJ  =  y/3  -+-  \li     est  la  demi-circonférence  cherchée. 

0p.:(2R, +Ra-t-6C,  +  Ca  +  4C8). 

Simplicité  :  i4;  exactitude  :  9;   1  droite,  4  cercles. 

20  La  longueur  l  d'une  demi-circonférence  étant  donnée,  Iron- 
ie?' son  rayon. 

(a'),  (0').  En  prenant  une  des  extrémités  O  de  /  pour  cenln   .  1 
/  pour  rayon,  je  décris  une  circonférence  BCD  {Jig .   2)  et 

Ufc.  3).; • 0p.:(2Cl-r-CJ), 

et,  en  faisant  sur  ces  circonférences  les  mêmes  constructions 

tjiic  précédemment,  Kl'u/)  {fig.  1)  ou  J'E(6')  {fig-  2)  me 
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donnent  le  rayon  cherché  par  le  symbole 

Op.  :  (4R..  +  aRr+eC,  +0,-1-  *C3). 

Simplicité  :   i  -  ;  exactitude  :  1 1  ;  2  droites,  4  cercles, 
pour  la  première  construction  (a'),  ou 

Op.  :  (aR,  -f-R2  +  8C,  +C  +  5C,). 

Simplicité  :  1-;  exactitude  :  1  1  ;  1  droite,  5  cercles, 
pour  la  seconde  (£>'). 

Ces  constructions,  d'une  extrême  simplicité,  comme  l'on  voit, 
m'offrent  une  occasion,  trop  démonstrative  pour  que  je  ne  la  saisisse 
pas,  de  faire  toucher  du  doigt  l'affirmation  faite  par  moi  si  sou- 
vent, que  les  géomètres  les  plus  habiles  ne  peuvent  absolument 
pas  se  rendre  compte  de  la  simplicité  ou  de  la  complication  d'une 
construction,  s'ils  ne  la  mesurent  pas  géométrographiquement  et 
qu'ils  sont  toujours  bercés  par  la  simplicité  du  langage,  ce  qui  en 
est  tout  à  fait  différent. 

A  la  séance  du  20  mars  i8p,5,  M.  Maurice  d'Ocagne  s'exprimait 
ainsi  : 

«  M.  Bioche,  observant  que 

\Ji  4-  y/3  =  3,i  463. . .  =  7:  +  0,0047.  •  •  1 
a  déduit  un  procédé  approché  de  rectification  du  cercle  consistant 
à  construire  géométriquement  y  2  et  y/3  et  à  ajouter  les  segments 
ainsi  obtenus;  je  ferai  remarquer  qu'il  est  très  facile  de  construire 

directement  y/2 -h  y/3.  » 

Puis  il  énonce  le  mode  de  construction  suivant  [Journal  de 
Mathématiques  élémentaires,   de  M.    de    Longchamps,     i8g5, 

P-  77)  : 

«  Dans  le  cercle  ABA'  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité  {Jig-  3) 
tirons  le  rayon  OB  à  45°  sur  OV.  La  parallèle  à  OA',  menée 
par  B,  coupe  la  tangente  en  A'  au  point  C.  La  bissectrice  de 
l'angle  COA  coupe  la  tangente  en  V  au  point  D,  tel  que 
AD  =  y  2  -h  y/3.    » 

Or,  pour  exécuter  celte  construction,  il  faut  : 

i°  Tracer  une  droite  O  \  V Op.  :  (R,  +  R2); 
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2°  Tracer  la  perpendiculaire  OK.  à  A V  au  point  O  centre  du 
cercle Op.  :(aR,  +  \U  +  aC,  +2C3); 

3°  Tracer  la  bissectrice  OB  de  l'angle  A'Ok. 

Op.  :  (2R,  +R2-hC,  +  C3), 
après  cela  : 

4°  Tracer  la  langente  en    V.  .  .      Op.  :  (  ■>.!>,•+  Ra  +  2C1  +  C3); 

Fig.  3. 

D 


5°  Tracer  la  parallèle  à  OA'  mené  par  B. 

Op.  :(2R,+R2  +  3C,  +  C3); 

6°  Tracer  OC Op.  :  (2R,  +  R2); 

-p  Tracer  la  bissectrice  de  l'angle  CO  \. 

Op.:  (2R,+R2  +  2C,  -H  aC3); 
8"  Tracer  la  langente  en   A.  .  .      Op.  :  (2R,  4-  K2  +  a^i  -h  C3). 

Op.  :  (i5R,  -h8R24-i2G,H-8C3). 

Simplicité  :  4'^  exactitude  :  2-  ;  8  droites,  8  cercles. 

La  comparaison  des  deux  constructions  est  instructive,  parce 
(pie  la  simplicité  du  problème  met  en  évidence  les  causes  géné- 
rales de  l'illusion  forcée  (sur  ce  point)  du  géomètre,  i'ùi-il 
Chasles  ou  Newton,  <pii  groupe  en  un  mot  des  opérations  multi- 
ples et  ne  laisse  sur  la  ligure  que  les  lignes  nécessaires  pour  lier 
le  résultat  h  les  données,  parle  raisonnement;  aussi  la  ligure  tra- 
cée par  M.  d'Ocagne  (fig.  3)  et  qui  exige  43  opérai  ions  élémen- 
taires, paraît-elle  plus  simple  que  les  fig.  \  et  2  qui  n'en  exigenl 
que  1  ).  mais  où  tous  les  tracés  -oui  effectués. 
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La  préoccupation  de  la  simplicité  réelle  du  trail  a  été  si  étran- 
gère jusqu'ici  aux  spéculations  géométriques  que  les  choses  les 
plus  évidentes  ne  sont  pas  observées;  ainsi  le  tracé  de  la  tangente 
en  A  (n°  8)  était  inutile,  puisque  la  longueur  \l)  eût  été  aussi 
bien  marquée  parla  bissectrice  de  l'angle  COA,  sur  la  tangente 
en  A'  déjà  tracée,  mais  comme  le  géomètre  ne  se  pose  jamais  la 
question  de  la  simplicité  du  tracé  effectué,  ce  qui  est  toute  la 
Géométrographie,  de  pareils  détails  n'arrêtent  pas  son  attention. 

Remarquons  encore  que  j'ai  opéré  cette  construction  avec  une 
très  grande  économie,  si  l'on  admet,  comme  cela  doit  être  dans  l'es- 
pèce, qu'elle  est  exécutée  par  quelqu'un  qui  ne  pratique  pas  les 
procédés,  et  qui  surtout  n'a  pas  les  préoccupations  géométrogra- 
phiques;  car,  par  exemple,  pour  2°  et  3°  les  constructions  sont  sim- 
plifiées parce  que  je  me  sers  des  points  A  et  A' comme  centres  des 
arcs  de  cercle  nécessaires  au  tracé  de  la  perpendiculaire,  puisque 
je  me  sers  d'un  de  ces  arcs  de  cercle  (celui  qui  a  pour  centre  A') 
pour  tracer  la  bissectrice. 

Pour  4°>  an  lieu  d'employer  la  méthode  classique,  je  décris  le 
cercle  A'(A'O)  qui  coupe  OB  en  un  point  de  la  tangente 
en  A',  puisque  A'OB=  {5°. 

Pour  5",  au  lieu  d'employer  la  méthode  classique,  je  trace  le 
cercle  V(  VB)  qui  coupe  le  cercle  donné  en  |j  et  je 
trace  B3. 

Pour  -",  je  me  sers  des  points  B  et  A  comme  centres  des  arcs  de 
cercle  nécessaires. 

Pour  8°,  je  prends  à  partir  de  K,  où  CB  coupe  la  perpendicu- 
laire OR  à  A  V,  RC  =  KC,  puis  je  trace  AC. 

Sans  ces  économies  le  symbole  eût  été  beaucoup  plus  élevé. 
Si  l'on  admet  l'emploi  de  l'équerre  (  '  )  les  opérations  i",  6°,  7"  ne 


(')  Nous  avons  indiqué  (Tome  XX.  page  1 32  ;  1892),  les  symboles  adoptés  pour 
la  Géométrographie  appliquée  à  la  Géométrie  canonique  de  Grecs,  de  la  droite  cl 
du  cercle,  où  les  seuls  instruments  permis  sont  la  règle  et  le  compas:  quand  on 
se  sert  de  l'équerre,  ce  qui  est  indispensable  en  Géométrie  descriptive,  en  Statique 
graphique,  etc.,  il  faut  y  ajouter  de  nouveaux  symboles  (voir  Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Caen,  189/j  1;  nous  allons  les 
définir  ici  pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit  : 

Placer  le   bord  d'une  règle  ou  d'une  équerae  en  coïncidence  ave<    une  droite 


—  248  - 

sont  pas  modifiées,  mais  2°  cl  4"  faites  ensemble  donnent 

Op.  :  01V,  +  :>.1U  +  2K). 

5°  donne Op.  :  (îlV,  +  H-  +  E), 

je  supprime  8°  reconnue  inutile  ;  seulement  pour  3°  je  ne  puis  plus 
utiliser  Tare  de  cercle  qui  avait  A  pour  centre,  puisqu'il  n'est  pas 
tracé,  le  symbole  est  donc.  .  .  Op.  :  ( ali,  +  R2  -{-  aC(  -+-  aCg), 
de  sorte  que  le  symbole  total,  avec  l'équerre,  de  la  construction 
de  M.  d'Ocagne,  sera 

Op.  :  (7R,  +  4ïi;  +  7Ra  +  3E  +  4C,  4-  4C,). 

Simplicité  :  29;  exactitude  :  18;  7  droites,  \  cercles. 

En  admettant  l'équerre,  la  construction  (a)  donne 

Op.  :  (aR,  +  >A\\  +  aR2+E  -h  aC,  +  C2+.aC3). 

Simplicité  :   12;  exactitude  :  8;  2  droites,  2  cercles  ; 

et  la  construction  (b) 

Op.  :  (a IV,  +  R2  +  E  -+-  4Ç,  +  Ç2  -h  3C3); 

Simplicité  :  12;  exactitude  :  8;  1  droite,  3  cercles. 

Depuis  cette  Communication,  M.  Bioche  nous  a  fait  savoir  que 
la  remarque  sur  la  valeur  de  ya  -+-  y  3  avait  déjà  été  faite,  ainsi 
qu'on  le  lui  avait  signalé.  On  trouve,  en  effet  (Géométrie  à?  Amiol, 
revue  par  Vinléjoux,  page   171),  cet  exercice  : 

tracée  s'assimile  spéculativement  à  l'opération  de  la  Géométrographie  de  la 
règle  et  du  compas  :  mettre  le  bord  de  la  règle  en  coïncidence  avec  deux  points, 
c'est-à-dire  :  Op.  :  (2R,),  mais,  dans  le  but  de  mettre  en  évidence  dans  le  symbole 
d'une  construction  le  rôle  que  l'équerre  y  a  joué,  nous  le  désignerons  par 
Op.  :  (slf',);  nous  désignons  aussi  par  Op.  :  (2  R'|  )  :  mettre  le  bord  de  la  règle 
en  coïncidence  avec  deux  points  lorsque  cela  sera  fait  pour  se  servir  de 
I  /  (/lierre. 

\mii>  ne  comptons  pas  l'opération,  toute  mécanique,  de  plaquer  l'équerre  sur 
la  règle  ou  la   règle  sur  l'équerre. 

Paire  glisser  l'équerre  sur  la  règle  jusqu'à  re  que  le  bord  «le  l'équerre  passe  par 
•  iii  point  placé,  sera  Op.  :  (E).  C'est  à  cela  que  se  réduisent  les  symboles  relatifs 
à  l'emploi  de  l'équerre.  Tracer  avec  l'équerre  une  droite  passant   par  un  point  cl 
parallèle  (ou  perpendiculaire  si  l'on  admel  l'équerre  aussi  pour  tracer  les  pérpeo 
diculaires)  sera 

Op.  :!  jR'i       E   h  U_>. 

Simplicité  :  i  :  exactitude  :  ■">  :  1  droite. 
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Vérifier  que  la  somme  des  côtés  du  triangle  èquilatèral  et 
du  carré  inscrits  dans  un  même  cercle  surpasse  la  moitié  de 
la  circonférence  d'une  quantité  moindre  que  ^  centième  de 
rayon. 

II. 

Je  vais  indiquer  une  construction  très  simple  que  j'ai  trouvée 
autrefois  et  qui  n'est,  peut-être,  pas  connue,  pour  avoir  la  lon- 
gueur approximative  du  quart  d'une  circonférence  tracée  et  dé- 
crite sur  une  droite  tracée  AB  comme  diamètre.  Elle  s'appuie  sur 
la  remarque  suivante  : 

Le  cosinus   du   plus  petit  angle  qui   a  pour  sinus  — (côté 

du  décagone  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  i)  est 


s/ 


—  =  0,7861    ..  et  -  =  0,78539...; 


c'est  le  quart  de  la  circonférence  qui  a  AB  =  1   pour   diamètre. 
La  différence  de  ces  nombres  étant  0,000-...,    on  voit  que   si 

sur  le  cercle  de  diamètre  AB,  on  a  une  corde  AH  = >  BII 


sera  1  /  - ou  le  quart   de  la  circonférence  du   diamètre   AB. 

L'approximation  est  un  peu  plus  grande  que  dans  la  construction 
déduite  de  \Ji  -+-  y/3- 

Je  trace  A(AB)  {fig.  4)  qi|i  coupe  AB  en  B',  puis  B'(AB)  qui 
coupe  A(AB)  en  C  et  en  G',  puis  C'(AB)  qui  coupe  B'(AB)  en  D, 
puis  AD  qui  coupe  A(  AB)  en  E  entre  D  et  A 

Op.  :  (aR,  +  R2  +  fC,-r-3C3), 
je  trace  C(CE)  qui  coupe  AB  en  (î  entre  A  et  15. 

Op.:(aC,  -r-C,)H, 


f)  Il  est  facile  d'établir  que  \G  =  —  :        ;    V<1  est  doue  le  plus  grand  segment 

de  AB  divise  additivement  en  moyenne  et  extrême  raison:  le  cercle  C(CE)  cou- 
perait AG  et  G'  qui  donnerait  le  point  de  division  de  VB  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  segments  soustraclifs. 
Remarquons  en  passant  que  ce  tracé  peut  être  considéré  comme  celui  du  tracé 
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je  trace  A(AG) Op.  :  (2  C,  +  G3), 

(|in  coupe  le  cercle  donné  en  II;  la  Longueur  BH,  qu'il   n'v  a  pas 
besoin  de  tracer,  est  la  Longueur  cherchée  obtenue  par 

Op.:  (aR,  +R2  +  8Ci  +  5C3). 

Simplicité  :  it">:  exactitude:  10;   i  droite,  5  ccreles. 

En  employant  L'équerre,  on  ne  pourrait  l'utiliser  (pie  pour  dé- 

fig.  \- 
■s.- 


-E 


nx; 


C" 


terminer  le  point  E,  en  menant  la  perpendiculaire  à  B'C  passant 

par   \;  le  symbole,  très  peu  plus  simple,  serait 

Op.:(aR'l  +  Rt  +  E+7C,  +  4Ci). 
Simplicité  :  i5;  exactitude;  10;  i  droite.    \  cercles. 

M.  Maunlieiin  a  modifié  cette  construction  d'une  façon  heu- 
reuse (non  pour  modifier  le  symbole,  qui  est  identique  dans  les 
deu\  cas,  mais  parce  que  la  construction  est  mieux  ramassée,  plus 
parlante),  de  la  façon  suivante  : 

Je  trace  A(AB)  (Jlg.  5)qui coupe  AB  enB'.  Op.  :  (2C1  -f-C3), 
puis  la  perpendiculaire  à  A.B  menée  par  \. 

Op.  ^aR.-t-Ra  +  aCiH-àC.), 

d'une  droite  VB  en  moye •  el  extrême  raison  par  le  symbole 

Op.  :  (aR,       1;        6C(    I 
Simplicité:  i3;  exactitude:  x:  1  droite,  \  cercles 
h  nous  n'en  connaissons  pas  de  plus  simple 
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elle  coupe  A(AB)  en  G,  je  trace 0( OC),  O  étant  le  milieu  de  \l>. 

Op.  :  (aC,  4-C 
elle  coupe  AB  en  G  enlre  A  et  B' ;  je  trace   \(  \G)  qui  coupe  la 


circonférence  donnée  en  H Op.  :  (2C,  -f  ( .;  >. 

La  distance  BH  est  le  quart  de  la  circonférence  donnée. 

Op.  :  (2R,  +R2  +  8G,  +5C:(). 

Simplicité:  16;  exactitude  :  10;  1  droite,  5  cercles. 

Je  ferai  remarquer  que,  si  l'on  admet  l'usage  de  l'équerre  aussi 
pour  mener  les  perpendiculaires,  la  construction  de  M.  Mann- 
heim  a  un  léger  avantage  sur  la  mienne  faite  également  avec 
l'équerre,  car  la  perpendiculaire  à  AB,  menée  par  A,  se  trace   par 

le  symbole Op.  :  (a  B',  +  R2  +  E), 

de  sorte  que  le  symbole  total  est 

Op.  :(2R',  +R2-+-E  +  6C,  +  3G3). 

Simplicité  :   i3;   exactitude  :  y;    1  droite,  3  cercles. 

Il  faut  cependant  signaler  que  ma  construction  n'exige  pas  que 
le  centre  de  la  circonférence  donnée  soit  placé.  S'il  ne  I  était  pas, 
la  construction  de  M.  Mannlieim  exigerait  qu'on  le  plaçât  d'abord 
et  son  symbole  serait,  avec  la  règle  et  le  compas. 

Op.  :('4R,  +  2R2+9C,  +6C3), 
de  cinq  opérations  élémentaires  (dont  le  tracé  d'une  droite  et  d'un 
cercle)  plus  compliquées  que  la  mienne,  et  avec  l'équerre 

Op.  :  (aR,  -haR',  -{--.H,    !  -  K   :    7C,    !    iC3), 


2S2 


plus  compliquée  que   la  mienne  de   trois  opérations  élémentaires 
(dont  le  tracé  d'une  droite). 

III. 

Toutes  ces  constructions  donnent  une  approximation  qui  est 
ordinairement  suffisante  pour  la  pratique,  mais  nous  voulons  ter- 
miner en  analysant  une  construction  de  la  longueur  de  la  circon- 
férence, construction  dont  l'approximation  graphique  est  par- 
faite, car  la  longueur  que  l'on  trouve  a  pour  valeur 

(3,  2831839062.  .  . 

et  la  circonférence  de  ravon  1   égale  6,?.83i853o6.  .  .. 

La  différence  0,00000 14«  est  beaucoup  plus  petite  que  l'ap- 
proximation possible  par  l'emploi  d'une  opération  grapbique. 

Cette  construction,  signalée  par  M.  de  Longchamps  [Journal 
de  Mathématiques  élémentaires,  1886,  p.  i3^),  comme  donnée 
par  .M.  Ferdinand  Breitschneider  dans  le  Journal  de  Grùnert, 
i836,  p.  4  4 7 >  est  beaucoup  plus  ancienne,  car  dans  le  Tome  II, 
note  III,  p.  235,  des  Récréations  mathématiques  de  E.  Lucas, 
je  lis  qu'elle  est  due  à  Specbt  {Journal  de  Crelle,  t.  3,  p.  83). 

«.  Soit  OA  le  rayon  d'une  circonférence  de  centre  O,  AOA'  un 
diamètre;  on  trace  la  tangente  en  A  à  cette  circonférence,  et  l'on 
prend  sur  celle  droite  el  dans  le  même  sens  des  longueurs  AB, 
BC,  CD  respectivement  égales  au  double,  au  cinquième  et  aux 
deux  cinquièmes  du  ravon.  On  tire  les  droites  OC,  OD,  et  l'on 
prend  sur  la  droite  AO,  dans  le  sens  AO,  une  longueur  AE  égale 
à  (  >C;  enfin,  on  mène  par  le  point  E  une  parallèle  à  OD  jusqu'à 
son  intersection  F  avec  AB.  » 

La  droite  AF  est,  avec  une  grande  approximation,  égale  à  la 
circonférence.  En  exécutant  cette  construction  aussi  économique- 
ment que  le  permet  la  Géométrograpnie  on  obtient  les  résultats 
suivants  (  fig.  (i)  : 

1"  Placer  le  point  B.  —  Je  trace  \(  \())  qui  coupe  ()(  \())  en  I 
au-dessous  de  ^O,  puis  I(AO)  qui  coupe  ^(ÀO)  en  .1,  puis 
I  VO) qui  coupe  l(AO)  en  K,  je  trace  \K  qui  coupe  \  (  \<  I  1 
en  L  au-dessus  de  \<  ).  je  trace  \A  \<  >  )  qui  place  B  sur  AK. 

Op.  :  I  aR(    :    IL    ;    5C,   MC). 
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2°  Placer  les  points  C  et  \).  —  Je  trace  A'(  K.0)  qui  coupe    \  \ 
en  B',  puis  B'(AO)   qui   coupe  A'(AO)  en  deux   points,    je 


-*'P 


-fà 


>KK 


trace  la  droite  passant  par  ces  deux  points;  cette  droite  coupe 
AA'en  B,. 

Je  trace  B'(B'B,),  puis  B,(B'B,).  Ces  deux  cercles  se  cou- 
pent suivant  une  droite  qui  coupe  B,  B'  en  B2.  On  voit  faci- 
lement que  les  longueurs  AB,  et  ÀB2  sont  dans  le  rapport 
de  10  à  1 1.  Je  mène  parB2  une  parallèle  à  B,B,  en  complé- 
tant le  parallélogramme  BB,B2[5i;  la  droite  B.,p  coupe  AB 
en  C;  enfin,  je  prends  sur  BC,  CD  =  2CB. 

Op.  :  (6R(4-3R2+i:.iC,-r-KC:,). 

3°  Placer  F.  —  Je  prends  sur  AO  dans  le  sens  AO,  AE  =  CO, 
puis  je  mène  par  E,  sans  tracer  OD,  une  parallèle  à  OD,  en 
complétant  le  parallélogramme  DOEo,  Eo  coupe  AB  en  F. 

Op.  :  (2R1  +R2+  5C,  +  a.Cj). 

En  tout Op.  :  (10R,  H-  5R2  +  a3C,  -h  C 

Simplicité  :  02;  exactitude  :  33;  5  droites,  1  \  cercles. 
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Il  faut  remarquer  que  nous  avons  tracé  toutes  les  lignes  auxi- 
liaires dans  tous  les  tracés  des  ligures  jointes  au  texle,  excepté 
dans  la  fig.  3  qui  est  la  reproduction  de  la  figure  faite  par 
M.  d'Ocagne  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires 
cité  plus  haut;  elle  est  fort  simple  parce  qu'elle  n'en  contient 
aucune. 

Si  l'on  admet  l'équerre  pour  effectuer  la  construction  deSpecht, 
on  peut  s'en  servir  trois  fois  :  pour  mener  la  tangente  en  A,  la 
droite  B2  C  et  la  droite  EF. 

Le  symbole  sera 

Op.  :(4Ri  +6R',  +  5Ra-r-3E  +  nCi+6C8). 
Simplicité  :  35;  exactitude  :  i  \  ;  j  droites,  G  cercles. 

IV. 

M.  Ant.  Pleskot,  professeur  à  l'Ecole  réale  tchèque  de  Prague, 
donne    dans   le  Journal  de   Mathématiques    élémentaires    de 


M.  de  Longchamps,  1895,  p.  ia5,  une  construction  simple  pour 
obtenir  approximativement  le  quart  delà  circonférence  {fig*  7)- 
Soit  0  !<■  centre,  .le  trace  un  diamètre  quelconque  om  qui  coupe 
la  circonférence  en  ///,  je  trace  le  cercle  m(mo)  qui  coupe  le 
<  en  le  donné  cm  a  ci  en  l>.  je  trace  a/>  qui  coupe  om  en  s. 

Op.  :  (3R,  -     aR2-f  aGi  +  C3). 
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A  partir  de  s  dans  le  sens so  j<;  prends  si       lab. 

Op.  :  (4C,  faC,), 
je  trace  //>  et  je  prends,  p  étant  entre  /  et  b,  Iv  =  2  y. 

Op.  :  (2li,  +  R,-+-3C,  +  C3). 

bv  est  le  quart  de  la  circonférence 

Op.  :  (5R, +  :m2 +  ()(;,+ 4 c:t). 

Simplicité  :  21;  exactitude  :  i4;  3  droites,  4  cercles. 

On  calcule  facilement  que  l'on  a  bv  = a  =   1, 070714. ••! 

comme  d'ailleurs  -  =  1 ,5jo-g6.  .  . . 

On  voit  que  la  différence  est  0,00008?..  .  . . 

Cette  construction  est  un  peu  plus  compliquée  que  celle  que 
j'ai  donnée  {voir  plus  haut),  mais  elle  est  aussi  plus  exacte. 

Je  me  permets  d'insister  en  terminant  sur  ce  que  la  Géométrogra- 
pliie  est  le  seul  moyen  déjuger  les  constructions  ;  elle  a  une  utilité- 
pratique  lorsqu'elle  est  appliquée  à  des  tracés  que  Ion  effectue 
d'après  ses  règles;  mais,  comme  elle  est,  avant  tout,  spéculative, 
elle  sert  aussi  au  géomètre,  en  lui  inspirant  des  idées  qu'il  n'au- 
rait pas  eues  sans  elle.  La  Géométrograpliie  s'apprend,  du  reste, 
avec  la  plus  extrême  facilité  ;  une  heure  suffit  largement  pour  l'étu- 
dier de  façon  à  pouvoir  s'en  servir;  puis,  au  bout  de  quelques 
exercices,  on  en  est  complètement  maître. 

J'ai  le  plaisir  de  savoir  que  l'usage  s'en  est  répandu  avec  une 
rapidité  peu  ordinaire  pour  les  nouveautés,  mais  qui  s'explique 
par  cette  facilité;  on  l'enseigne  actuellement,  à  ma  connaissance, 
à  l'Ecole  militaire  de  Belgique,  à  celle  de  Turin,  à  l'Ecole  poly- 
technique de  Zurich,  à  l'Ecole  technique  de  Milan,  et  même 
quelques  professeurs  on  parlent  à   Paris  dans  leur  enseignement. 


UN  THÉORÈME  SUR  LES  FONCTIONS  ITÉRATIVES 
Par  M.    Lémeiuy. 

Si  l'on  se  donne  la  relation 

3,=  a(z), 


—  2.vi6  — 
la  fonction 

Zn=  tp(4f„_,)  =  ^«  Ci 

est  dite  la  n"'"'e  fonction  itérative   de  v(z)-    M.   K.œnigs  (')  a 
étudié  le  cas  où,  x  désignant  une  solution  de  l'équation 

e 

on  a 


m. 


<  i. 


Si  l'affixe  de  ^  est  pris  à  l'intérieur  d'un  contour  convenable,  le 
point  x  est  point  limite  de  la  substitution  [3,  çp  (s)].  H  a  étudié  la 
fonction 

B(3)  =  liin?,/,(j)~-r 
pour  /r  infini. 

Cette  fonction  a  reçu  depuis  plusieurs  applications;  les  plus 
récentes  sont  dues,  je  crois,  à  M.  Appell  (2)  et  à  M.  Grévy  (;î). 
M.  Grévy  a  considéré  particulièrement  le  cas  où  y'(x)  est  nul.  Je 
me  propose  de  considérer  le  cas 

tp'(a?)  =  i. 

1.   Désignons  par  z,l+{  la  n  . -j-  i1L'me  fonction  itérative;  alors 

Z/m  =  ?{*«)• 
Dérivons  par  rapport  à  s,  on  aura 

d2Zn+j  dtZn+\    (dz„  \~         dzn+\    d2Z„ 


dz-  dz2 


\  dz  /  dzn      dz2 


~/t-H    _    dPZn+j    I  llz,i  \P  dz„+l    dl>  Z„ 

izP  dzP      \dz)    +  L',~+~    ((zIL      dzi> 


(')  Annales  de  l'Ecole  A :or •mate;  1884.  Supplément. 

v///  ,/<v  équation*  différentielles  transformables  en  elles-mêmes  (Acta 
mathematica,  t.  \\  ).  • 

1   ;  Étude  sur  les  équations  fonctionnelles  (  lnn.de  l'Éc    Vorm.;  aoûl  ism'i  I 


-  ±:>: 


011  Up  désigne  la  somme  des  termes  qui  contiennent  lqg>dérïvées 
de  z„  par  rapport  à  c  avec  de>  indices  de  dérivation  autres  que  i 
ou  />. 

Supposons  o  (z)  telle  que,  x  désignant  une  racine  de  l'équation 


op  (  z  )  —  z 


o. 


la  fonction  o(z) —  ;  ait.  an  point  ./ .  ses p — i  premières  dérivées 
nulles  ;  dans  cette  hypothèse  »' \x)  =  i  et  L  p  s'annule  pour  ;  =  x, 
L'expression  de  la  p,eme  dérivée  au  point  x  est 

dzp  )x   \  dz>>  )x   y  dz»  /.,.' 

Faisons  successivement  n  =  i ,  2,  3,  ...  :  on  en  1  ire 
dPZn  tdzH 


dzP    !.,■  '  dzPj: 


Par  suite,  dans  noire  hypothèse,  la  dérivée  />  ''""'  de  la  nn'"° 
fonction  itérative  au  point  x  est  égale  à  n  fois  la  dérivée  pieme  de 
la  fonction  donnée  au  même  point. 

2.  Les  fondions  hqlomorphes  au  point  x,  quelles  admettent 
pour  point  limite  et  telles  qu'en  ce  point  les  p  — ■  1  premières  déri- 
vées de  la  fonction  's(z)  —  r  soient  nulles  peuvent  s'écrire 


(z) 


(z  —  x)p 


*(z 


(dPzi 


où  P  désigne  la  valeur  (supposée  différente  de  zéro  l  de  |  -7— ')     et 

où  fI>  désigne  une  fonction  qui,  lorsque  c  —  x  devient  infiniment 
petit  d'un  certain  ordre,  devient  infiniment  petite  d'un  ordre  au 
moins  égal.  Les  fonctions  considérées  ne  peuvent  différer  que  par 
la  fonction  (I>.  Supposons  que,  parmi  ces  fonctions,  il  y  en  ail  une 
pour  laquelle  le  produi  1 

n(zn  —  x)P-i 

ail  nue   limite  quand   //  est    infiniment  grand  du  premier  ordre. 

C'est  dire  que  z„  —  x  est  infiniment  petit  de  l'ordre Ladif- 

1  ■  />  —  1 


xxui. 


18 


/' 
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férence  de  deux  itératives  successives  est 

P 

s„+1  —  zu=(zn—x)r'  — j  +  (*„  —  x)P<b(zn  —  x)\ 

à  hi  limite,  le  premier  terme  du  second  membre  est  de  l' ordre  — 

le  deuxième  terme  est.  au  moins,  de  l'ordre  • 

P , ! P_±l- 

p  —  l      l>  —  \      />  —  l  ' 

il  reste 

p 

1)111  (*„+,—  Zn)   —   —y    Il  111  (Z„—  X)P. 

(  )n  voit  donc  que  z„+l —  zn  est  d'ordre />  par  rapport  à  (zn —  .r). 

Si  le  produit  n(zn —  x)p~{  tend  vers  une  limite,  cette  limite 
esl  indépendante  de  la  valeur  initial»'  de  r.  pourvu  que  cette  der- 
nière ait  été  choisie  dans  la  région  de  convergence  régulière  (au 
sens  de  M.  Kœnigs)  appartenant  au  point  x.  Soient,  en  effet, 
deux  valeurs  de  ce  produit 

// 1  s;l—x)p-i,    in  4-v)(s„+v—  x)p-+. 
Leur  rapport  est 


Quand,  v  étant  fini,  n  croit   sans  limite,  le  premier  facteur  tend 
vers  l'unité;  d'autre  part,  en  général,  la  limite  du -rapport 


est,  comme  I  on  sait, 


(?./-|V 


dans  notre  cas,  le  deuxième  facteur  tend  donc  aussi  vers  l'unité. 
Mais za+}/  peu  1  être  considéré  coin  me  étant  la  nieme fonction  itérative 
quand  on  a  pris  pour  valeur  initiale,  non  plus  c,  mais  zv ;  la  pro- 
position  esl  d démontrée  et  la  limite  du  produit  est  indépen- 
dante de  :■■ 

'A.  Je  dis  maintenant  que,   s'il  existe   une  de   ces    fonctions, 
toutes  les  autres  (qui  u  fn  diffèrent  que  par  *I>  )  présenteront  la 
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même  limite  pour  le  produit  considéré.  Soit  la  fonction 


h 


z-\-(z  —  x)P 


+-  *i(z  —  X) 


Sa(/n  +  iieme)  fonction  itérative  est 

M/in-i=  um  -+-(«,«—  x)p\  —  -+-*i(W/«— a?)  I. 

On   peut  évidemment  trouver  des  valeurs  de  />/  el  de   //   telles 
<[iie  l'on  ait 

et  soit  //,„  =~s«  -j-  e,  s  élan!  une  quanl  ilé  plus  petite  que  c„+,  —  ;7/  ; 
on  a 


r  i 


w/«-f-i  —  w/« /««  ~+~ £  ■ —  ■''  i j 

3/j+J -3/;  v       &n         SC        j 


\    -h*l(Ztl-hS  —  X) 


r-  <\>(  Zn  —  X 


A  la  limite,  s  est  infiniment  petit  du  même  ordre  que  z-,l+t  —  z„  : 
il  est  donc  infiniment  petit  d'ordre  p  par  rapport  à  z„  —  x]  la 
limite  du  premier  facteur  du  second  membre  est  i;  le  deuxième 
facteur  a  aussi  l'unité  pour  limite;  le  premier  membre  a  donc 
pour  limite  l'unité.  Par  suite,  il  existe  des  valeurs  de  m  et  de  n 
assez  grandes,  mais  finies,  et  différant  (Tune  quantité  constante, 
pour  qu'en  rangeant  suivant  l'ordre  de  convergence  vers  x,  les 
termes  de  la  suite  z{,  s2,  •?:),  ...  et  de  la  suite  //,.  u2.  Ua  -..,011 
trouve  alternativement  un  terme  de  chaque  suite, 


'll+\>         "/H -M'        <"/l-f-2> 


Si  l'on  pose 

m  —  n  ■+-  r, 

les  deux  produits  s'écrivent 

n(zn  —  x)i>-K         in  +-  r)(uH+r  —  x)p  -1  ; 

à  la  limite,  le  second  devient 

//(  Um—  .rl/'-l. 

Comme,  dans   le  premier,  on  peul    remplace*  :■„  par  srt+l,  on 
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\<>il  c[tic  l'on  a  à  la  limite  (u,n  étant  compris  entre  z,t  et  zn+i) 

lim /M  z„  —  x)>'    l  =  lim  //  (//„,  —  x)/>-[  =  lim  n(u„  —  a?)/»—1. 

i.  La  limite  étant  indépendante  de  <P  et  étant  constante  est 
nécessairement  fonction  de  P.  Appelons  a  et  [i  deux  valeurs  suc- 
cessives du  produit 

a  =  n(zn  —  a?)"-1, 

P  =  (»-t-  i)(-„+1  —  x)P~*  =  «(*«+!  —  j:)/--»  -h  (*«+,  —  a?)P-*, 

on  a 

p  —  a  =  n  [(zn+l  -  x)p~*  —  (*„  —  a?  )/>-*]  +  (  z,t+l  —  x)i>    '  ; 
or 

-„+i  —  x  —  (zn—x)-+-(zn  —  x)P  (  —  -4-*j 

=  (-«—  ^)[i  +  (-«-. r)"-'(  -y  -+-*)]• 
Posons 

Élevons  à  la  puissance  p  —  i ,  et  retranchons  des  deux  membres 
(z„  —  jc)p~{  ;  on  a 

(za+i~x)P-i—  (zn-x)P-i  =  (p—  iX*«— *)""-«» 


I  2 


par  suite 


p  — a  =(;„+1-.r)/'-i  +  «(7)-ij(;/i-^i/'-i'ra 

+  ra  Î^ZJ-  E^Zl  (  -„  _  ay)«{p-i)  „!-*..... 

I  2        x 

Divisons  par  (z„ —  x)P~{ ,  et  passons  à  la  limite  en  remarquant 
qu'alors 

i  p 

ImiTO  =  — r  ; 

P [ 

il  \  ienl 

lim  (i7=^=i  =  i  +  nO-i)(*„-*)PT«  ^  =  K, 


ui'i  K  esl  une  grandeur  inconnue:  on  a  alors 


(K  —  i)o! 
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5.   Il  resle  à   montrer  qu'il   existe  une  fonction   telle  que  le 

produit  n(z-u — ■  .r)P'{  ait  une  limite.  Pour  trouver  une  telle  fonc- 
tion, éliminons  //  entre  les  équations 

u(z  —x)p~1  —  G,        ■  u  —  i  >i  .-,  —  xi/'-1  =  G; 

on  en  tire 

r-y   cAz-x)P-i 

~*-x  •  y  c  +  {z  _  x  )P^  - 

Cette  fonction  s'itère  directement:  on  trouve 


,  p~1/     C(z-^y^~ 

~n-x  i   y  (:^n{._x)l,-r 

On  vérifie  qu'elle  admet  bien  x  pour  point  limite;  la  limite  du 
produit  est  C.  Il  reste  à  déterminer  la  valeur  de  K.  au  moyen  de 

l'expression 

=  (K-i;/>: 
P(/>-n 

Pour  cela,  il  nous  faut  connaître   la  valeur  de  I*.  Développons 

le  binôme 

i 

[C-*-(z-x)p-'fr-i, 

on  obtient 


G     /—' l- —  G   P-  '      (z  —  s  i/'-' 

p  —  \ 


i  /      i 


^T- 


G    P-y      (z  —  a?)*«P-»i 


■2<p  —  I  )    \p 

par  suite 

i       i  ;  —  ./•  \p 
„  =  *  +  (,_»)-  —         G 


■•*(/>  —  •;  \/> 


C2 


En  dérivant/?  fois  cette  expression,  on  arrive  à  une  expression 
de  la  forme 

dzP  />  — I    «•        ' 

où   l\  désigne  l'ensemble  des   terme-  qui   contiennent  des   puis- 
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sànces  de  z  —  ./■.  Pour  c  =  ./,  Il  s  an  nu  le  ;  il  reste  donc 

On  voit  donc  que  Jv  est  nul;  en  sorte  que: 

Si  une  fonction  ©(5),  holomorphe  au  voisinage  du  poinl  .r. 
admet  ce  point  pour  point  limite;  si,  de  plus,  les  p — 1  pre- 
mières dérivées  de  la,  fonction   <p(s)  —  Z  sont  nulles  au  point  ./■. 

on  aura 

p! 

l'  '  ï(p-0 

V  désignant  la  valeur  de  la  première  dérivée  au  poinl  c  =  x. 


SUR  UNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS  TRAITÉE  PAR  D'ALEMBERT; 
Par  jM.   Dklaxxoy. 

Dans  un  numéro  récent  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma 
tique  (t.  XXIII,  p.  i85),  M.  Ma  11  pin  cherche  à  expliquer,  par 
des  omissions  de  facteurs,  les  erreurs  commises  par  d'Alembert 
dans  la  résolution  de  certains  problèmes  de  probabilités.  Celte 
explication  n'est  pas  admissible,  car  les  formules  données  par 
d'Alemberl  ne  ressemblent  en  rien  aux  formules  véritables. 

Il  faut  reconnaître  que  d'Alembert  s'est  complètement  trompé, 
et  cela  n'a  rien  d'étonnant,  car,  toutgrand  mathématicien  qu'il  fut, 
il  n'entendait  rien  aux  questions  de  probabilités  (').  La  preuve, 
c'est  qu'il  ne  voulut  jamais  admcllre  ~  pour  la  probabilité  d'ame- 
ner une  fois  pile  en  deux  coups,  au  jeu  de  pile  ou  face  ;  il  sou- 
tenait que  la  probabilité  était  ~r  disant  qu'il  faut  réduire  à  une 
les  deux  combinaisons  qui  donnent  pile  au  premier  coup,  puisque 
dès  que  pile  est  venu  le  jeu  est  fini  et  le  second  coup  est  compté 
pour  rien. 

Bien  plus,  il  n'était  pas  démontré,  pour  d'Alembert,  que  la 
probabilité  d'un  événement  quelconque  ne  dût  pas  toujours  être 
considérée  comme  égale  à  .',  |  -  1. 


(')  L'esprit  <l<-  d'Alembert,  habituellement  juste  el  fin,  déraisonnait  complète- 
ment sur  h-  Calcul  des  probabilités  (J.  Bertrand,  Calcul  des  probabilités,  Pré 

i.h  •  .  p.  x  ). 

il  peut  bc  faire  qu'un  événement  arrive,  il  se  peut  aussi  qu'il  n'arrive  pas 
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La  solution   bien    connue   du  problème  '1rs  rencontres  nous 
donne  les  formules  véritables. 

Appelons    Qn   le    nombre   des   combinaisons    dans    lesquelles 

aucune  des  /?  cartes  ne  sort  à  son  rang:.  On  a 


Q*  =  n  : 


i        i        i 

â7  —  3~T  +  T. 


—  o«1 

n!     J 


Le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles/?  caries  sortenl  à 
leur  rang  est  égal  au  produit  de  Qn-P  par  le  nombre  O'  des  com- 
binaisons de  n  objets  pris  p  à  p. 

Par  suite,  la  probabilité  qu'une  carte  mi  moins  sortira  à  son 
rang  est 

,_^  =  I_r_L__L_h      4-<zz^l. 

n\  [2!        3!  «!     J 

La  probabilité  qu'une  carte  seulement  sortira  à  s,, 11  rang  esl 

_i«iH-[i!r  1        1  (  —  1  )"->  1 

1  "         n\        Yï\  ~  v.  ^~  "  '  ~*~  (  «  —  1  i  :  J 

1        1  r—  m"-1 


1  /<  —  1 1 


La  probabilité  que  deux,  cartes  nu  moins  sortiront  à  leur  rang 


est 


-(S*-)- 


i  (—  1 1» 

I  •    ■ H h  2 


r_L     JL  ,  (-iV-HK1) 

[_-.»:       i:      ••■■>«- -..  1  :  I 


La  probabilité  que  deux  caries  seulement  sortironl  à  leur  rang 


est 


P-2 


ru  n  —  m  1  //  —  >.  )  ! 


^ 


1  t 

ï7  ~~  T7 
t  —  1 1«- 


1  — p"-8] 

(n       2)!j 


3! 


—  1  )"-2  I 


On   voit  que  ces  formules  ne  ressemblenl  en  rien  à  celles  de 
d'Alembert  et  pas  davantage  à  celles  de  M.  Maupin. 


re  sont  deux  cas  possibles,  un  seul  esl  favorable.  Toute  probabilité  est  donc  ■!. 
L'erreur  est  grossière.  D'Alembert  a  élevé  l'objection  et  refusé  de  passer  outre 
il.  Bertrand,  toc.  cit.,  p.  ?.). 

(')  Cette  formule  n'est  pas  complètement   identique  à  celle  qui  se  trouve  à  la 
page  9")  du  Traité  sur  /es  Jeux  de  hasard.  M.  Laurent  n'a  pas  d é  le  dernier 

terme  de  P..  qui  n'est  pas  - — ,-'-  ■  comme  il  semble  l'admettre  dans  la  formule 

n . 

<|u'il  donne  pour  deux  caries  seulement  sortant  .1  leur  rang 
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Ces  dernières  son!  cependant  exactes  (•),  mais  seulement  pour 
le  tirage  dans  les  urnes  considérées. 

Or,  le  tirage  dans  ces  urnes  ne,  peut  être  assimilé  au  tirage  des 
cartes.  La  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  dans  la//""  urne 

est  toujours  >  tandis  crue  la  probabilité  (\u  tirage  de  la 

J  n  —  p  -+- 1  '  l 

carte  p  dépend  des  caries  sorties  antérieurement.  Cette  probabi- 
lité est  bien au  pieme  tirage  si  la  carte  p  n'est  pas  déjà 

n  p  _^_  j  1  D  /  1  J 

sortie  ;  mais  elle  est  nulle  si  cette  carte  a  été  tirée  à  l'un  des  coups 
précédents.  M.  Maupin  n'a  pas  tenu  compte  de  celte  éventualité, 
et  c'est  pour  cela  que  ses  formules  ne  sont  pas  applicables  aux 
problèmes  traités  par  d'Alemberl  i  sauf  pour  le  premier  cas  où  Ton 
cherche  la  probabilité  que  toutes  les  cartes  sortiront  à  leur  rang). 

Montmorl,  dans  son  lassai  d*  analyse  sur  les  jeux  de  hasard, 
a  cherché  la  probabilité  qu'une  carte  au  moins  sortira  à  son 
rang  (p.  54)-  Il  a  résolu  le  problème  exactement  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  n.  y 

Je  profile  de  l'occasion  qui  m'est  offerte,  pour  .édifier  une 
erreur  (2)  commise  par  Montmorl  dans  le  même  Traité  (  p...io~), 
à  l'article  Brelan. 

Le  Brelan  se  jouait  avec  un  jeu  de  piquet  dont  on  avait  relire 
les  qualre  sept,  par  conséquent  avec  28  cartes. 

\  oici  le  problème,  avec  la  solution  de  Montmorl  : 

«  Pierre,  Paul  et  Jacques  jouent  au  Brelan,  Pierre  et  Paul 
tiennent  le  jeu,  et  Jacques  passe.  La  carte  qui  retourne  est  le 
roi  de  cœur  ;  Pierre  est  premier,  il  a  Vas  et  le  roi  de  carreau, 
et  l'as  de  coeur,  l'aida  l'as,  le  neuf  et  le  huit  de  trèfle.  Deux 
îles  spectateurs,  i/ui  ont  vu  chacun  les  jeux  de  Pierre  et  de 
Paul  et  n  'ont  pas  eu  celui  de  Jacques,  disputent  pour  savoir 
lequel  des  deux  joueurs,  Pierre  et  Paul,  a  le  plus  beau  jeu 
et  le  plus  d'espérance  de  gagner.  L'un  des  deux,  nommé  Jean, 
pane  pour  Pierre  ;  l'autre,  nommé  Thomas,  parie  pour  Paul . 

c  i  Siiuf  celle  du  cas  III  du  dernier  problème.  Il  n'y  a  pas  une  seule  chance 
de  n'avoir  que   des  boules  noires.  Il  y  en  a  7!  cl   la  probabilité  cherchée  est 

1  7      .  I  .      .       .      «  —  I 

et.  pour  le  cas  "encrai, 

(')  Cette  "iniii  ,,  été  reproduite  dans  le  Dictionnaire  des  Jeux  mathéma- 
tique» (  p.  1  ">  ). 
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L'argent  delà  gageure  est  nommé  \.  On  demande  quel  est  le 

sort  des  deux  spectateurs,  Jean  et  Thomas,  et  ce  qu'ils  de- 
vraient mettre  chacun  au  jeu  pour  parier  sans  avantage  ni 
désavantage. 

»  Il  faut  remarquer  :  i"  que  ,)<';m  gagnera,  si  les  trois  cartes 
de  Jacques  sont  ou  trois  cœurs  ou  trois  carreaux  ;  :>."  qu'il  gagnera 
encore  si  l'une  des  trois  caries  étant  \\n  pique  ou  un  trèfle,  les 
deux  autres  cartes  sont  ou  deux  cœurs  ou  deux  carreaux  ;  3°  que 
si  l'une  des  trois  cartes  de  Jacques  est  un  cœur  ou  un  carreau,  les 
autres  étant  des  piques,  Jean  aura  gagné  ;  4°  qu'il  gagnera  encore 
si  les  trois  cartes  de  Jacques  sont  un  carreau,  un  cœur  et  un 
pique,  et  que  dans  toute  autre  disposition  des  cartes  de  Jacques 
il  a  perdu. 

»  Gela  posé,  il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  combien  il  y  a  de 
hasards  différents,  qui  donnent  chacune  de  ces  quatre  disposi- 
tions différentes/des  trois  caries  de  Jacques.  On  trouvera,  par  les 
propositions  ri,  12,  i3,  i/\?  qu'il  y  en  a  vingt  pour  la  première, 
deux  cent 'vingt  pour  la  seconde,  deux  cent  dix  pour  la  troisième, 
et  cent  soixante-quinze  pour  la  quatrième  ;  et,  par  conséquent,  le 

sort  de  Jean  sera  -—7  =  -A ^— ,  ce  oui  fait  voir  que  la  condi- 
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tion  de  Pierre   est  moins  avantageuse  que  celle  de  Paul,  et  que 

Jean,    pour  parier  également  contre  Thomas,  devrai!    mettre  au 

jeu  120  contre   i/fi-    » 

Dans  la  seconde  disposition  des  trois  cartes  de  Jacques,  l'énu- 
mération  de  Monlmort  est  incomplète.  Il  faut  dire  : 

2"  11  gagnera  encore  si  l'une  des  trois  cartes  ('tant  un  pique,  ou 
un  trèfle,  ou  un  carreau,  les  deux  autres  sont  des  cœurs  ;  ou  bien 
si  l'une  des  trois  cartes  étant  un  pique,  ou  un  trèfle,  nu  un  CŒlir, 
les  deux  autres  sont  deux  carreaux. 

Le  nombre  des  hasards  correspondant  à  celle  seconde  disposi- 
tion des  trois  caries  de  Jacques  est  donc  320,  au  lieu  de  220;  par 

conséquent,  le  sort  de  Jean  sera  — ~  =  -  A  H —,;  ce  qui  fait  voir 

que  la  condition  de  Pierre  est  plus  a\  antageuse  que  celle  de  Paul, 
et  (pie  Jean,  pour  parier  à  chances  égales  contre  Thomas,  devrait 
mettre  au  jeu  1 45  contre  121. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  4  DÉCEMBRE  1895. 

PRÉSIDENCE    DE    U.  GOURSAT. 


D 


émission 


M.  Quinlard  et  M.  Matin''  adressent  leurs  démissions  de  mem- 
bres de  la  Société. 

Communier/lions  : 

M.  Lancelin  :  Sur  une  propriété  géométrique  de  la  surface 
engendrée  par  les  ellipses  osculàtrices  dans  le  mouvement 
trou  blé.         *~ 

M.  Borel  :  Remarques  sur  la  représentation  des  fôhctl  ns 
<jui  admettent  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

M.  Raffv  :  Sur  une  propriété  commune  aux  héh\  oïdes,  aux 
\iirfares  spirales  et  aux  surfaces  minima. 


SÉANCE  DU  18  DÉCEMBRE  1895. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    Col  USAT. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  certaines  sur /ares  du  troisième  ordre. 
M.  Fleurj  :  Sur  la  considération  de  V infini. 
M.  Caronnet   :   Sur  la   déformation   des  surfaces  de  trans- 
lation. 

M.  S.  Mwc.KOT  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  centre  de  gravité  d'une  espèce  de  solide  à  deux  dimensions 
infiniment  petites. 

Le  problème  général  des  déblais  el  remblais,  qui  a  attiré  l'at- 
tention des  géomètres  à  la  suite  des  travaux  de  Monge,  condufr 
par  mie  voie  naturelle  à  la  question  < ] n i  fait  l'objet  de  cette  Note. 

Je  considère  un  solide  infinimenl  petil  axant  pour  forme  limite 
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un  segment  fini  de  droite,  \V>.  Le  cenlre  dé  gravité  de  ce  solide, 

que  je  suppose  homogène,  a  pour  position  limite  un  point  H.  Je 
nie  propose  de  déterminer  le  point  11  quand  le  solide  est  défini  de 
la  manière  suivante  :  il  est  limité,  d'une  part,  par  deux  surfaces 
arbitraires  passant  respectivement  aux  extrémités  \.  I>  du  seg- 
ment et,  d'autre  part,  par  une  surface  fermée  infiniment  petite  S, 
d'une  congruence  de  droites  A,  dont  l'une,  A',  contient  les 
points  A  et  B. 

J'admettrai  (pie,  en  allant  de  A  à  B  sur  A',  on  ne  rencontre 
aucun  des  deux  points  focaux  F,  F'  de  celle  droite. 

Soient  o  la  dislance,  affectée  de  signe,  d'un  point  variable  de  la 
droite  A  au  pied  de  cette  droite  sur  une  surface  (ixe  J  prise  à 
volonté;  et  a,  b,  h,  f,  f  les  valeurs  de  a  qui  définissent,  sur  A', 
les  cinq  points   V,  B,  11,  F,  V. 

Si  s  est  le  volume  compris  entre  la  surface  S  el  les  deux  sur- 
faces infiniment  \\  isines  .  —  const.,  o  4-  dn  =  const.,  on  a 


C-f 


les  deux  intégrales  se  rapportant  à  la  variable  z.  Or,  i  a  pour 
expression  (p  — f)(p — ./>'/?•  à  un  facteur  près  qui  est  indépen- 
dant de  o.  On  obtient  donc  la  formule 


>h  =  j  („i-b>)  —  4  (f+f')(a*-  b*) -hC>ff  (a'--  b*-) 
■>.  i  a»  —  b:i)  —  3  (/+/')  (  «2—  b'1)  +-  <>//'<  a  —  b  ) 

pour  déterminer  la  position  du  point  il. 

Si  l'on  fait  passer  la  surface  ?  par  le  milieu  O  de  AB,  celle  rela- 
tion prend  la  forme  involutive 

3A//'+a»(A+/+/')  =  o. 

En  partant  de  cette  formule,  on  est  conduit  à  la  construction 
géométrique  suivante  du  point  H  : 

Ou  décrit  deux  demi-cercles  sur  AB  el  OF  comme  diamètres; 
on  projette  leur  intersection  1  en  C  sur  la  droite  V 1  > .  sur  laquelle 
on  porte  ensuite  les  longueurs  OD  =  OD'=  r, OC,  Ol  >  ayant  la 
direction  OF.  Puis,  aux  points  l)  el  I)',  on  élève  à  la  droite  \B 
deux  perpendiculaires  d'égales  longueurs  DE,  D'E',  la  première 
terminée  au  demi-reirle  OIF.   Le  point   II   appartient   à  un  côté  de 
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l'angle  droil  dont  le  sommel  est  placé  an  point  E'  ci  dont  l'autre 
coït'1  passe  par  1 '. 

Si  le  point  F'  est  à  l'infini,  le  poinlll  coïncide  avec  le  point D'. 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  focaux  F,  1  sont  tous  les  deux 
à  L'infini,  le  point  H  est  le  milieu  même  de  AB. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  l'on  pourra  construire  de  celte 
manière  le  centre  de  gravité  de  chacun  des  éléments  de  volume 
compris  à  l'intérieur  des  divers  pinceaux  formés  par  les  normales 
à  une  surface. 

M.  Gérard  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  postulat  relatif  à  l'équivalence  des  polygones,  considéré  comme 
corollaire  du  théorème  de  Varignon. 

Depuis  Duhamel,  on  appelle  équivalents  deux  polygones  for- 
més de  polygones  partiels  superposables  cha<  .)  à  chacun.  Dans 
cet  ordre  d'idées,  il  est  indispensable  de  dém  qu'un  poly- 

gone ne  peu  I  pas  être  équivalent  à  Tune  de  se  |  ir^tes.  Dans  ces 
derniers   temps.    MM.    Réthy,   Schur,    Rausenb  \  eronèse, 

Lazzeri,  etc,  etc.,  ont  donné  diverses  démonstrati-  le  ce  théo- 
rème fondamental.  Mais  la  démonstration  est  imn  diate  si  Ton 
s'appuie  sur  le  théorème  de  'N  arignon. 

On  appelle  moment  d'un  vecteur  AB  par  /////port  à  un 
point  O  le  produit  de  la  longueur  de  ce  vecteur  par  sa  distance  au 
point  O  précédé  du  signe  -h  ou  du  signe  —  selon  que  le  point  O 
est  à  gauche  ou  à  droite  d'un  mobile  qui  parcourt  la  droite  AB 
dans  le  sens  AB. 

Considérons  un  polygone  V  cl  supposons  qu'un  observateur, 
parcourant  le  périmètre  dans  le  sens  dit  positif,  c'est-à-dire  de 
manière  à  avoir  L'intérieur  du  polygone  à  sa  gauche,  rencontre  les 

sommets  dans  l 'ordre  A .  B,C M.  \  ;  oous  appellerons  moment 

du  polygone  P  par  rapport  au  point  <>  La  somme  «les  moments 
des  vecteurs  \ B,  l!<  ! \  \ . 

Il  esl  aisé  de  voir  que  Le  moment  d'un  polygone  ainsi  défini  e>i 
indépendant  de  la  position  du  poinl  O.  Car,  si  L'on  mène  par  \ 

des  vecteurs  égaux  el  parallèles  à   \l>,  l!(  \ \  \.  la  s me  des 

moments  de  ces  nouveaux  vecteurs  esl  nulle,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Varignon  ;  or  la  différence  cuire  le  moment  de  chacun 
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des  nouveaux  vecteurs  el  celui  du  vecteur  primitif  correspondant 
ne  dépend  pas  du  point  O  ;  donc,  la  somme  des  moments  des  vec- 
teurs primitifs,  c'est-à-dire  le  moment  du  polygone,  esl  indépen- 
dante de  la  position  du  point  O. 

D'autre  part,  si  l'on  décompose  un  polygone  en  plusieurs 
autres,  on  voit  immédiatement  que  le  moment  du  polygone  total 
est  la  somme  des  moments  des  polygones  partiels;  et,  si  l'on  con- 
sidère un  triangle,  en  faisant  coïncider  le  point  O  avec  l'un  des 
sommets,  on  voit  que  le  moment  du  triangle  est  positif.  Comme 
un  polygone  est  décomposable  en  triangles,  le  moment  d'un  poly- 
gone quelconque  P  est  aussi  positif  et  peut  se  représenter  par  //>, 
en  désignant  par  /  une  longueur  constante  et  par/>  une  longueur 
qui  ne  dépend  que  du  polygone  P. 

Ceci  posé,  supposons  le  polygone  P  décomposé  en  plusieurs 
polygones  Q,  R,  S;  le  moment  de  P  sera  égal  à  la  somme  des 
moments  de  Q    '  .  S  : 

lp  =  lq  -+-  //•  -+-  h. 

Si  le  polj£,  o,,  ,c  I  P  pouvait  être  équivalent  à  l'une  de  ses 
parties,  Q  par  exemple,  c'est-à-dire  si  P  et  Q  pouvaient  être 
décomposés  en  polygones  partiels  superposables  chacun  à  chacun, 
le  moment  de  P,  comme  celui  de  Q,  serait  égal  à  la  somme  des 
moments  des  polygones  partiels,  et  l'on  aurait 

lp  =  lq  : 
d'où 

q  -+-  r  -t-  s  =  q . 

Donc,  la  longueur  totale  7  -t-  /•  -h  s  serait  égale  à  l'une  de  ses 
parties  q,  ce  qui  est  impossible.  Il  est  donc  impossible  que  le  polj  - 
gone  P  soit  équivalent  à  l'une  de  ses  parties.  c.  q.  f.  n. 

Inutile  de  dire  que  je  suppose  qu'on  a  démontré  le  théorème 
de  Varignon  sans  se  servir  de  la  considération  des  aires. 

D'ailleurs  toutes  ces  considérations  s'appliquent  au x  polyèdres. 
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